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和 总 无 疑问， 对 数值 计算 鲜 究 人 抽 业 说， 本 书 是 一 本 标准 的 参考 书 

Computing Reviews 
“不论 对 从 事 线 性 代数 钝 理论 三 究 还 是 从 事 基 应 用 研究 的 人 人 员 来 说 ， 本 书 都 基 

本 必 备 的 参考 书 -SIAM Review 


这 本 书 无 疑 会 成 为 一 本 标准 的 教科 书 一 一 Amercan Scientist 
总 之 ， 作 者 已 转 完 成 了 一 项 杰出 的 工作 ， 对 煞 性 代数 和 应 用 数学 进行 了 精心 纠 
织 的 ， 内 容 全 面 广 迁 的 综述 ， 它 晤 可 以 作为 教科 交 ， 所 可 以 作为 参考 忆 ， 对 相关 籁 域 
的 和 仁 个 人 来 说 ， 本 书 痢 是 必 洗 的 参考 书 —American Scientist 


和 矩阵 理论 作为 一 种 基 本 的 数学 工具 ， 在 数学 学 科 与 其 他 科学 技术 领域 (如 数 
值 分 析 ， 优 化 理论 ， 微 分 方程 .概率 统计 ， 系 统 工程 等 ) 都 有 广泛 应 用 ， 电 子 计 
算 机 及 计算 技术 的 发 展 也 为 矩阵 理论 的 应 用 开辟 了 更 广阔 的 前 景 。 因 此 ， 学 习 和 
掌握 拭 阵 的 基本 理论 和 方法 ， 对 于 理工 科 本 科 生 和 研究 生来 说 是 必 不 可 少 的 

本 书 论述 了 和 矩阵 分 析 的 经 典 方 法 和 现代 方法 ， 包 括 了 由 于 数学 分 析 的 需要 而 
产生 的 线性 代数 中 的 论题 ， 是 解决 实 的 和 复 的 线性 代数 问题 的 重要 方法 之 一 。 本 
书 自 1985 年 问世 以 来 ， 受 到 越 来 越 多 的 数学 工作 者 和 科技 人 员 的 好 评 和 欢迎 , 时 
至 今日 ， 本 书 仍旧 是 一 本 十 分 有 价值 的 数学 著作 。 wo 
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本 书 从 数 掌 分 析 的 第 旗 论 述 倚 阵 分 析 的 经 典 方 法 和 现代 方法 ， 取 村 新 ， 有 一 定 的 深度 ， 
并 得 出 在 多 元 微 积 分 、 提 分 析 、 徽 分 方 喜 、 最 优化 、 骨 近 理 论 中 的 许 客 重 要 点 用 ， 主 要 内 容 
和 包括 ;特征 值 、 特 征 沿 荆 和 相 敌 考 ， 丁 等 价 和 正规 征 阵 ， 标 准 形 ，Rermite 第 阵 和 对 称 和 矩阵 ， 
向 量 范 数 和 和 矩阵 范 数 ， 特 征 瘟 的 估计 和 扰动 ,正定 拒 阵 ， 非 灸 矩阵 ， 

本 书 可 作为 了 程 、 统 让 、 经 济 学 等 专业 的 研究 生 教 材 或 数学 专业 高 年 级 本 科 生 教材 ， 也 可 
信 作 为 数 掌 工作 者 和 科技 人 员 的 参考 书 ， 
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译 者 序 

由 著 各 美国 数学 家 人 台 恩 (Horn。R. A. ) 教 授 和 约 萌 进 (Johnson，C. R. ) 教 授 合 著 的 kMatrix 
Analysis 是 一 本 不 可 多 得 的 优秀 教材 。 它 从 数学 分 析 的 角度 论述 算 阵 分 析 的 经 典 结果 和 现代 
结果 ， 原 书 逻辑 清晰 ， 结 梅 严 并 ， 取 村 广泛 ， 内 容 新 颖 ,注重 应 用 ， 原 书 不仅 重 视 矩 阵 分 析 的 
教学 ， 而 且 重 视 科 学 研究 能 方 的 培养 .在 天 部 分 章节 末尾 新 书 对 所 讨论 的 论题 都 提供 了 有 关 
的 参考 文献 ， 并 且 独 具 区 心地 编排 了 许多 具有 探究 性 和 启发 性 的 习题 ， 引 导读 者 提高 描述 和 解 
决 数学 问题 的 能 力 ， 原 书 自 1985 年 问世 以 来 ， 多 次 再 版 和 重印 ， 受 到 越 来 越 多 的 数学 工作 者 
和 科技 人 员 的 好 评 和 和 欢迎， 时 至 今日 ， 原 书 仍 旧 是 一 本 十 分 有 价值 的 和 名著， 对 其 粕 美 之 词 不 绝 
于 耳 ; 多 家 有 影响 的 学 术 刊 物 高 度 评 价 作 者 的 杰出 工作 以 及 原 书 在 太 学 数学 教育 以 及 科学 研究 
中 的 重要 地 位 . 

1988 年 ， 译 青 将 原 书 译 成 中 文 介绍 给 我 国 读 者 ， 党 当时 条 件 的 限制 ， 译 者 忍痛 割舍 了 产 
书 部 分 内 容 、 供 进一步 隅 读 的 参考 文献 和 参考 书目 以 及 部 分 习题 ;而 且 译 本 印 数 较 少 ， 未 能 洞 
足 矿 大 读者 的 需要 所幸 的 是 ， 机 械 工业 出 版 社 顺 应 了 赎 者 的 要 求 ， 决 定 重新 出版 该 译本 ， 借 
再 版 的 机 会 ， 除 了 项 误 以 外 ， 译 者 还 将 割舍 的 内 容 全 部 补 齐 ， 并 且 根 据 原 书 1987 年 修订 本 的 
1999 年 重印 版 作 了 修正 ， 使 译本 趋 于 完整 日 更 具 参 考 价 值 . 

关于 原 书 的 所 写意 图 、 特 色 、 内 容 得 要 以 及 使 用 该 书 的 建议 等 可 和 参阅 前 言 ， 这 里 不 再 鞠 
述 . 

书后 “索引 "中 的 英文 名 词 术 语 仍 按 英文 字母 顺序 排列 ， 再 附加 中 文 注 释 ， 其 页码 仍 指 原 书 
页 码 ， 以 便 读 者 查阅 有 关 的 内 容 , 

由 手 译 者 水 平 有 限 ， 不 当 之 处 在 所 难免 ， 奶 请 读者 惠 予 指正 . 
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线性 代数 各 算 阵 理 论 很 义 以 来 就 已 经 是 各 数学 学 科 的 其 本 工具 ， 而 且 就 其 本 身 的 研究 来 说 
它们 也 是 害 有 创造 性 的 领域 ， 在 本 书 中 ， 给 出 了 矩阵 分 析 的 经 典 结 果 和 现代 结果 ， 这 些 结果 已 
被 证 明 对 应 用 数学 是 重要 的 .本 书 可 作为 大 学 本 科 生 或 研究 生 的 教材 ， 也 可 以 作为 各 种 不 同 读 
者 的 自学 参考 书 . 我 们 假定 读者 已 学 过 一 个 学 期 的 基础 线性 代数 课程 ， 并 具备 初步 的 分 析 知 
识 . 本 书 从 讨论 特征 值 和 特征 向 量 开始 ， 所 以 不 要 求 读 者 已 熟悉 这 些 概念 . 

除了 存 基 础 线性 代数 教程 中 会 涉及 到 有 关 和 矩阵 的 内 容 以 外 ， 实 际 上 ， 任 何 涉及 数学 的 领域 
(包括 微分 方程 、 概 率 统计 、 最 优化 : 理论 经 济 学 及 应 用 经 济 学 、 工 程 学 或 运筹 学 等 等 ) 都 需要 
矩阵 的 知识 ， 然 而 ， 直 到 最 近 ， 很 多 必需 的 内 容 才 零 星 地 (或 者 根本 没有 ?出 现在 太 学 本 科 牛 或 
研究 生 的 课程 中 ， 随 着 应 用 数学 越 来 越 重 要 、 有 相当 多 的 课程 专门 研究 高 等 矩阵 理论 ， 这 就 迫 
切 需 要 有 一 本 能 广泛 选择 各 种 论题 的 教材 ， 并 且 它 还 能 对 有 关 的 论题 提供 现代 参考 资料 . 

量 然 有 不 少 深 受 读者 喜爱 的 矩阵 理论 方 而 的 经 典 著 作 ， 但 它们 既 不 适合 于 一 般 的 课堂 教 
学 ， 也 不 适合 于 系统 的 自学 ， 基 些 传 统 的 参考 书 缺 乏 习 题 、 不 注重 应 用 和 局 发 诱导 : 索引 不 完 
善 ; 处 理 方 法 陈旧 ， 而 较 现 代 的 书信 往往 趋向 上 作为 基础 教材 ， 或 趋向 于 作为 讨论 专门 化 论题 
的 专著 ， 我 们 的 目标 是 扎 写 一 本 能 对 范围 广泛 的 各 种 论题 进行 月 效 而 现代 处 理 的 书 ， 

此 阵 分 析 的 一 个 意图 是 ， 它 要 包括 由 于 数学 分 析 ( 例 如 . 多 元 微 积 分 、 复 变量 . 微分 方程 、 
最 优化 和 通 近 理论 等 ?的 需要 而 产生 的 线性 代数 中 的 论题 . 邱 阵 分 析 的 另 一 个 意图 是 ， 它 是 解 
决 实 的 和 复 的 线性 代数 问题 的 一 种 方法 ， 这 种 方法 果断 地 采用 诸如 极限 、 连 续 和 和 戎 级 数 这 些 来 
自分 析 的 概念 ， 这 些 概 念 有 时 比 纯 代数 方法 更 为 有 效 或 更 为 自然 ， 算 阵 分 析 的 这 两 个 出 发 点 影 
响 了 对 本 书 中 所 述 论题 的 选择 和 讨论 . 我 们 认为 采用 术语 短 隆 分 析 比 线性 代数 更 能 准确 地 反映 
该 领域 的 广泛 内 容 和 研究 方法 . 

为 了 复习 和 使 于 查阅 ， 本 书 第 0 章 介 绍 了 基础 线性 代数 所 必需 的 内 容 ， 另 外 还 包括 一 些 有 
用 的 资料 ， 第 1 章 、 第 2 章 和 第 3 章 涉 及 大 部 分 核心 内 容 ， 这 些 内容 可 能 包括 在 线性 代数 或 年 
阵 理 论 的 任何 选修 课程 中 ， 主 要 有 : 特征 值 、 特 征 向 量 和 相似 性 ; 西 相 似 、Schur 三 角 化 及 其 
推论 ， 正规 矩阵 ; 标准 形 和 包括 Jordan 标准 形 在 内 的 各 种 分 解 、LU 分 解 、QR 分 解 和 友和 矩阵 . 
除 此 外 ， 以 下 各 章 大 体 上 都 是 独立 展开 的 ， 重 旦 以 一 定 的 次 度 讨论 一 个 主要 论题 ， 

Hermite 下 阵 和 复 对 称 短 阵 (第 4 音 )， 该 童 着 重 讨论 了 关于 研究 Hermite 什 阵 的 特征 值 的 
变 分 法 ,其 中 包括 优化 概念 的 引 和 人. 

向 章 范 数 和 纸 阵 范 数 (第 5 章 )， 它 们 对 于 数值 线性 代数 算法 的 误差 分 析 ， 对 于 研究 矩阵 震 
级 数 和 先 代 过 程 是 必 不 可 少 的 ， 该 章 较 详细 地 讨论 了 范 数 的 代数 性 质 、 几 何 性 质 和 分 析 性 质 ， 
并 县 行 细 地 区 分 了 与 人 第 阵 范 数 的 次 鲜 性 公理 有 关 的 和 无 关 的 矩阵 范 数 结果. 

特征 值 的 估计 和 扰动 (第 6 章 )， 这 是 针对 一 般 矩 阵 ( 不 一 定 是 Hermite 征 阵 ?来 讨论 的 ， 并 
且 对 于 许多 应 用 是 很 重要 的 ， 该 章 详细 讨论 了 Gersgorin 区 域 理 论 以 及 它 的 某 些 现代 的 改进 ， 
同时 还 给 出 了 有 关 的 图 论 概 念 ， 


正定 姓 阵 (第 了 章 ). 该 意 详细 地 考察 了 正定 答 阵 及 其 包括 不 等 式 在 内 的 各 种 应 用 ， 讨论 了 
被 分 解 和 奇异 值 分 解 ， 同 时 还 讨论 了 对 符 阵 通 近 问题 的 上 应用- 

非 负 短 件 ‘第 8 章 ). 它们 超 因 于 其 中 必然 会 出 现 非 负 量 的 许多 应 用 (如 概率 论 、 经 济 学 和 
工程 技术 等 )， 其 引 人 瞩 目的 理论 反映 了 这 些 应 用 .在 运用 范 数 的 基础 上 ， 该 章 初步 讨论 了 关 
于 非 负 抢 阵 、 正 窍 阵 、 素 矩阵 和 不可 约 矩阵 的 理论 . 

在 本 书 的 姊妹 篇 中 ,将 讨论 其 他 一 些 同样 值得 注意 的 论题， 值 域 及 推广 ; 异性、 稳定 扼 
阵 、 放 徐 阵 和 相关 特殊 类 ; 和 矩阵 方程 、Kronecker 乘积 和 Hadamard 乘积 ; 可 以 把 函数 和 和 矩阵 
联系 起 来 的 各 种 方法 . 

本 书 为 一 个 学 期 或 两 个 学 期 的 课程 担 供 了 基本 教材 根据 特殊 课程 的 再 要 ， 教 师 可 对 本 书 
的 内 容 进行 合理 的 选择 ， 一 般 应 当 和 包括 第 1 章 、 第 2 章 和 第 3 章 的 大 部 分 内 容 以 及 第 4 章 种 第 
5 章 中 有 关 Hermite 矩阵 和 范 数 的 内 容 . 

本 书 大 多数 章节 包括 了 一 些 比 较 专门 化 的 或 非 传 统 的 材料 ， 例 如 ， 第 2 章 不 仅 包括 一 个 短 
阵 的 本 三 角 化 的 Schur 基本 定理 ， 而 且 还 讨论 了 和 矩阵 族 的 同时 三 第 化 ， 在 关于 酉 等 价 一 节 中 ， 
在 介绍 通常 的 内 容 之 后 ， 还 讨论 了 两 个 矩阵 是 惠 等 价 的 迹 条 件 ， 第 4 章 中 关于 复 对 称 怎 阵 的 讨 
论 是 对 照 推导 Hermite 筷 阵 的 经 典 理 论 给 出 的 .一 个 论题 的 基本 观点 出 现在 每 一 章 的 前 几 节 
中 ， 而 更 为 详细 的 讨论 则 上 出 现在 各 节 的 末尾 或 以 后 各 节 中 ， 这 样 做 的 优点 是 可 以 依次 提出 各 种 
论题 ， 从 而 提高 了 本 书 作为 参考 书 的 使 用 价值 ， 并 为 教师 提供 了 广泛 的 选择 余地 . 

本 书 的 许多 结果 (或 者 经 推广 后 ) 适 合 于 其 他 域 上 的 矩阵 ， 或 者 可 拟 在 一 些 更 广泛 的 代数 系 
统 中 讨论 这 些 结果 ， 不 过 ， 我 们 有 意 将 定义 域 限制 在 实数 域 或 复数 域 ， 这 样 就 能 够 使 用 经 鼻 分 
析 的 熟悉 方法 以 及 正规 的 代数 方法 ， 

虽然 我 们 一 般 考虑 复 和 矩阵 ， 但 大 多 数 例子 只 限于 实 和 矩阵 ， 并 且 不 需要 较 深 的 复 分 析 知识 ， 
熟悉 复数 的 算术 对 于 理解 矩阵 分 析 是 必 不 可 少 的 ， 其 熟悉 程度 需 达 到 附录 中 所 规定 的 水 平 ， 其 
余 几 个 简短 的 附录 包括 几 个 次 要 的 而 又 必需 的 论题 ， 例 如 ，Weierstrass 定理 和 凸 性 . 

在 禁书 中 ， 给 出 了 许多 练习 和 习题 ， 为 进一步 理解 主要 论题 及 其 推论 奠定 了 基础 ， 练 习作 
为 每 节 的 论述 部 分 而 出 现 ， 它 们 ~- 最 都 很 基本 ， 直 接 用 于 加 深 对 概念 的 理解 ， 建 议 读者 充分 选 
做 这 些 练习 。 习题 安排 在 每 节 的 末尾 (没有 特定 的 顺序 )， 其 中 涉及 一 系列 难题 和 典 雹 题 ( 既 有 
证 明 题 ， 也 有 计算 题 )?， 可 以 用 来 扩展 论题 ， 提 出 特殊 见解 ， 或 者 为 主要 论题 提供 另外 的 证 明 . 
书 中 对 较 难 的 习题 给 出 了 重要 的 提示 ， 有 些 习 题 的 结果 与 其 他 习题 或 正文 中 的 结果 有 关 ， 要 特 
别 强调 的 是 ， 尽 心 竟 力 去 完成 练习 和 钻研 习题 对 学 习 本 书 是 至 关 重 要 的 . 

虽然 本 书 不 是 一 本 有 关上 应 用 方面 的 书 , 但 为 了 激 涩 学 习 兴 趣 ， 在 每 一 章 的 开始 都 介绍 几 个 
应 用 来 引 人 本 章 的 论题 . 

如 果 想 查阅 某 个 论题 的 其 他 处 理 方 式 以 及 与 之 有 关 的 资料 ， 可 参看 “参考 文献 ”所 列 著作 . 
在 正文 中 用 一 个 简明 的 助 记 码 引用 其 中 的 著作 ; 例如 ，Jones 和 Smith 的 鞭 作 记 作 人行 Sm]， 这 
些 助 记 码 和 全 部 引文 在 “参考 文献 ”中 按 作者 姓名 的 字母 顺序 排 询 . 

“和 参 避 文献 * 并 不 详尽 ， 在 一 本 有 客 个 一 般 论 题 的 书 中 ， 限 于 篇 归 ， 在 正文 中 我 们 尺 可 能 压 
缩 所 引用 文献 的 数量 ， 在 大 多 数 童 节 的 末尾 ， 我 们 列 出 了 经 过 挑选 的 文献 (例如 明显 用 到 了 的 


YW 


那些 文献 ;， 另 外 附带 -个 简短 的 讨论 ， 但 没有 刻意 去 收集 有 关 经 典 结 果 的 历史 资料 。 众 包 的 
文献 是 由 我 们 已 参考 的 较 专 业 的 书籍 中 查 供 的 ， 读 者 还 应 当 了 解 涉及 矩阵 分 析 内 容 的 概括 性 现 
代 文 献 资料 例如 ，KWIC lIndezx for Numerical Linear Algebra [CalLe] 以 及 Mathematicat 
Revierws 的 15 节 和 65 节 ， 

感谢 为 本 书 提供 有 益 建 议 的 同事 和 学 年 ， 他 们 对 本 书 的 课堂 笔记 和 手稿 提出 了 修改 意见 , 
他 们 是 : Wayne Barrett，Leroy Beasley, Bryan Cain, David Carlson， Dipa Choudhury, 
Kisana Chowdhury, Yoo Pyo Hong, Dmitry Krass, Dale Olesky, Stephen Pierce, Leiba 


Rodman, Pauline van den Driessche. 
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实数 域 

实 n 维 列 向 量 空间 ,M1 (R) 
复数 域 

复 有 维 列 向 量 空间 ，M1 CC} 
一 个 域 (通常 指 队 或 局) 

( 域 了 上) 分量 取 自 了 的 维 列 向 量 空间 ，M,, (F) 
元 素 取 自 F 的 吉 Xn 矩 阵 的 集合 
a 加 Xn 复 拭 阵 的 集合 ，M., (CC) 
mn Xn 复 答 阵 的 集合 ，M,., (C) 
六 ，B,。C， 等 等 上 矩阵，4=[aj] EM。 (ED) 

Ty Ys 2, 等 等 列 向 量 ， T= [Lz]EF 


中 人 
社区 1 \ 1 
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I M,(E) 中 的 单位 矩 阵 
0 零 纯 量 , 零 向 量 或 零 炬 阵 
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e, {通常 指 )F" 中 第 i 个 标准 基 向 重 
[四 ， 向 草 5 的 名 坐标 表示 
为 LTJ， 线性 变换 了 的 允 - 洱 基 囊 示 
(7) 二 项 式 系数 ，zl /[k! (一 全 中 
pa lt) 六 EM,(F) 的 特征 多 项 式 
nA) 非 奇 蜡纸 阵 入 E AM 关于 着 相应 于 给 定 的 矩阵 范 数 ) 的 条 件数 
det 及 AE M,(F) 的 行列 式 
由 直 和 
nA) AEM.(F) 的 有 向 图 
Ll 向 量 范 数 上 "| 的 对 个 范 数 


A) 准 范 数 F(*} 的 对 偶 范 数 


2 (通常 指 )AE M 的 特征 值 

{A CA)} EM, 的 特征 值 的 集合 ( 谱 }; 如 果 上 是 Hermite 什 阵 ， 通常 指 久 
hl 

n! 阶乘 ，zfkz 一 170n 一 2)2。1 

GA) 上 EM 的 Gersgorin 区 域 

GL(n, F) ME 中 的 非 奇异 第 阵 构成 的 群 

上 六。B 如 ， 呈 EM ED) 的 Hadamard 原 积 
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al C 的 (和 ) 范 数 ，M, 上 的 广 矩阵 范 数 
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oA) EM 的 最 大 奇异 值 , 上 A 用 
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0.0 导 引 


本 意 的 日 的 是 简 暗 地 编撰 许多 有 用 概念 或 结果 、 不 加 证 明 ， 其 中 许多 概念 和 和 结果 直接 或 间 
接地 为 涉 太 本 书 主 要 章节 的 内 容 莫 定 了 基础 上 所 编写 内 容 的 大 部 分 可 能 以 某 种 撒 式 包括 在 线性 
此 数 的 基础 教程 中 ， 另 外 ， 还 选编 了 一 些 有 用 的 资料 ， 这些 资 料 往往 不 易 在 其 他 地 方 找 到 ， 或 
者 不 宜 安 排 在 以 后 的 章节 中 ， 这样， 在 开始 学 习 本 于 之 前 ， 这 一 章 可 作为 读者 的 复 寺 提要 ， 必 
览 时 也 为 读者 参 网 有 关 资 料 提 供 方便 ， 本 童 还 规定 了 -一些 基本 符号 ， 并 给 出 一 些 定义 ; 为 此 ， 
了 解 素 党 号 有 这 的 ， 这里。 要 求 读者 已 经 就 悉 线 性 代数 的 基本 概念 和 殉 阵 的 基本 运算 ， 如 此 阵 
的 飞 法 和 加法， 


0. 1 向 量 空间 


在 本 书 的 论述 中 ， 虽 然 一 般 是 含 蕾 地 述 及 向 量 空 间 ， 但 是 ,机 星空 间 是 抢 阵 理论 的 基本 
结构 . 
人 I 1 纯 量 域 构成 问 量 空间 的 基础 是 域 ， 或 此 是 具有 乘法 的 纯 量 集 ， 对 于 实际 应 川 来 说 ， 在 
通常 的 加 法 和 乘法 运算 下 ， 基 域 包 平 总 是 实数 咸 R 或 复数 域 C( 见 附录 A), 但 是 ， 它 也 可 能 是 
有 理 数 域 ， 也 可 能 是 关于 一 个 特定 素数 的 整数 同 余 类 域 或 -. 些 其 他 的 域 ， 当 未 指明 是 哪 种 域 
时 ， 就 用 符号 表示 域 ， 为 了 验证 - -个 纯 量 集 是 域 , 它 必须 在 陋 个 指定 的 二 元 运算 (* 加 法 ”各 
“乘法 ”下 封闭 ;两 个 适 算 必 须 满足 结合 律 和 交换 律 ， 上 在 该 集合 中 各 有 - :个 单位 元 ， 对 于 所 
有 的 元 素 ， 在 该 集合 中 必须 有 关 寺 加 法 运算 的 逆 元 素 ， 并 结对 于 除 加 法 单位 亏 (0) 以 外 的 所 有 
元 素 ， 在 这 小 合 中 有 关于 乘法 运算 的 逆 元 素 ; 同时 ， 乘法 运算 对 加 法 运算 必须 满足 分 配 律 


0.1.2 向 最 空间 城下 上 的 向 量 空 间 基 一 些 对 象 ( 称 为 向 攻 ) 的 集 台 站 ， 它 在 一 个 元 运算 (加 
法 ) 下 封 闻 ， 这 个 运算 是 结合 的 和 交换 的 ,在 集合 VW 中 有 -个 单位 元 (*4”*)， 划 有 加 法 道 元 . 
该 集合 对 用 屿 星城 了 的 元 素 左 碟 疝 量 的 适 算 也 是 封闭 的 ， 且 有 性 质 : 对 上 所 有 的 a，b&EF， 以 及 
所 有 的 YEY， 有 ar 十 说 二 ar 十 ay fa 站- 一 or 十 ra 一 (aptr， 以 及 对 乘法 单位 
元 CEEF, 有 er, 

对 于 给 定 的 域 F， 分 其 取 自 F 的 ;元 组 的 集合 六 (1 是 整数 }， 在 通常 的 运算 (在 F" 中 按 分 
量 相 加 ) 下 构成 上 的 ~ 个 向 量 空 间 ， 特 别 地 ，R" 各 C" 是 本 书 的 基本 向 量 空间 ， 具 有 实 系 数 
域 复 系数 的 (不 超 过 某 -指定 次 数 的 或 任意 次 数 的 ) 和 多 项 式 集合 ， 以 及 区 间 [a， 的 CR 上 的 实 苇 
或 复 倩 途 缕 责 数 ， 或 什 音 冰 数 的 集合 也 是 ( 共 上 或 C 上 ) 向 量 空间 的 例子 ， 当 然 ， 在 有 有限 维 空间 
中 与 出 L0，1j 上 的 实 值 连 绪 函数 组 成 的 无 限 维 向 量 空间 之 问 ， 有 着 本 质 的 差别 ， 


1.3 子 空间 和 张 成 ”上 向 量 空间 V 的 子 空间 U 是 VY 的 上 攻 空 下 集 、 它 白 身 正 好 是 辣 -- -个 纯 量 成 
的 向 启 室 闻 ， 酌 如 [a 4、01T，a ER 是 RR’ 的 子 空间 ， 通常， 我 们 用 某 种 美 系 来 定义 向 


[ 1 1 


L_ = 1) 


| 
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量 字 间 六 的 子 罕 间 ， 如 此 得 到 的 由 玉 中 部 分 起 素 组 成 的 集合 芝士 中 的 加 法 是 封闭 的 一 - 例 
如 、R’* 中 最 后 -个 分 其 是 0 的 所 有 元 素 组 成 的 集合 .一 般 认 为 ， 把 所 得 天 的 集合 看 成 一 个 于 
空间 比 自 身 在 成 :个 辣 莽 宇 间 更 存 用 .在 任何 情况 下 ， 两 个 季 空 间 的 安 述 是 子 空间 . 

如 课 5 是 向 其 军 间 玉 的 下 集 ，5 的 张 成 是 集合 SpanS 三 fu 二 at | | el， 
1 意 ， 即 使 5S 不 三 空间 ，Span S$ 总 是 
下 空间 ， 如 果 Span 二 V， 就 称 S$ 张 成 向 量 空 间 VY. 

0.1.4 线性 相关 和 线性 无 美称 -一 个 向 量 空 间 中 的 向 量 组 4m ，xs，…，.ri'* 线 插 相 关 ， 指 的 是 
在 纯 靶 基 域 F 中 存在 不 全 为 0 的 系数 Ht Hi + 使 得 

dT 二 ar 二 
站 是 全 区 站 是 的 线 半 组 有、 下 由 大 攻取 用 下 例如 ，{[1,，2, 31'. [1 
0， 一 14、，.2，2，2.1 是 R* 的 中 线性 相关 组 ，Y 中 的 -个 子 集 在 F 不 线性 相关 ， 襄 说 它 线 
性 无 关 ， 例 如 ， 人 
概念 实质 上 与 向量 组 有 关 ， 线 性 尤 关 的 任 一 太空 子 集 线 性 无 甘 ; 10' 是 线性 相关 组 ;因而 ， 包 
0 辐 基 的 任 集合 线性 相关 ， 可 能 -个 向 呈 集 线性 相关 ， 向 它 的 任 一 真子 集 赴 线 性 无 闫 的 . 


0.15 基 设 S 是 向 亿 突 间 V 的 于 集 ， 如果 Y 的 生 个 元 素 吓 以 表示 成 5 的 诸 元 素 ( 具 有 纯 基 基 
城中 的 系数 ) 的 线性 组 合 ， 就 称 5S 张 成 VW， 例如 [L100] 10, 1 0 ，[9，0，1 | 
[Li 0， 了 5 在 及 上 张 成 本 (或 在 上 张 成 悦 )， 张 成 向 量 空间 Y 的 -- 个 线性 无 类 组 为 的 
- :个 基 ， 基 锯 然 不 是 瞧 - -的 ,但 是 基 很 有 用 , Y 的 每 个 元 素 能 旦 只 能 用 -一 种 方式 由 基 来 考 示 ， 
是 在 雇 基 中 再 语 加 任何 一 个 匹 素 或 从 该 基 中 去 掉 任 - -元 素 ， 上 述 性 质 不 声 成 立 ，Y 中 的 无 关 组 
是 的 -个 基 ， 当 所 仅 当 没有 真 包含 它 的 无 闫 组 ， 张 成 YW 的 -个 集合 是 交 的 一 个 基 ， 当 旦 仅 
当 它 没有 真子 集 仍 张 成 WY， 每 个 向 量 空 间 总 有 - -个 基 ， 

小 上 6 扩充 成 一 个 基 向 量 空间 立 中 的 仁和 何 线性 无 关 组 部 可 以 扩充 为 V 的 -个 基 ， 也 就 是 阅 ， 
给 年 Y 中 的 线性 无 关 组 {r 和， 存在 另外 的 向 景 mi ，…，，…E 镶 ， 使 得 1 ， 
的 个 某 ， 把 一 个 已 知 的 无 关 组 扩充 为 一 个 基 ， 当 然 不 是 唯一 的 [例如 ， 
各 以 把 第 三 个 分 量 是 非 零 的 任 一 向 量 添加 到 夸 关 组 :10,017，f0，1，0] 和 中 ， 使 得 到 RR 
的 一 个 基 ]， 出 10， 世 上 实 值 连续 函数 组 成 的 实 间 其 空间 CT0，11 的 重子 说 明 ， 一 般 地 ， 一 

基本 必 有 限 ， 由 单项 武 11，*， 衬 ， 辣 ， 和 } 组 成 的 无 限 集 是 CL0，1] 中 的 无 交 组 ， 


4.1.7 维 数 ” 如 果 向 景 空间 VY 的 某 个 基 包 含有 限 个 元 素 ， 邦 么 所 有 的 基 有 相同 的 元 素 个 数 ， 并 
生 称 这 个 公共 的 数 为 向 量 空间 的 维 数 ， 这 时 ， 就 说 V 是 有 限 维 的 ， 否 则 ， 就 说 六 是 无 限 维 的 . 
无 限 维 的 情形 (例如 ，CE0，1])， 在 任意 两 个 基 的 元 素 之 间 存 在 个 一 -对 应 ， 实 向 量 空 间 R* 
有 维 数 >， 癌 量 空间 C" 存 域 C 上 有 维 数 >， 但 在 域 R 上 有 维 数 2n， 有 时 称 基 {e1 ,ey … ,0} 
为 R 或 C 的 怀 准 基 . 甚 中 " 的 第 ; 个 分 晨 是 1， 其余 分 量 是 0. 

0.1.8 同 构 如 果 已 和 四 昆 同 - 个 纯 量 城下 上 的 向 昌 空 间 、 上 月 ff UzV 是 可 小 函数 ， 使 得 对 
所 有 的 r，>EDL 各 也 有 的 4 65EF 有 Fea tp)=aprrmAbpru 如 了 是 -个 同 构 ， 称 UU 
和 回 构 结 构 相 四， 网 一 个 域 下 的 两 个 有 限 维 向 是 空间 同 构 ， 当 几 权 当 它 们 有 相同 的 维 
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数 : 是， 战 F 上 的 任 一 n 维 向 最 空间 同 构 子 高 ， 寺 此 ， 任 -- x 维 实 和 癌 量 空间 同 构 十 R"， 而 
任 一 维 复 是 其 空 间 同 构 于 C， 特别 呈 ， 如 果 层 城 | 的 # 维 向 量 空间 ， 基 有 -个 给 定 的 
基 二 [7 那么， 因为 任 一 元 来.rEY 下 以 唯一 地 写成 一 ad 上 … 十 ar uEF. 
1 一 1， 2 nn， 干 是 ， 相 对 二 这 个 茶 ， 可 以 把 1 对 应 本 5 元 组 [xz], 二 [a ，… ww]'， 对 主任 
-个 基 攻 ， 胰 射 4 一 [rj ,是 VV 与 扩 之 问 的 -个 同 构 ， 
0,2 矩阵 

这 里 所 大 究 的 对 象 可 以 内 丙 种 重要 的 方式 来 示 察 ，…… 基 把 它 看 成 纯 景 的 拓 形 阵 询 ， 一 是 给 
得 个 空间 指定 ~… 个 基 ， 然 捷 把 它 看 作 两 个 向 攻 空 间 之 间 的 线性 谈 挤 . 
0.2.1 答 形 阵列 ”一 个 出 降 是 由 域 F 中 若干 个 纯 量 组 成 的 .个 mx 阵列， 加 果 户 一 >， 就 称 
全 阵 是 方 了 所. 臣 上 的 所 有 关头 的 捞 阵 集合 用 MB 来 态 示 ， 而 MEF) 简 记 为 M,CF)， 最 常 


见 的 情形 是 F 一 CI 复数 域 )， 偿 把 M,C 得 记 为 M, M,C) 简 记 为 M ,通常 用 大 写字 母 来 
表示 年 阵 ， 例 如 ， 如 果 


那么 入 EM:(R)， 一 个 给 定 斤 阵 的 子 放 上任 是 位 于 该 矩阵 的 一 些 指 定 的 行 和 姑 的 矩形 阵 乔 ， 例 
如 ，|r， 菇 是 上 述 4 的 子 姑 阵 { 信 十 第 2 行 第 2 别 . 第 3 列 )， 


0.2.2 线性 变换 没 U 和 YY 分 别 厦 同一 个 纯 量 域 下 的 维 向 量 守 间 和 ;4 维 向 量 空间 ; 设 大 
和 二 分 着 是 U 入 的 晤 我 们 可 以 分 别 用 同 物 xTr]。 和 ye 把 已 和 史明 
成 上 的 超 组 和 mm 元 组 -个 线性 变换 是 -个 旺 数 了 了，U 一 V， 全 得 对 丁 仔 音 纯 量 a， 和 总 
以 及 同 明 3 和 和 2， 部 有 了 area 二 eeTOr 十 oTr， -个 寻 阵 4EM CD 可 以 用 
下 述 方 式 对 应 于 一 个 线性 灾 换 了 T: 17 > 普 :了 向 其 3 三 Tt47 当 且 仅 当 [wj; 二 [41 ， 这 时 就 称 
起 阵 吉水 线性 变换 村 (关于 基准 和 入 .)， 表 未 算 阵 和 4 与 基 的 选择 有 关 ， 在 讨论 二 阵 时 ， 鉴 
意 溉 到 是 在 讨 沦 关 杆 特别 选 定 的 慧 下 的 线性 交换 ， 但 借 动 十 什么 基 ， : 般 不 必 明 他. 

.2,3 与 一 个 已 知 矩 阵 或 线性 交换 相关 联 的 向 量 空间 ”不 秋 一 般 性 , 使 F 上 的 wy 维和 疝 量 袍 间 与 
FE 相对 应 ， 于 是 ， 就 把 AE MM,., (F) 春 作 从 想到 王 "的 线性 变换 (同时 也 看 作 二 个 阵列 )， 这 样 
一 个 线性 变换 的 定 尽 域 是 本 : 它 的 入 虞 是 fyE Fv 一 Ar， 对 所 有 EF!， A 的 替 空 间 是 
和 ri Ar 一 0;， A 的 值 址 是 F” 的 子 空 : 辣 ， 而 A 的 罕 宅 加 是 所 的 子 空 间 ， 关 于 这 贿 个 了 空 
间 的 关系 式 是 : 


心 


2 一 凡 的 零 空 间 的 维 数 + 4 的 信 域 的 维 数 . 
小 2.4 卸 阵 运算 年 阵 如 法 定义 为 两 个 同 维 阵列 按 对 应 元 机 加 ， 并 且 用 十 (“"4 1 B ”表示 ， 它 
开 应 线性 变换 的 加 法 5 关 士 相同 的 基 )、H 继 于 了 了 从 纯 其 域 来 的 交换 人 性 和 结 人 台 性 ， 淮 矩阵 (所 有 
元 多 为 避 的 矩阵 ?是 十 阵 加 法 的 单位 丘 ， 并 全 MtF} 自 身 也 是 F 上 的 向 量 空间 ， 按 通常 方式 
定义 的 矩阵 葬 法 用 4AB 来 表示 ， 它 与 线性 交换 的 复合 相对 上 应， 这样。 具有 当 AEM,, IF，D8E 


了 于， 


4 钊 0 草 


[| MD ， 卓 P= 时 . 它 才 有 和 定义: 它 是 结 全 的、 一般 是 不 变换 的 ， 例 如 ， 

1 O01 2 2 0 

Lo ,ls 4 了 7 3 并 2 上 
但 是 ， 当 把 惩 阵 限 制 在 M,CF) 的 菜 些 有 研究 价值 的 子 集 时 。 它 可 以 是 交换 的 。 短 阵 先 法 有 一 个 
单位 让 ， 节 形 如 

nr 1 

] 
| ， 
oi 
的 矩阵 TE JM,(F)， 这 个 第 阵 以 及 它 的 所 有 纯 量 俯 数 ( 称 为 纯 晤 短 阵 ) 与 MF} 中 的 所 有 其 他 和 矩 
阵 都 可 交换 ， 并 旦 只 有 纯 量 怎 阵 有 具有 这 - -性 质 ， 算 阵 乘法 对 于 矩阵 加 法 是 分 配 的 ， 

这 音 希 则 指出 ， 我 们 总 是 用 符号 0 表示 以 下 各 种 术语 : 零 纯 其 、 零 向 景 (所 有 分 组 都 等 十 
零 纯 量 的 向 最 ) 和 零 短 阵 (所 有 的 元 者 等于零 纯 量 )， 一 般 地 ， 上 下 六 将 明确 它 是 哪 种 情形 ， 因 
市 不 会 引起 混 清 ， 我 门 还 几 符 号 了 表示 任意 阶 数 的 单位 和 矩阵， 如 果 可 能 引起 泥 清 ， 就 指明 其 
阶 数 . 

0.2,5 转 置 与 Hermite 伴随 如 果 4 二 [a EM ， 的 转 置 。 记 作 A1. 是 隔 ,, (了 中 的 
一 个 知 阵 ， 它 的 元 是 :即将 原 矩 阵 行 与 列 调 换 ， 反 之 亦 然 ， 例 如 ， 


"1 23 
! = |2 5|. 
i 5 6 | | 
3 6 
显然 ，(A 7?)' = 二 A，AEBRD ,OO 的 Herimte 伴随 A' 定 六 为 A* 一 4 寺中 A 表示 控 分 便 取 共 
纯 ， 例 如 . 
ti 2 _ Ti 
1L3 2 [L247 好 了 
转 置 和 Hermite 伴随 [以 及 将 在 {0.5) 中 讨论 的 师 阵 的 道 ] 都 服从 倒序 律 : [AB]* 一 及 :4 和 
[45 =B"A"， 当然 数 假定 张 积 有 定义 ， 对 于 乘积 的 共 示 ， 不 存在 倒序 ，AB=AB， 和 如果 xz， 


yEM, =C"， 那么 y x+ 是 纯 量 ， 并 且 它 的 Hermite 伴随 与 它 的 复 共 红 相 同 ; 因此 、(y* zz 一 


YT yy 


.6 小 2 在 和 矩阵 乘法 的 技巧 这里. 给 出 用 个 要 反复 用 刘 的 所 阵 乘法 的 简单 性 质 . 
1. 如果 思 表示 第 阵 B 的 第 列 ， 那么 乘积 AB 的 第 六 列 让 好 是 46 
2. 如 果 a 表示 务 阵 4 的 第 ; 行 ， 那么 乘积 AB 的 第 ; 行 正好 是 a,B. 
解释 一 下 ， 在 柔 积 AB 中 ， 左 莱 以 A 是 乘 B 的 列 ， 而 右 飞 以 8 是 秉 A 的 行 ， 对 其 中 -个 
内 子 蚌 对 角 甜 阵 的 情形 ， 在 (9. 9. 1) 中 再 讨论 ， 
3. 如 果 AEM(F)， 起 xEF”, 皂 么 A 是 ( 以 > 的 坐标 为 系数 的 )4 的 各 询 的 线性 组 合 . 
4 如果 六 EM 且 wEF* 那么 w'4 是 (以 3 的 华 标 为 系数 的 )A 的 各 行 的 线 村 组合 . 


-1 


复习 爱 其 他 


0.3 行列 式 


只 用 一 个 数 酸 括 … 种 多 变量 现象 .这 在 数学 中 常常 很 用. 共 中 行列 式 就 是 一例， 行列 式 
只 对 方 阵 4E 册 CEFE) 有 定义 ， 并 县 它 可 以 按 两 种 重要 的 ， 完 全 不 同 的 等 价 方式 来 描述 。 我 们 把 
AE MCF) 的 行列 式 记 作 det A. 
小 3.1 Laplace 展开 对 4=[a :EMF) 的 行列 起 可 妇 纳 定 久 如下。 假设 行列 式 在 MF} 
上 已 定义 、 设 AE ,() 表 示 从 AE MI(Y 中 划 去 第 i 行 和 第 i 列 后 得 到 的 子 托 阵 ， 于 是 
对 所 有 的 ;六 msn 


DD h, = DE Diet A, 


而 这 个 相同 的 值 就 图 心 ! 4， 等 式 左 边 基 依 第 : 行 关于 请 子 江 的 Laplase 展开 式 。 而 右边 是 依 第 
# 列 的 Laplace 展开 式 [ 见 (0. 7. 1)]， 对 于 任意 选择 的 行 和 列 ， 其 中 任 一 展开 式 都 得 到 A 的 行列 
式 ， 归 纳 过 程 从 1X1 矩阵 开始、 定义 它 的 行列 式 为 单个 庆 的 倘 ， 于 是 


detLa, | 一 Ci。 
1 {1 | 
qel| := ly Hs 
EE 
[GT 
det 区 Us da dmd 7 dtd | dra ts 
a A A dd 


等 等 ， 最 然 ， 如 果 AEM(C), 则 dert A 二 det A，[1 det A 二 det 及. 
从 3,2 交错 和 受 上 述 低 维 例子 的 局 发 对 于 有 A=Ta,]E MM,(F)， 还 有 


det 六 二 2 wen a le, 


共 中 、 求 和 肥 记 1，2，…. 的 所 有 1 个 排列 了， 诽 列 jo 的" 正 负 导 " 或 "正和 负 号 孜 数 "sgne 是 
1 或 一 1， 取决 于 由 11，2，，…， 站 开始 到 得 到 排列 s 所 需 对 换 ( 或 呵 两 交换 ;的 最 小 数 是 个 数 
还 是 言 数 . 于 是 . 每 个 乘积 
部 在 行列 式 中 出 现 ， 如 果 < 是 偶 排 列 ， 则 在 竹 积 前 冠 以 上 导 ， 如 果 = 是 奇 排列 ， 就 冠 以 - -号 
如 果 系 数 sgn o 用 某 些 其 他 的 函数 来 代替 ， 那 么 所 请 的 广义 矩阵 旺 数 就 取代 了 de A，、-. 
个 例子 是 her A， 称 为 和 A 的 积 和 式 (permanent)， 具 中 sgn oa 被 恒 等 于 1 的 孙 数 所 代替 . 


0,3.3 初等 变换 有 二 种 简单 的 基本 变换 ， 人 们 常 赏 可 以 利用 这 些 变换 把 任 -个 窃 隆 化 简 成 与 
流失 阵 相抵 的 、 唯 一 简单 的 形式 ( 即 标准 形 )， 以 便 用 它 来 解 线性 方程 组 ， 计 算 行 列 起 ， 矩 阵 求 
这 和 研究 乱 阵 的 秋 ， 等 等 ， 我 们 集中 讨论 关于 行 的 变换 ， 它 们 是 如 下 -种 变换 . 

第 一 种 ， 误 陋 存 阵 的 两 行 

交换 第 行 和 第 j 行 可 以 经 左 乘 以 拖 阵 


-一 
人 
L_ 


[LS 


站 

] ， 

1 ] - 
， 1 
1 ， 

- 让 个- 

1 
i 到 了 列 


来 实现 ， 其 中 ,在 1 了 位置 和 六 位置 上 的 两 个 非 对 角 元 是 1. 而 所 有 未 注 明 的 元 都 是 0. 


第 二 种 : 用 一 个 非 震 纯 剖 乘 某 一 行 
用 一 个 纯 呈 < 磁 A 的 第 i 行 可 以 经 左 乘 以 年 陈 


1 | 
L ， ] 
1 列 
来 实现 ， 其 中 部 斌 出 现在 上 ， :位 置 . 
第 三 种 : 把 某 一 行 的 纯 量 信教 加 到 另 一 行 
8 用 " 乘 第 ; 行 加 到 第 j 行 相当 十 把 4 左 乘 以 矩阵 
1 | ! 
' i 
四 
| 
， 1 
i 列 


其 中 纯 县 5 出 现在 ;1， ;位置 ， 注 意 ， 上 述 每 个 作 初 等 变换 的 叫 阵 ， 正 好 是 把 相应 的 初等 变换 廊 


二 单位 短 阵 了 的 结果 ， 
第 一 种 初等 变换 存 行 询 式 上 的 作用 是 将 行列 式 莱 以 一 


第 种 变换 不 改变 行列 式 ， 由 此 可 知 ， 如 果 一 个 拓 阵 有 一 


1; 第 二 种 安 换 的 作用 蚌 将 它 蔷 以 纯 其 c: 
个 零 行 ， 或 有 两 行 相关 ， 或 任意 点 行 相 


关 ， 那 么 它 的 行列 起 为 零 ， 一 个 邱 阵 的 行 询 式 是 零 ， 当 旦 仅 当 它 的 请 行 的 个子 集 线 性 相关 ， 
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0, 3,4 行 简化 梯形 阵 ”对 得 个 4E MEF)， 在 MPF) 中 存在 一 个 标准 彤 ,上 的 行 简化 裕 形 
(RREF)， 它 可 以 经 (不 唯一 的 ) -系列 初等 变换 得 到， 许多 矩阵 有 相同 的 RREF， 每 个 矩阵 不 
管 经 一 列 什么 样 的 初等 变换 而 得 到 它 只 有 有 -… 个 RREEF。RREF 的 定义 是 ， 

Ca) 各 非 零 行 的 第 -- 个 非 零 元 是 1 

ib) 具有 上 述 首 元 1 的 列 的 所 有 其 他 元 部 为 零 ; 

{c) 全 由 零 元 组 成 的 行 出 现在 矩阵 的 底部 ; 

Cd) 诸 首 元 1 位 于 从 左 到 右 的 “阶梯 型 "之 巾 ， 即 下 -- 行 的 首 元 1 必须 出 规 在 其 上 上-- 行 的 冶 


无 1 的 右边 
例如 ， 
01 100 7 
dO 0 0 ] 0 x 
0 0 0 | 4 
00 000 0 0] 
是 RREF，AE M, (FE) 的 行 施 式 是 非 零 的 ， 当 且 仪 当 它 的 RREF 是 单位 矩阵 
站 0 i 
| 


1— | . 1， 
J 
( 它 的 行列 式 是 1)， 沁 录 下 把 4 化 成 RREF 的 每 个 初等 变 措 对 A 的 行列 式 的 作用 ， 可 以 用 来 
计算 der A 的 值 . 
考虑 线性 方程 组 Ar 一 5， 其 中 4EM (FY 和 5EF 已 知 , 而 rEF 术 知 对 AA 和 5 施 以 
相同 的 初等 变换 、 解 集合 不 变 . 解 可 以 从 [4 和 的 RREF 看 出 来 ， 事 实 上 ，RREF 是 唯 的 ， 
并 且 两 个 方程 组 Ar 一 是 解 等 价 的 (有 相 问 的 解 集 台 ?.， 当 吕 得当 两 个 增 广 算 阵 [| pL 有 相同 的 
RRET， 
后 商 ， 将 讨论 RREF 在 求 征 阵 的 秩 和 道中 的 作用 . 
0.3,5 舟 法 性 质 行列 式 坪 数 最 关键 和 最 重要 的 性 质 是 . 它 是 可 相 乘 的 ; 关于 及，BE M,CF)， 
det AB = det A del B. 
用 初等 变换 把 A 和 8B 都 行 简化 就 可 以 证 明 这 个 等 式 . 
0.3,6 行列 式 的 函数 特征 ”把 行列 式 分 别 看 成 竹 行 (或 列 ) 的 函数 ， 而 让 其 余 各 行 (或 列 ) 不 
宏 ， 那 么 它 是 该 行 (或 列 ) 各 元 的 线性 函数 ， 从 Laplace 展开 式 来 看 ， 这 是 很 册 虹 的 ， 因 为 一 个 
纵 定 的 元 的 系数 正好 是 它 的 上 余子 式 ， 而 余子 式 是 固定 不 变 的 ， 如 果 一 个 函数 依次 对 其 各 变 元 
的 一 个 给 定 划 分 中 的 每 一 组 变 元 都 是 线性 的 ， 就 称 这 个 陋 数 是 多 重 线性 的 ， 这 是 相当 广泛 的 一 
类 函数 ， 例 如 ， 范 数 Fr ，zr)= 一 ay 甘于 划分 {x ，fz 1 是 多 重 线性 的 .又 如 ， 行列 式 作为 
什 阵 的 各 元 的 函数 ， 它 对 相应 十 各 行 (或 列 ) 的 划分 晤 多 重 线性 的 ， 
大 们 自然 要 问 ， 是 否 迄 今 所 提 到 的 行列 式 的 性 何 一 组 性 质 都 把 它 描述 成 AE M, 的 个 无 
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站 五 “的 -个 纯 量 值 两 数 ， 行 列 式 是 唯 满足 下 州 条 件 的 随 数 :MtF)-*F， 
ta) 多 重 线性 的 ; 
(ph) 交错 的 ， 第 一 种 初等 变换 使 结果 乘 以 一 1 
(ce) 规范 的 : FD 一 1。 基 中 TE M,(T) 是 单位 捧 阵 ， 
和 和 夫 丽 数 ( 这 是 另 一 类 广义 征 隆 蚁 数 ) 刀 是 多 重 线性 的 和 规范 的 、 但 它 不 是 交错 的 . 


0.4 秩 
生 阵 AE MOP) 的 秩 是 -个 与 它 相关 联 的 非 员 整数 ， 记 作 rank A， 


09.4.1 定义 ”如果 AEM., (Fy， 服 么 ，rank 全 是 全 的 列 向 量 组 由 极 大 线性 无 关 组 的 向 量 个 
数 ， 这 个 列 向 量 组 当然 不 是 唯 的， 但 这 个 集合 的 基数 (无 素 个 数 ) 是 唯一 的 ， 什 得 注意 的 是 ， 
rank A! 一 rank A， 国 此 ， 等 价 地 ， 秩 可 以 用 线性 无 关 行 来 定义 ， 这 通常 简 述 为 " 行 秩 二 列 秩 ” 


0, 4,2 秩 与 线性 方程 组 ”线性 方程 组 Ax 一 pC0,3,4) 可 能 有 0 个 、! 个 或 无 限 多 个 解 ， 但 这些 只 
是 可 能 性 ， 如 果 方 程 组 至 少 有 -个 解 ， 我 们 就 称 它 电 相 容 的 ， 线 性 方程 组 是 相 容 的 ， 当 且 仪 当 
rank| A 二 rank 4。X(0 十 1 第 阵 [40 称 为 增 广 征 阵 。 并 用， 说 增 广 孝 阵 与 系数 矩阵 和 有 
相同 的 秋 就 是 说 是 A 的 各 列 的 线性 组 台 .， 这 峙 ， 把 总 添 遇 到 A 的 列 中 不 会 增加 秩 ， 线 人 性 方 
程 组 47 一 六 的 -个 解 是 这 样 .-- 个 向 量 x， 使 得 4 是 以 其 分 量 为 系数 的 ，A 的 各 列 的 线性 组 合 ， 


4.4.3 RREF 和 秩 初等 变换 不 改变 年 阵 的 秩 . 内 而 ， 4 的 秩 与 4 的 RREF 的 秩 相 同 . 它 恰好 
是 RREF 中 非 零 行 的 个 数 ， 用 RREF 计算 秩 受 病态 的 影响 ， 在 中 间 的 数值 计算 中 ， 售 人 误 益 
可 能 使 RREF 的 零 行 出 现 非 震 示 ， 因 而 影响 秩 的 识别 ， 


0. 十 4 穆 的 特征 以 下 关于 时 个 韦 阵 AE MM., LF) 的 符 个 命题 都 是 相互 等 价 的 ， 每 个 命题 可 能 
-12] 在 不 同 的 鞋 下 文中 用 到 . 

【ay rank A=k: 

thy 六 有 太行 组 成 的 一 个 线性 无 闫 组 ， 而 多 环行 就 线性 相关 ; 

te) 入 有 天 列 组 成 的 -- 个 线性 无 关 组 ， 调 多 于 天 列 就 线性 相关 

(d) 态 有 一 个 其 行列 式 不 为 零 的 kx 子叶 阵 ， 仙 A 的 所 有 (2 1 站)X( 人 二 1 子 征 阵 的 行列 
式 为 0; 

(0) 4 的 信 域 的 维 数 是 站 ; 

(fy》 有 个 们 又 不 多 于 二 个 线性 无 关 癌 星 开 组 成 的 集合 ， 使 线性 方 穆 组 Ax 一 5 是 相 容 的 ; 

(8 一 NA 的 零 空 间 的 维 数 )， 
0,4.5 关于 秩 的 不 等 式 ”涉及 秩 的 不 等 式 有 以 下 儿 个 . 

(a) 对 于 AEM,., (FD), rank ASmin{m, nj}. 

(b) 从 一 个 盾 阵 中 划 去 若干 行 和 (或 ) 列 后 ， 所 得 到 于 矩阵 的 秩 不 大于 原 矩 阵 的 我. 

(c) 如 果 AEMiA(F)，BE Mi,(F)， 那 么 (rank 4 十 rank B) 一 kK 所 rank AB<min{rank A, 
rank B}. 

(d) 如 果 有 及 ，BE M,CF)， 那 妈 rank (AA 十 BY 之 rank A 十 rank B. 稍微 复杂 … 点 的 旦 
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Frobenius 的 一 个 不 等 式 ， 
(e) 如 果 和 EM (F)，BE M,CF)，CEM,,(F)， 那 么 
rank AB -+ rank PC < rank B+ rank ABC., 
由 此 可 推出 男 一些 不 等 式 , 
0.4.6 关于 秩 的 等 式 
Ca) 如 果 AE RM (CY， 那么 rank A' 二 rank A'=rank A=rank A. 
(Cb) 如果 AEM,CF) 和 CE MCE) 是 非 奇 异 的 ，H BE Mi.,( 了 .那么 rank AB 二 rank B= 
rank BC=rank ABC; 即 左 蔽 或 右 狗 以 一 个 韭 奇 异 算 阵 ， 其 秩 不 变 . 
Ce) 如 果 A，BEWM ,CEF)， 那 么 ，rank A 一 rank 日 ， 当 目 仅 当 存在 非 奇异 年 阵 XE MF) 
和 YE M,(F)， 使 得 B 二 XAY. 
(d) 如 时 AEM,.(C}， 那 从 rank A' AA=rank A., 
Ce) 如 果 四 EM,.,(F} 有 牧 记 ， 那 么 
A=XBY, 
其 中 针 E MCFD),， YEMit 外 和 BE MtF} 是 非 奇 异 的 ， 特别 地 ， 秩 为 1 的 矩阵 4 总 可 以 写 
成 形式 A 二 xy'， 其 中 EF"，yEF" 是 某 两 个 向 量 ， 


0.5 非 奇异 性 


如 果 一 个 线性 变换 或 矩阵 只 对 输入 0 才 产 生 输 出 0， 就 称 它 是 非 厅 异 的 .否则 就 称 它 是 奇 
并 的 ， 如 果 AE MtF)， 且 rn， 则 A 一 定 基 奇异 的 设 4EM.CF ， 如 果 存 在 矩阵 AGE 
MCFY( 称 为 A 的 逆 ) 使 得 为 "4 二 J， 就 称 4 是 可 逆 的 ， 等 价 地 ， 如 果 线 性 变 挽 记忆 1 1 的 ， 
用 它 的 遂 变 换 ( 它 也 是 线性 变换 ) 存 在 ， 就 称 A 是 可 道 的 ， 如 果 AEM,， 月 A-'A=J， 则 
44 =) 只 昌 4 存在 ， 它 就 是 唯一 的 . 

可 用 多 和 不 朵 的 方法 来 判别 AE M,(E) 是否 非 奇异 ， 这 是 很 有 用 的 如果 4EMCEI， 以 
下 各 命题 等 价 

(a) 上 是非 奇 异 的 : 

(by A “存在 ; 

te) rank 4 一 Hi 

Cd 4 的 各 行 钱 性 无 英 : 

(e) A 的 各 列 线性 无 关 ; 

(f) det A¥0; 

Cg) 在 的 值 域 的 维 数 为 n; 

(hh A 的 零 空 间 的 维 数 为 0，; 

(1) 对 每 个 bEF*，Ax=b 是 相 容 的 ; 

{j) 如 果 Azx 二 8 是 相 容 的 ， 那么 解 是 唯一 的 ; 

(k) 对 每 个 EF ，Ax=5 是 唯一 和 解 ; 

(D Ax 二 0 的 唯一 解 是 x=0; 


5 


了 第 0 量 


(mo 不 是 和 的 特征 值 ( 见 第 1 章 ). 
1 邮 ,(E) 中 的 非 奇 异 矩 阵 构成 一 个 群 ， 称 为 一 般 线性 群 ， 常 记 作 GL(n，)， 


0.6 普通 内 积 


我 们 约定 ， 把 产 的 元 素 看 作 列 向 量 [ 即 本 一 ME Jj， 于 是 ， 如 果 xEC. 则 x 种 了 是 
行 向 基 ， 注 意 ， 如 果 .rER ， 则 一 
.6.1 定 必 纯 量 ,7 是 xz 和 >yEC' 的 内 积 ( 纯 量 积 )， 常 常 把 它 记 作 和 ，y) 址 y' 74， 还 可 以 
定义 不 同 于 这 个 内 积 的 各 种 内 积 ， 所 以 又 把 这 个 内 积 叫 做 向 量 空间 C* 上 的 普通 内 积 或 标准 内 
积 ， 应 该 指出 '。，:，“， 对 第 一 个 变 元 是 线性 的 (faz 十 Bx， 二 gt21， 全 十 Razs， 3 对 所 有 w， 
PEC 和， maEC 成 六 }， 而 对 第 二 个 襟 彗 是 共 鸯 线性 的 (x oy By 一 agri 十 
XV 对 所 有 a， BE 人 和 yy EC 成 立 )， 


0.6.2 正 变 性 ”两 个 向 量 x，yEC" 称 为 正 交 ， 尾 指 :y，x} 一 0， 在 二 维和 二 维 情形 ， 通 常 把 
正 变 儿 柯 解释 为 生 直 ， 如 果 向 基 组 fo ，…， oo 亿 CY 中 特 两 个 血 量 都 正 变 ， 就 称 它 为 正 
交 组 ， 如 果 -个 止 芝 向 景 组 中 没有 一 个 是 堆 向 是， 那么 它 一 定 线性 无 关 ， 
0.6.3 Canehy-Schwarz 不 等 式 ”如果 ?EC ， 非 负 纯 量 (r ，r 是 工 的 Enelid 长 度 ，Enclid 长 
度 为 1 的 向 量 叫 做 正规 化 识 量 (不单 位 向 量 }， 对 丁 任意 一 个 韭 零 问 量 EEC， 是 与 
7 了 同 向 的 正规 化 同 量 ， 基 本 的 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 是 说 ， 

| yer) Ia rr (yr) 
对 所 有 xz，wEtC" 成 立 ; 关中 等 号 才 成 立 ， 扫 用 仅 半 工 和 线性 机 关 ， 扒 / 正 交 概念 ， 册 个 非 
零 问 最 r+，yEC" 之 间 的 夹 角 可 明确 地 由 公式 


| (yx) | 


[Ns re 
{TT yp 


0 扫 9 过 攻 

来 定义 . 

0.6.4 Gram-Schmidt 标准 正 交 化 “个 线性 无 关 问 量 组 ( 它 组 成 它 的 张 成 空间 的 一 个 基 ) 1 以 
用 同 空间 的 -个 标准 正 交 (两 丙 正 交 的 ,各自 止 规 化 的 ) 基 来 代 百 ,直观 上 看 ， 这 可 能 是 合理 
的 。 虽然 这 种 楚 代 原则 上 可 以 由 无 穷 多 种 方式 来 实现 ， 但 是 ， 在 进行 这 种 替代 时 。 有 . -种 非常 
简便 的 、 行 之 有 效 的 算法 ， 称 之 为 uram-Schmidt( 标 准 正 交 化 ) 过 程 ， 设 +1 ，…，.z, 是 一 个 复 
向 景 室 间 的 有 个 线性 无 关 向 是 的 集合 .fa ，…，>, ! 是 要 确定 的 正规 化 向 是 的 正 交 组 ， 可 以 依 
次 如 下 计算 >， 设 mW =， 并 取 


本 
| Cw ey 

使 得 > 是 正规 化 的 ， 设 vw 二 41， 全 x? 全 得 wv 与 < 正 交 ， 然后 取 
> 一 Ho 


Cy ry ?ls 


使 得 x 是 正规 化 的 且 与 xz; 止 变 ， 类 侯 地 ， 将 工 述 过 程 继 续 下 去， 假设 x，…，zs_; 已 被 
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确定 ， 设 
ME XE {XE [| ?| 一 Cx 了 站 AE 4 窑 ] } gl [ 
使 得 Hy 与 Tl 1 正 变 ， 然后 止 规 化 JR 便 得 到 
J 


B49 


Cpe 
继续 敌 下 去 ， 直 到 得 到 所 要 求 的 标准 正 交 疝 展 = ，…-，z,， 注 意 ， 利 用 上 述 方法 .一 个 无 限 的 
标准 正 交 组 能 够 由 无 限 维 向 量 空间 中 的 一 个 无 限 可 数 线性 无 闫 组 得 到 
在 Gram-Schmidt 过 程 的 每 一 步 中 ， 标 准 正 交 间 量 mx ，…，z 仅仅 是 原 无 关 向 量 x ，…， 
2 的 线性 组 会 (反之 亦 然 )。， 如 果 j 记 2 一 [zi 和 于 一 [zz ez 分 别 为 以 向 量 = 和 ,为 
刻 的 矩阵 ， 那 么 3 一 XR， 其 中 ,矩阵 民 =[r] 旦 非 奇 看 上 一 角 托 阵 ;， 凤 ， 当 i>j 时 ,7, 二 0， 
最 后 ， 我 们 指出 ，Gramr-sehmidt 过 程 生 以 应 用 于 任 一 有 限 的 或 可 数 的 向 虹 序 州 ( 椒 一 定 是 
线性 无 关 的 )， 如 果 该 集合 不 线性 无 关 ， 那 么 ， 对 于 使 1r ，*…，xs} 为 线性 相关 组 的 最 小 六 值 ， 
将 得 到 向 量 3 二 0， 这 时 ，x, 是 ri，……， 1 的 线性 组 全 ， 用 mm 代替 x,， 并 继续 Gramr 
Schmidt 过 程 僵 可 回答 这 样 -- 个 问题 ， 什 么 是 {1.r; ，…，z,} 的 张 成 空间 的 基 或 维 数 ? 


0.6.5 标准 正 交 基 个 标准 正 交 向 量 组 就 是 这 样 的 正 交 向 量 组 ， 它 的 第 - -个 向 量 都 是 正规 化 
的 ， 这 个 向 量 组 不 可 能 包 售 向 量 0， 并 且 一 定 线性 无 关 ， 一 个 标准 正 交 基 是 由 标准 正 交 向 量 组 成 
的 基 ， 国 为 任 :个 基 可 (经 (CiranrSchrmidt) 化 成 标准 正 交 基 、 所 以 ， 任 一 有 限 维 复 向 量 空间 有 -个 
标准 正 迹 着， 因为 在 计算 内 各 时 . 公 丸 项 都 灾 为 零 ， 所 以 与 这 样 的 基 打 交道 是 很 合意 的 ， 
0.6.6 正 交 补 给 定 任 意 子 集 SCC*，S 的 正 交 补 是 集合 

5: 三 {1 ECir'y 二 0, 灶 所 有 vy € 5S}. 
即使 S 不 是 子 空间 .5 ' 也 总 是 子 空间 .我 们 在 (S-): = Span S$， 并 且 ， 当 S 基 子 罕 间 时 ， 
(5S-)1 二 $， 这 时 ， dim 5- 十 dim(5-)+ 二 xn， 在 美 于 线性 方程 组 Ax= 上 的 报 述 中 (其 中 AE 
Mo)， 应 注意 的 是 A 的 值 域 士 好 是 有 由 "的 零 空 间 的 正 交 补 ， 即 Ar 一 六 有 解 ( 不 必 唯 -)， 当 
旦 促 当 六 z= 二 0 对 所 有 使 A' 2 二 0 的 zEC" 成 立 . 


0.7 分 块 矩阵 


类 似 于 集合 的 划分 ， 一 个 惩 阵 的 分 块 是 把 该 纸 阵 完全 地 分 成 一 些 半 不 相交 的 子 矩 阵 . 使 得 
原 息 阵 的 每 一 个 匹 落 到 中 只 落 到 一 个 分 睦 子 矩阵 中 ， 为 识别 一 些 有 用 的 结构 ,和气 阵 分 块 往往 是 
-个 方便 的 方法 ， 


0.7.1 子 建 了 泗 设 AEM., (FE)， 对 于 指标 集 a 守 全 ,和 8 刁 {1，…，n}， 拒 A 中 位 于 
标号 a 的 诸 行 和 标 革 为 8 的 诸 列 的 { 子 ) 第 阵 记 作 Ata，, 及， 例如 

r 2 3 
4 5 6 
L7 8 9 
如 果 mm 一 n 且 放 =a。、 了 征 阵 ACo，a) 称 为 A 的 主子 下 阵 . 简 记 为 A(a)， 涪 明 一 个 子 夭 阵 或 一 
个 主 了 年 阵 是 经 划 去 那些 行 或 列 得 来 的 ， 常 常 要 比 说 它们 包括 那些 行 或 列 衰 方便 些 ， 这 可 以 通 


] 2 3 
13), (01230 =| | 
7 8 9 
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过 补 侈 指标 集 来 完成 ， 例 如 ，Ata ，8 ) 是 划 去 标号 为 e 的 诸 行 与 标号 为 8 的 诸 列 后 的 结果 ， 

和 矩阵 的 半 方 阵 的 行列 式 称 为 A 的 一 个 子 式 ， 如 果子 矩阵 是 一 个 主子 矩阵 ， 那 么 其 子 式 
称 为 主子 式 ， 那 些 出 现在 Laplace 展开 式 (0. 3. 1) 中 的 带 正 负 号 的 对 式 [( 一 1)' det A, ] 称 为 及 
的 代数 余子 式 ， 约 定 ， 空 主子 式 是 1， 即 det A( 和 ) 一 1. 


0.7. 2 分 块 与 到 法 ”如果 a ，…， a 组 成 全 ，m} 的 一 个 划分 ， 而 声 ，…，B: 组 成 们 ，…， 
的 -个 划分 ， 那么 诸 和 矩阵 Atat 户 )，1 委 i 委 6 1 守 j) 安 5， 构成 AE ME 的 一 个 分 块 ， 如 
果 AEMant 耻 利 BE Ms(F) 已 经 分 块 ， 且 使 {1，…，7} 的 两 个 划分 重合 ， 那么 就 说 这 两 个 姑 
阵 分 块 是 共 形 的 ， 这 时 ， 


5 
[AB](e ,= OAC, AIBA ,Y,). 
* 1 


其 中 Afa,， 启 J 和 BCB，%) 是 态 和 B 的 共 形 分 块 ， 等 式 左边 是 ， 恢 积 AB 的 一 个 子 第 阵 ( 按 遂 
常 方 式 计算 )， 而 右边 的 每 一 个 被 加 项 是 一 个 标准 的 拢 阵 乘 积 ， 因 此 ， 共 形 的 分 块 和 矩阵 的 菲 法 
与 通常 的 矩阵 乘法 相仿 ， 当 各 被 加 项 有 相 抽 的 分 块 时 ， 分 块 矩 阵 的 加 法 也 是 有 意义 的 ， 


0.7.3 分 块 矩阵 的 逆 ” 求 出 非 奇 异 分 块 矩阵 4 的 逆 的 相应 子 块 ， 旭 用 相应 的 分 抉 撒 式 给 出 分 
块 矩 阵 芍 道 ， 有 时 很 有 用 ， 可 以 采用 各 种 不 同 的 ,但 徐 此 等 价 的 方式 来 求 分 块 矩 阵 的 道 一 一 假 
乍 上 EM.(B) 的 某 些 子 答 阵 及 4 :也 是 非 瘟 措 的 .为 简单 起 兄 ， 设 各 是 如 下 的 分 抉 


加 [人 A ] 
A Az 
其 中 ，A, EM, (FY ,i=1,， 2 月 十 ms 一 nx 美 于 A 1! 的 相应 分 块 形式 有 一 个 有 用 的 表示 式 
en 一 An Az A A [LAs Ant A — Ass] | ] 
[4 AAA 一 AAA [4 - A AL J 


其 中 ,假定 所 有 有 关 的 道 存在 ， 或者， 用 一 般 的 指标 集 记 导 ， 可 以 记 
和 的 一 [Co 一 由 (ee Ate) Ala’ a) ', 
以 及 
ao 一 Atae [Aa Ao) Alaa) — Ata)]!, 
仍 假定 有 关 的 逆 存 在 ， 还 可 以 写 出 其 余 的 表示 式 ， 注 意 ，A-' (a) 是 有 A 的 子 矩 阵 ， 而 上 (ea) 
是 A 的 一 个 子 和 矩阵 的 遂 ， 并 且 这 两 个 算 阵 一 般 不 相同 


0.7,4 小 秩 修正 矩阵 的 议 ” 如 果 已 知 某 个 矩阵 的 道 ， 了 解 该 矩 阵 再 加 上 -- 个 “小 * 秩 答 隆 时 ， 基 
递 如 何 变化 ， 这 同样 是 一 个 有 意义 的 问题 ， 有 这 样 的 简便 公 上 ,只 要 修正 短 阵 的 形式 足够 简 
单 ， 就 可 以 使 新 逆 的 计算 比 从 头 并 始 计算 费 简 便 ， 设 非 麻 蜡 第 阵 4E M,CE) 的 道 4- 已 知 ， 
考虑 
B= A XRY, 
其 中 , 天 是 axXr 答 阵 ， 而 及 是 *Xr 非 奇异 矩阵 .如 果 号 屁 非 奇异 的 ， 那 么 
Bli=A™: -AIXR!'+YA XX) YA 
如 果 上 比 半 小 得 铬 ， 那 么 求 尽 和民- 让 YA X 的 逆 可 能 要 比 求 B 的 道 更 为 容易 ， 并 匡 ， 如 果 
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和 站 是 容易 求 送 的 ， 晶 有 使 乘法 简化 的 形式 那么， 采 册 这 个 公式 可 能 览胜 过 直接 求 呈 的 道 . 
例如 ， 如 昌 收 正 第 阵 有 就 1， 六 居 aX1 的 ,了 是 IXn 的 ， 且 民 =f1|]， 上 述 公 式 就 空城 


| YA 1， 
1B =A 区 XYA 


.ll 
1 + YA 

{注意 ， 此 时 关 Y 一 B- 一 六 )， 特 基地 ， 如 时 

B={Ilry! 


对 于 了 了 、3E 本 TERM CE) 成 立 ， 那 么 ， 只 要 y ?+ 关 一 1， 就 有 


0.8 行列 式 { 续 ) 


基于 行列 式 的 一 些 补充 材料 和 恒等式 对 于 某 些 论题 的 阐述 很 有 用 。 其 中 大 部 分 内 容 在 基础 
线性 代数 中 不 易 找到 . 
0.8. 1 槛 合 矩 阵 设 郑 阵 4E M,CF)， 共 菜 个 阶 数 的 所 有 子 式 组 成 的 阵 询 称 为 A 的 复合 和 
隆 ， 特 别 地 ， 它 的 a. 8 元 为 det Afa, 馈 的 {2X (2) 短 阵 叫做 A 的 第 志 次 复合 给 阵 ， 记 从 


人 (4)， 这 里 ，e 二 11 ……， 半 | 和 有 三 和 ，…，5 都 基 基 数 为 kmintm 的 指标 集 ， 按 道 
党 的 酝 典 式 次 序 排列 ， 即 外，2，4: 排 在 {1，2，5; 之 前 ，{] ，2，5) 排 在 {1 ，3，4! 之 前 ， 等 
等 ， 人 同姓 ， 如 时 


9 
则 
「 1 和 1 3 12 3 
uct det | 如 et i 
4 5 [4 6 ‘5 6 
[一 3 一 6 一 
下 Tl 3 2 3] 
C(tA) = |det det det| = 12 一 引 |. 
7 8 i7 9 8 9 | 
一 3 一 6 一 3 
[4 3] 1 | 四 6 
i del del del 
L7 8 7 9 8 9 


如果 -EMCF) 旧居 各 于、 那么 
(fn 
努 外 .还 有 
CA A EF. 
TE MWMCD=IEM.,. 
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若 4E M, 蚌 非 疝 异 的 , 则 CA = GCA). 

车 AE MtF), 则 CCAD) = OCA)T, 
此 

车 AEMistC, 则 CA")=C(A).， 
0.8.2 经 典 伴 随和 逆 ” 如果 入 EM,(F)， 由 诸 代 数 余子 式 
b, = (— det AG)’, {7}') 
组 成 的 转 置 第 阵 BB=[5, ]E M,(F} 称 为 A 的 {经典 ) 伴 随 ， 常 记 作 adj 态 ， 有 时 州 转 置 尾随 来 代 
蔡 伴 随 ， 以 免 与 Hermite 伴随 A* 相 泥 清 ， 注 意 ， 
adj A = EC, AYEY, 


其 中 


0 士 1 
用 Laplaee 展开 式 计 算 行列 式 的 公式 说 明 . 

(adj ADA 一 由 (adj i) = Cdet ADL. 

[20] 因而 ， 划 果 生 是 非 奇 异 的 (det A 隆 0)， 那 么 
A 
二 et A 
一 般 说 米 ， 几 伴随 来 数值 计算 矩阵 的 道 不 是 可 慑 的 方法 ， 但 是 伴随 对 王 给 出 逆 的 解析 表达 式 是 

有 用 的 . 


adj A. 


原 韦 给 出 的 这 个 关系 式 是 错误 的 (但 书 中 袜 未 用 到 这 个 关系 式 )，ad 4 与 和 AI) 应 是 如 下 关系 ， 
adj = A = 4 0 为 偶数 ) 
adj 六 二 747 二 7 {tn 为 奇数 )， 
其 中 半 阶 方 阵 Jo 和 万 分 别 为 ， 
_ | _ 


OD 


] LF1 J 


J 


[Lt 
详 风纪 交 : 林 趾 复 等 ， 复 台 害 阵 与 伴随 年 阵 的 其 系 故 应 用 ， 下 科 数 学 、19 的 ，6，156-178. ”一 详 者 六 


意 习 及 其 他 了 


0.8.3 Cramer 法 则 ” 当 AEM,( 非 奇 蕴 时，Cramer 法 则 是 求 线性 方程 组 Ar 一 二 瞧 一 通 的 一 种 

方法 ， 它 和 道 的 伴随 肯 示 有 相同 的 计算 手续 ， 一 般 ， 只 有 在 需要 解析 地 给 出 能 向 量 的 个 别 解析 分 

昌 时 ， 这 种 方法 才 有 用 ， 如 果 二 是 解 向 量 rEE 的 第 7 个 分 基 ， 那么 ，Cramer 法 则 可 述 为 公式 
det (A= 十 ) 


7 一 -一 一 一 一 一 


记 导 A 表示 2M, 中 第 ， 久 是 如 ， 其 余 各 列 与 的 对 庶 列 相同 的 移 阵 ，Cramer 祛 则 可 直接 让 行 
列 式 的 乘法 性 质 扒 出， 把 方程 组 A = 收 写成 
7 上 (Terry 一 各 < 
然后 两 壹 取 行 列 武 { 利 用 乘法 性 质 } 可 得 
(del Ajdel (tT 2- 7) = del (A a 6), 

而 det C2) 一， 内 而 公式 得 证 . 
0.8.4 道 的 子 式 ” 推 广 非 奇 异 抢 上阵 的 道 的 伴随 会 式 ， 有 如 下 重要 公式 ， 

det A ta Bg) — (DD SE dt A en), 


det A 
它 把 A 的 诸 子 式 与 AAEM(F) 的 诸 子 式 腾 系 起 来 ， 对 丁 主子 阵 ， 这 个 公式 有 简单 的 形式 
1 det Ata) 
dct 有 fa C= et 让 + 


0.8.5 Schuor 梓 和 行 柬 式 公式 ”对 于 给 定 的 算 阵 AEMCF)， 设 a 和 全， 是 使 ACa) 非 奇异 
的 指标 集 ， 记 六 (qo} 的 道 为 有 (a) ,用 a 和 相 a 对 妃 作 2X2 分 所 ， 据 此 ， 关 于 det A 的 重 些 公式 是 
det A det A df A )— Ala' ,aAla) Alasa')]. 
注意 ， 这 个 公式 挫 ) 了 (0. 3. 1) 中 的 关于 2X2 俱 阵 行列 起 的 普通 公式 ， 称 特殊 村 阵 

Ata I — Ata sa)Ale) ACen') 


[7 | 村 以 | A 
A os I 


然后 把 4: 和 4(o) 等 同 起 来 ， 就 可 验证 detA 和 Sehur 补 公 式 成 立 ， 注 意 ，Sehur 补 已 在 4 一: 的 
分 块 中 出 现 过 [ 见 40. 7. 37]. 
人 8.1 Sylvester 恒等式 ” 设 a 导 11，…，n} 是 同 定 的 指标 集 ， 设 B=[5, 1€ Ms 由 

b, = det Acwe {ila (ji0) 
所 定义 ,其 中 点 是 a 的 基数 ，i， JE1L，…， 1 是 不 包含 芷 a 中 的 指标 ，AE iM(F)， 男 个 
有 用 的 行列 式 伍 等 式 是 


为 六 的 Schur 补 ， 和 将 


det BO- [det Alw) "ldet A 


0.8.7 Canchy-Binet 公式 ”这 个 有 用 的 公式 是 可 以 想起 来 的 ， 这 是 因为 它 看 上 去 与 官 阵 的 乘法 公 
式 相 类 似 ， 它 等 价 于 复合 和 矩阵 的 乘法 性 质 ( 见 0.8.1)， 所 以 这 不 是 偶然 的 巧合 ， 设 AE Ms (F)， 
BEMAPDD 和 C=AB， 再 设 1 所 rr 之 min{m， ja 瑟瑟 和 8E1，…， 叶 都 县 基 
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数 为 + 的 指标 集 ， 闫 于 人 C 的 a， 8 子 式 的 表示 式 是 
det C{a,By 一 del Atasy) det BCY,A, 
其 中 各 式 取 遍 莫 数 为 r 的 所 有 指标 集 yc 


0.8.8 子 式 间 的 关系 已 知 太 EM (F)， 给 定 基数 为 的 同 定 指标 集 a 生 11，"，m}， 当 
中 人 11，…，2 取 各 基数 为 上 的 有 序 指标 集 时 ， 诸 子 式 

det Alrsw) 
不 是 代数 无 类 的 、 内 为 在 各 于 矩阵 中 庄子 式 多 于 诸 子 给 阵 中 的 各 不 相 同 的 元 ， 在 这 些 学 式 当 
中 .二 次 关系 是 知道 的 设 站 训 ，E1l， 1) 是 上 个 互 异 的 指标 ， 木 : 定 皮 自然 顺 
序 ， 艾 设 

i} 
表示 这 样 “个 定 阵 ， 它 的 各 行 用 = 标号 .而 亡 的 第 了 列 尾 Ate， it. …，1) 的 六 列 ， 这 与 前 
述 记 号 的 差别 是 ， 列 可 以 不 按 自然 顺序 ， 如 存 AC1，3}; 4，2) 中 ， 它 的 第 工 列 有 4 中 的 1， 
4 匹 和 3，4 元 ， 于 是 有 关系 式 


det ACasa si det ACasyy sf) 


= Pdet Ad 


它 对 于 每 个 ,二 1，…， “全 表征 的 国有 序列 
ill, sit 人 .+ on 和 .7 二 nn} 
成 立 . 


0.9 和 手 阵 的 特殊 形式 


经 常会 通 到 某 些 特 丈 形 式 的 年 阵 ， 这 些 算 阵 县 有 特殊 的 性质 ， 为 了 参阅 . 其 中 有 些 垂 阵 值 
得 在 这 里 介绍 ， 并 给 出 其 名 称 ， 


0.9, 1 对 角 矩阵 如果 撼 阵 一 [La ]E 邮 .在 7 尖 : 时 ， 有 心 一 0， 就 称 万 为 对 角 拭 阵 ， 平 党 ， 
把 这 个 年 阵 记 作 DD=diag(d，…，d) 或 了 一 diag d， 其 中 己基 上 DD 的 对 角 元 组 成 的 向 量 ， 如 
果 个 对 角球 阵 的 所 有 对 角 元 都 是 止 ( 非 抽 ) 实 数 ， 就 称 它 为 止 ( 非 负 ) 对 角 抵 阵 ， 注 意 . 术语 正 
对 角 定 阵 指 的 是 ， 惩 阵 起 对 角形 的 ， 且 有 有 正 对 角 元 ; 它 不 是 指 那 种 所 有 对 角 元 碰 占 都 是 正 数 的 
一 般 短 阵 ， 单 位 定 阵 是 止 对 角 垂 阵 的 一 个 例子 ， 如 果 对 角 引 隆 局 的 请 对 角 元 都 相等， 就 称 站 
为 生 量 短 阵 ; 即 对 其 wEC 有 D=aj， “个 矩阵 左 乘 或 而 乘 以 -个 纯 且 拓 阵 ， 与 用 相应 的 纯 鞭 
乘 这 个 矩阵 的 作用 相同 , 


个 对 角 拓 阵 的 行列 起 正好 是 它 的 濡 对 角 匹 之 乘 册 ;det D 一 |] d。 ， 网 面 ， 个 对 角 敌 


阵 基 非 奇异 的 ， 当 且 仅 当 它 的 所 有 对 角 元 是 利 零 的 ，4E M, 去 乘 以 对 角 阵 ， 即 DA， 就 是 用 
中 的 诸 对 前 元 乘 4 的 从 行 (4 的 第 i 行 著 以 di 一 ] ,2 ny 而 老 乘 以 万 ， 即 AD， 就 是 
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用 吕 的 诸 对 角 元 乘 4 的 各 列 ， 因 此 ， 所 有 对 角 答 阵 关 于 乘法 相互 允 换 ， 并 且 ， 个 对 角 和 矩阵 [23] 


与 某 个 矩阵 A=[a, jE M 可 交换 ， 当 上 且 仪 当 在 D 的 第 i 个 对 角 元 与 第 j 个 对 角 元 不 相同 时 ， 
有 ,二 9， 两 个 对 和 角 和 矩阵 的 乘积 也 十 对 角 短 阵 ， 其 对 角 元 正好 是 它们 相应 的 对 角 元 的 两 两 乘 
积 ， 类 似 地 ， 可 以 规定 一 个 对 第 短 阵 的 下 整数 虎 . 


0.9.2 分 块 对 角 和 矩阵 ”具有 形式 
A 0 1] 


的 矩阵 AE IM, 称 为 分 鼎 对 角 和 矩 隆 ， 其 中 ，A, EM ,i 二 1，2,， 包月 访 in 一 #， 形式 上 ， 


这 个 径 阵 常常 用 A 二 A 国 An 田 … 四 An 来 表示 , 或 简 记 作 四 》 4，， 称 这 个 矩阵 为 Au ， 
4 ，…，Au 的 直 和 ， 从 分 块 矩阵 的 乘法 来 考虑 ， 分 块 对 角 剑 阵 的 许多 性 质 锥 广 了 对 角 矩 阵 的 
性 质 ， 例 如 , de 四 > 4, ) = [] det A ， 央 而 ,A= 外 > 4. 是 非 奇 异 的 ， 当 目 仅 当 每 个 4, 是 


£ k 
非 奇 虱 的 ，i 一 1，2，…， 有 另外 ， 直 和 有 A= 四 > 人 与 有 = 四 > 且 可 交换 ， 其 中 A,， 甩 ,是 同 


阶 的 ， 当 上 且 仅 当 如 与 色 可 诡 换 ，i 二 1，2，…， 有 还 有 , rank( 鳃 > 4 一 > rank 4 


0.9.3 三 角 和 矩阵 ”如果 矩阵 了 = 一 [EM ， 当 jc 时， 有 记 二 0， 就 称 代 为 上 三 肩 址 隆 ， 如 果 
当 j 所 i 时 ， 7, 一 0， 就 称 丁 是 严格 上 前 矩阵 ， 类 似 地 ， 丁 称 为 下 三 角 { 或 严格 下 三 角 ) 研 阵 ， 是 
者 它 的 转 置 是 上 沽 角 ( 或 严格 圭一 和解 ) 矩 阵 ， 与 对 第 匈 阵 类 似 ， 三 角 和 矩阵 的 行列 式 是 它 的 诸 对 第 
匹 之 匡 积 ， 三 角 卸 阵 ( 两 种 中 的 任 一 种 ) 不 一 定 与 另 一 种 一 角 矩 阵 叫 变换 ，4E M, 左 乘 以 下 一 
角 算 阵 上 [， 即 LA， 就 是 用 工 的 第 1 行 至 第 i 行 的 线性 组 会 代替 入 的 第 i 行 ， 在 述 及 二 角 和 矩阵 
时 ， 有 时 采用 术语 大 ( 代 蔡 上 ) 和 左 ( 代 蔡 下 ) 二 角 和 矩阵 .一 解 矩 阵 的 秩 圣 少 是 (也 可 能 大 于 ) 主 对 
角 线 上 非 零 元 的 个 数 . 


从 .9,4 分 块 三 角 短 阵 ”具有 形状 


A J 
的 矩阵 AE iM 称 为 分 块 .上 三 前 引 阵 ， 其 中 A EM, ,i 一 1 此， Ds 一 六 而 “* ”表示 人 慎 


普 块 邢 ， 分 块 下 三 角 婚 阵 ， 严 格 分 决 下 三 角 趣 阵 和 严格 分 央 上 三 = 角 短 陈 部 可 以 类 似 地 定义 分 
块 : 角 矩阵 的 行列 式 是 诸 对 角子 块 的 行列 式 之 积 ， 分 块 一 角 抢 阵 的 秩 至 少 是 (也 叮 能 大 于 ) 谱 对 
角子 块 的 秩 之 和 . 
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0.9,5 便 换 矩阵 ”如果 和 矩阵 PE IM, 在 它 的 每 一 行 和 每 一 列 正好 有 一 个 元 等 于 1， 而 其 余 所 有 的 
元 部 是 0， 就 称 已 为 置 护 息 阵 ， 乘 以 这 样 一 个 年 阵 的 效果 是 使 被 乘 矩 阵 的 行 或 列 互 换 ， 例 如 


rm 1 
P=|1 0 0e Wi 
Io 0 1 
昆 痢 搞 罕 阵 ， 而 
1 2 
oo 
3 3 
11 


是 向 其 ?| 的 行 (分 量 ) 的 巨 换 ， 即 它 把 第 -项 换 到 第 2 个 位 置 ， 把 第 2 项 换 到 第 1 个 位 置 ， 而 
3] 

让 第 3 项 保持 在 第 3 个 位 置 . - 般 好 ， 算 阵 AE& 邮 ， .无 乘 以 置换 年 阵 王 和 EM, 就 是 号 换 4 的 行 ， 
而 矩 阵 4E AM 去 乘 以 置换 矩阵 PE M, 就 是 互 换 A 的 列 ， 实 施 (0. 3, 3) 的 第 一 种 初等 变换 的 算 
阵 是 一 个 特殊 形式 的 置换 所 阵 ， 称 之 为 对 接 玫 降 . 
置换 第 阵 的 行列 式 是 士 1L 在 50. 3. 2) 的 公式 中 正好 有 :个 被 加 项 十 堆 ]， 因 而 置换 短 阵 一定 
是 非 奇异 的 .虽然 留 换 抵 阵 关于 乘法 一 般 是 不 安 换 的 ， 但 两 个 置换 矩阵 的 乘积 还 是 -个 置换 矩 
阵 ， 内 为 单 们 矩阵 是 一 个 痢 换 和 矩阵， 并 且 对 每 个 里 换 P， 有 PP 二 PP!， 所 以 ,置换 矩阵 构成 
M, 中 的 非 奇 朱 矩 阵 群 GLCn，C) 的 -个 子 群 ， 它 具有 有 限 基 数 x1.， 事实 上 , 什 一 田 换 矩阵 是 
一 些 对 换 第 阵 的 乘积 . 

因为 ， 如 果 置 换 和 矩阵 PE M 以 某 种 方式 和 换行 。 则 Pi 一 P :就 以 同一 方式 互 换 章 ， 所 以 ， 
变换 A 一 PAP" 以 相间 的 方式 互 换 AE MM, 的 行程 列 ， 这 个 空 换 相 当 于 重 排 诸 元 的 足 码 ， 如 果 
年 阵 4EJMd, 有 基 个 置换 年 阵 卫 使 得 PAP!' 屁 王 角 矩 阵 ， 就 称 和 为 本 性 三 角 答 阵 . 这 些 矩 阵 与 
三 角 知 阵 有 许多 共同 之 处 ， 


0.9.6 轮换 矩阵 具有 形状 


1 2 这 

a Ul di? Qu! 
A= |a, a dl dQ 3 

dy 人 3 " 人 全 1 


的 矩阵 称 为 轮 接 乱 阵 . 每 行 正 好 是 前 一 行 循环 -- 步 ， 使 得 每 一 行 各 元 刚好 昆 前 一 行 的 各 元 的 
一 个 循环 排列 ， 置换 年 阵 


0 1 Do 0 
0 1 : 
一 0 
0 1 

1 [EE Q 1 
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称 为 基本 轮 所 转 置 算 阵 矩阵 AEM, 可 以 写成 形式 


ml 


六 一 Saat 


下 = 上 


当 用 促 当 和 琵 轮 换 囊 阵 ， 这 里 个 二 1 二 (”， 而 系数 4a，4:，…，4a, 正好 是 A 的 第 工行 的 谱 元 ， 

困 为 这 个 表达 上 世 ， 轮 换 息 阵 共有 与 (相关 联 的 优美 结构 ， 又 因为 上台 一 T， 所 以 两 个 轮换 在 阵 的 

淫 可 还 是 -个 轮换 矩阵 ， 当 外 ， 轮 换 抵 阵 在 乘法 下 交换 ， 轮 换 抵 阵 有 几 种 排 广 ， 例 如 其 中 之 - [下 ) 
是 把 种 行 问 前 (或 向 布 ) 循 环 一 个 大 于 i 的 固定 步 数 . 


0.9.7 Toeplitz 矩阵 ”具有 形状 


[ae 如 | [Fe 机 [a 

Hl 如 总 1 en 1 

中- 妈 1 rn dn 2 
A 一 


Hr ,iu 娃 | 


六. Hn 
的 所 阵 4 三 [ojE M1 称 为 Toeplitz 拭 阵 ， 对 干菜 个 给 定 的 序 出 a ds ds 
CC 和 股 硕 ,二 a，,， 沿 着 平行 十 主 对 角 线 的 诸 对 崩 线 从 上 到 下 ，A 的 


各 元 联 常 值 ，Toeplitz 矩阵 
oi 0 | 0 0 
, :1 
B= 和 和 下 二 
1 | 
0 0 0 1 0| 


称 为 "后 向 位 移 * 短 隆 和 “前 向 位 称 " 定 阵 、 这 是 因 它 们 在 标准 基 {e,，e，…， wi} 的 诸 元 上 的 
作用 市 得 名 ， 和 矩阵 AEAT 可 以 写成 形式 


当 由 仅 当 和 A 是 Toeplitz 矩阵 ， 在 涉及 三 角 第 的 问题 中 ， 自 然 要 湖 到 Toplitz 矩阵 
0.9.8 Hankel 矩阵 具有 形状 


Hy Ul LF 人 如 
但 | 本 了 让 1 人 1] 
六 如 [FE UH 7 
[dr 1 an Hr nl 
La Hat! Hm 27 | 


的 矩阵 AE ,1 称 为 Hankel 年 阵 ， 对 于 某 个 给 定 的 序列 加 io， ，#go 1，dsw， 一 般 项 


21 种 口 章 


sr 一 sy 沿 着 与 主 对 角 线 简直 的 诸 对 钊 线 ，4 的 各 元 取 常 值 ， 在 涉及 得 抑 的 问题 中 ， 自 然 
要 负 到 Hankel 叫 阵 ， 注 意 ， 如 果 


0 | 
称 之 为 "后 向 单位 "置换 } 窍 阵 ， 那 么 ， 对 什 意 Toeplitz 第 阵 T，PT 是 Hankel 矩阵 ， 而 对 于 
任意 Hankel 矩阵 五 . 王 末 是 Toeplitz 人 拭 阵 ， 因 为 ，P 二 Pi 一 P71 和 Hankel 矩阵 是 对 称 的 ， 这 
表明 和 任 一 Toeplitz 矩阵 是 两 个 对 称 和 矩阵 cP 利 Hankel 矩阵 ) 的 乘积 , 


0.9.9 Hessenberg 矩阵 ”如 果 短 阵 丰 =[a, ]E IM 对 于 i2>j 十 1 有 ;一 0: 


Hl dl in 
Uz ds 
下 总 di 
0 
和 
上 0 0 0 人 om 1 Hn 


就 称 有 入 旺 上 Hessenberg 形状 ， 或 称 4 是 上 Hessenherg 矩阵 ， 如 果 A' 是 上 Hessenberg 矩阵 ， 
就 称 EM 为 下 Hessenberg 扼 隆 . 

0.9. 10 三 对 角 和 矩阵 ”如果 妹 阵 在 二 [a EM, 既是 上 ， 又 是 下 Hessenberg 矩阵 ， 就 称 之 为 二 
对 角 希 阵 ， 即 ,A 是 -对 朋 姑 阵 ， 是 指 当 |i--j | 人 1 时 , a, 二 0: 


Fal Hi 0 
| as za 2 
Hn a 
4 一 
| Wn lt 
| 0 Qari | 


才 归 纳 法 容易 计算 二 对 角 和 矩阵 的 行列 式 ， 注 意 
det 册 (11: 2 十 1)) 
二 Cnlrtdet 交付 一 aget AC{l ,er sk ~ 1}) 
二 2， :HH 一 1, 
0.9.11 矩阵 和 Lagrange 插值 法 Vandermonde 扰 阵 AE MM,(F) 是 具有 形状 
[i x a 


2 
l ra re 


A-|，，,，， , 《0. 9. 11, 1) 
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的 策 阵 ， 其 中 x， XEF 邯 A=[La,j]， 其 中 an 一 -上 下 述 等 式 成 立 
det A= [| (x, x), (0. 9. 11. 2) 
十 是 ,一 个 Vandermonde 和 个 阵 是 非 膏 异 的 ， 当 且 促 当 # 个 参数 7 ，x;，"，，， zi 是 互 异 的 . 


Vandermonde 第 阵 出 现在 树 值 问 题 中 ， 所 谓 插 值 问题 ， 就 是 求 系数 在 FF 中 的 、 次 数 至 多 
为 有 1 的 密 项 式 让 一 一 十 ca， 使 得 


Pm) oa rd aarti dr = 
直人 , 

。 ， (Dn. 9. 11.3) 
plaay = | re Ears {A oy, 


其 中 和 中 下 的 已 知 元 素质 们 条件 (0.9. 11. 3) 是 甘于 个 
未 知 系 数 忆 ， EL /的 nn 个 方程 的 组 ， 并 且 它 科 有 形式 Aa— ys 其 中 一 [au， Ul 
dF AE MEF) 是 Vandermonde 矩阵 (0.9.11,1)， 如 
困 碟 i， zr 各 不 相同 、 这 个 播 值 问 题 总 有 -一 个 解 ， 因 为 这 时 4 是 非 奇 异 矩 和 阵 . 

如 时 点 总 Rn 基 互 异 的 ,插值 多 项 式 的 系数 原则 上 可 以 通过 解 方程 组 
(90.9,11. 3) 求 得 , 但 是 ， 用 特殊 的 Lagrange 猫 值 多 项 支 


衣 未 搬 簿 多项式 Ptx) 道 沉 更 为 和 效 ， 短 个 多 项 式 上 .tx) 为 n 一 1 次 ， 且 具有 人 性质， 如 果 肯 关 1， 
二 而 二 (0 二 1， 岗 此 ， 对 于 满足 方程 组 50.9. 11.3) 的 、 次 数 不 超 过 2 一 1 的 多 项 虑 
Ptr)y， 有 [agrange 插值 公式 

pi = yr yt 二 LL, tr). C0. 9.11.4} 


0. 10” 基 的 变换 


设 罗 是 戚 卫 上 的 呈 维 向 量 空间 ， 世 一 人，m，…， wo! 是 六 的 一 个 基 ， 如 果 zEV 是 任 一 
给 定 的 向 量 ， 央 为 集合 3 张 成 VW， 则 .cr 有 某 个 表示 式 开 =aa 十 mi 十 au， 如果 在 同一 
个 基 下 存在 另 .个 表达 式 了 一 8 内 十 凡 吕 十 …… 二 ， 那 么 ， 
0= T= (a Pw te Oompa 二 和 十 (oa — BYv, 
由 基 .加 无关 可 知 所 有 a， 如 二 0。 给 定 基 总。 从 到 也 的 线性 映射 
[| 


全 2 


Tr [zx} # 二 、 其 中 To 十 av 二 aU 


[30| 
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起 音义 明确 的 、 一 对 一 的 和 到 |: 的 ， 纯 二 a 称 为 .+ 关 十 基 交 的 坐标 ， 调 列 向 量 [z]， 是 -的 
唯 -…- ,加 坐标 表示 

设 工 VV 是 给 定 的 线性 变换 ， 只 要 知道 半 个 向 量 Toy ，Tws，…，Tw,. 本 对 本 一 +E 
V 的 作用 就 被 确定 了 ; 这 是 因为 任 一 xEW 有 叭 一 表 未 = 二 gw 1 十 qsv,， 且 由 线性 性 质 可 
知 ，Tr 二 gw 十 上 二 了 二 上 (ow) 二 gy To … 十 qTw,， 寺 此 ， 一 蝇 知 道 
[7]s， 斌 可 以 确定 Tr 的 值 . 

刘 六 一 ?的 男 一 个 基 ， 可 能 与 入 不 同 ， 并 用 假定 Tm 的 为 坐标 表 
壤 二 


fi,, 


那么 ， 对 任 - - 1EV， 有 


[Tr = [Da To,], = om 
一 1 
四 


| fs, 


i | 


ty | | | 
ty, 


nn 阵列 | 7,] 依 赖 于 本 条 纺 和 汶 的 选择 ， 但 不 取决 于 x， 我 们 定义 工 的 为- 入 闫 表示 为 


| rn 六 
人 TT] 一 ， : |- [Lv] LT ]. 
ys 


呈 经 证 明 ， 对 任 一 xEV [Trjs 一 [Tj [Lx] 实际 上 ， 为 了 给 出 了 的 一 个 上 表 示 ，. 衣 一 为 
的 情形 是 最 常见 的 ， ,| 中 ， 称 为 全 的 为 基 表 示 ， 
考虑 单位 线性 变换 7: Y >V， 它 定义 为 对 所 有 .+r，Ix 二 .r， 于 是 、 对 所 有 .rEV， 有 
ls = Ls = La fr) — a aLlrl, = Taf 1 Lr),. 
依次 取 一 tw we， 这 个 恒等式 能 计算 出 ,C1 。 | 站。 的 每 -到 ,因而 证 明了 


1] 
0 | 


我 们 斌 证 来 用 同 - :个 记 续 工 表示 9 2m 单位 师 阵 和 单位 线性 变换 . 如 果 从 [zx], 一 | 4]， 一 … 开 
始 作 同 样 的 计算 ， 也 会 得 出 


EA [Li 4 Li, 一 


4 了， | 了 一 了 
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因此 ， 岳 阵 。[ 门 ,是 矩阵 ，[ 门 ,的 道 利 阵 、 如 果 记 S==，[ 门 ，， 那 么 S ' 一 [了 ， 于 是 ， 形 
如 。『7J, 的 每 个 矩阵 都 是 可 道 的 、 反 过 来 每 -个 可 得 拭 阵 S-- [sea]EM. CE) 对 基 个 基 马 
有 形式 ,[ 门 ,， 可 以 把 等 看 成 星 用 [5 ]。 一 ;,，i 一 1，2，…， 丸 定义 的 向 量 组 信 ， 训 ，…， 5 
内 为 S 可 着， 所 以 向 是 组 无关. 
注意 到 [B31] 
[1 = [Eros lhe], ] = Cees Lol, 
于 是 ，, [ 门 ,用 基 次 表示 莫 入 的 各 个 元 素 ， 现 在 <*EY， 经 计算 
LT Lz) = [Te], = LCT] = LD, Le), 
= 1, LT rs = LT ss [T], [ke], 
= Ls CT] Ly Lz]. 
依次 服 =wwy ，ws，…，w,， 便 得 出 
[CT = 11], ofT], 1 Ly. 
这 个 恒等式 说 明 ， 如 此 有 几 来 计算 表示 的 入 发 生变 化 ，T 的 基 表 示 将 如 何 变化 ， 由 于 这 个 缘故 ， 
才 称 矩阵 ，| 中 ,为 基 加 - 约 的 变换 给 阵 . 
人 -矩阵 AE M,(F) 是 某 个 线性 变换 下 ， V_>V 的 -个 基 表 未 ， 这 是 因为 ， 如 果 当 是 V 的 
任 一 上 基 ， 可 以 用 [Tz],= Arz], 来 确定 Tx， 不 难 算出 ， 对 这 个 了，s[T], 一 A. 本 


第 1 章 特征 值 、 特 征 向 量 和 相似 性 


1.0 导 引 


在 本 章 以 及 后 面 各 章 中 ， 先 引信 该 章 上 要 讨论 的 主要 疝 题 ， 并 用 例子 说 明 它 们 是 如 何 从 理论 
上 或 应 用 中 产生 的 . 


1. 人 1 基 变 换 和 相似 性 每 个 可 道 矩 阵 是 大 变换 抵 阵 ， 谭 每 个 基 变 换 抵 阵 是 可 效 矩 阵 [ 见 
{0.10) 节 ]。 全 此 ， 如 果 乞 是 向 量 空间 Y 的 … 个 给 定 的 基 ， 了 是 Y 的 一 个 给 定 的 线性 变换 ，、 且 
太 二 [了]; 是 了 的 当 基 表示 ， 那么 ,TT 的 所 有 可 能 基 表 示 的 集合 是 
[a LL aL Tj] 荆门 。 ;加 是 VY 的 基 } 
二 {9S 1AS :SE M,(F) 是 林道 矩 阵 }. 
这 正 是 与 给 定 的 第 竹 4 相似 的 所 有 称 阵 的 集合 . 因此， 相似 的 ， 而 不 是 征 等 的 诸 矩 阵 正 好 是 
同一 个 线性 变换 的 不 同 的 基 表 示 . 
人 们 自然 希望 相似 的 矩阵 会 有 许多 共同 的 竹 质 一 一 至 少 是 基于 线性 变换 的 那些 周 有 性 
硕 一 一 这 是 线性 代数 的 重要 论题 ， -个 算 阵 愉 是 蘑 个 线性 变换 的 所 有 可 能 表示 中 的 一 个 ， 从 
关于 -个 矩阵 的 问题 去 探讨 关于 该 线 件 变换 某 些 因 有 性 质 的 问题 ， 这 样 处 理 间 题 往往 很 
见效 ， 
相似 概念 是 本 章 的 主要 概念 . 


1.0,2 约束 极 信和 特征 和信 本章 第 二 个 主要 概念 是 特征 向 其 和 特征 值 的 和 概念、 我 们 将 看 天 ， 使 
Ar 是 zx 的 一 个 悦 数 的 非 零 向 量 > 在 研究 - 般 矩 阵 或 线性 变换 的 结 榴 中 起 着 重 槛 的 作用 ， 而 这 
样 的 向 量 出 现在 求 具 有 -' 个 几何 约束 条 件 的 实 对 称 二 次 型 的 极 大 值 ( 或 极 小 值 ) 的 基本 问题 
中 ， 即 ， 
假定 后 Rsr 一 1 求 rAz 的 极 大 值 ， 
其 中 A 二 AEM,{R}) 是 给 定 的 . 这样 一 个 约束 最 售 问 题 的 传统 砍 究 引出 了 Lagrauge 函数 工 一 
7 "Ax 一 Ax rr， 于 是 ， 它 有 一 个 极 值 的 必要 条 件 是 
0 一 YL=204r 一 hr) 一 0 

因此 ， 如果 满 足 x'z 一 | 的 向 量 zER"( 因 而 xz 关 0) 是 xz 人 hz 的 一 个 极 值 点 ， 它 必定 满足 方程 
Ar= 和 AT， 因 山 六 ?7 是 x 的 倍数 ， 这 一 对 %*，7 称 为 一 个 特征 值 、 特 征 向 量 俩 ， 
习题 

1. 解释 (上 .0.2) 中 的 约 东 极 值 问题 为 什么 一 定 有 一 个 解 ， 并 证 明 每 个 实 对 称 和 矩阵 至 少 有 一 . 
个 实 特 征 值 ， 提示: 应 用 Weierstrass 定理 (附录 FE) 于 连续 滑 数 f(z) 一 x1Ax. 

2. 设 4EM,(R) 是 实 对 称 矩 阵 (4 一 A)， 证 明 ,， 在 x'x 一 1 的 条 件 下 ，zTAL 的 极 太 值 问 
题 的 解 是 4 的 最 大 特征 值 ， 
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1. 1 特征 值 -特征 向 量 方程 

L1.1 记号 我 们 用 M, (下 表示 城 F 上 的 nXn 矩阵， 通常 下 取 实 数 域 只 或 复数 域 C， 所 过 论 
的 问题 几乎 常常 是 一 些 通 合 于 复数 答 阵 的 情形 ， 这 时 M,C} 简 记 作 夺 ,， 对 于 复数 詹 阵 的 一 般 
性 质 不 感 兴 趣 的 读者 ， 无 论 用 实数 代 蔡 复数 来 阐述 什么 内 容 ， 都 很 少 在 表述 中 ， 在 代数 中 或 让 
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实 奈 中 做 出 本 质 区 别 . 但 是 应 注意 ， 常 常 在 讨论 多项式 的 根 和 其 他 与 “ 较 大 ”的 复数 域 有 关 的 灵 
活性 问题 时 ，R 与 C 之 间 存 在 善 较 大 的 差别 ， 通常， 最 好 把 实数 宙 阵 看 成 具有 特定 元 的 复数 矩 
阵 ， 我 们 知道 ， 有 个 实 分 量 ( 相 应 地 ， 复 分 基 }) 的 所 有 向 基 组 成 的 集合 (向 量 空 间 } 用 R*( 相 应 
地 )? 表 泵 ， 并 且 都 把 它们 看 作 列 向 量 ， 最 后 ，4 一 [ea ]€M,(F) 的 转 置 (0.2,5) 是 矩阵 [a, j] 所 
MLF)， 记 作 有 A'， 而 当 FSC 时 ，Hermite 伴随 是 4 的 共 钞 转 置 fa,, ]， 记 作 A*， 类 似 地 ， 如 
果 zxEF， 则 x" 表示 与 x 有 相同 分 蘑 的 行 向 最， 而 当 了 SEC 时， 表示 其 分 量 为 x 的 相应 分 
基肥 复 共 辆 后 的 行 各 量 . 这 里 ,“ “上 加 一 杠 一 表示 一 个 复 纯 量 的 复 共 罗 !( 届 附录 A 入) ， 或 者 囊 
水 一 个 向 量 或 矩阵 按 分 其 取 复 共 轴 . 

矩阵 AE M, 可 春 作 从 CC* 到 C" 的 线性 变换 (对 二 会 的 某 个 给 定 的 基 )， 不 过 把 它 看 作 数 的 
- -个 阵列 也 是 有 用 的 ，4 的 这 两 个 概念 是 相互 影响 的 ， 数 的 阵列 能 告诉 有 关 钱 性 变换 的 信息 ， 
而 这 正 是 矩阵 理论 的 实质 和 应 用 的 关键 ， 或许， 和 矩阵 理论 中 最 重要 的 概念 应 该 是 与 A 相关 联 
的 n 个 数 的 集合 ctA}， 这 就 是 A 的 特征 值 集合 . 


1.1.2 定义 设 AEM,， xEC”， 考 虑 方 稚 

Ar 二 Ar. 工 关 0， C1. 1.3) 
其 中 4 是 纯 量 ， 如 只 纯 量 4 和 非 零 向 量 x 恰好 满足 这 个 方程 ， 那么 称 为 4 的 一 个 特征 值 ， 和 而 
工 称 为 4 的 属于 4 的 特征 向 量 ， 注 意 ， 这 两 个 概念 不 可 和 避免 地 要 成 对 出 现 ， 并 且 ， 特 征 向 基 不 
能 是 零 向 量 . 


1.14 定义 AEM, 的 所 有 特征 值 2EC 的 集合 称 为 A 的 谱 ， 记 作 ocA)， A 的 谱 丰 径 是 非 负 
实数 ptA) 二 max{i4 | : 43€5tA)}， 这 正 是 包含 妇 的 所 有 特征 值 的 、 阅 心 在 复 平 面 原点 的 最 小 
圆 盘 的 半径 . 

练习 如 果 上 十 4 的、 属于 4 的 特征 向 量 ， 评 明 的 任 - : 非 零 纯 量 倍数 也 是 特征 向 址 ， 

斤 不 说 特征 值 和 特征 向 量 有 无 其 他 用 场 ， 避 从 代数 上 看 ， 它 们 也 有 意 文 因为， 根据 
(1. 1.3)， 特 征 向 量 是 这 样 一 些 向 量 ， 将 它们 乖 以 六 后 有 非常 简单 的 形式 一 一 同 乘 以 一 个 纯 量 
《特征 值 ) 效 果 一 样 . 

例 考虑 定 阵 


六 为 
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于 基 ， 有 有 3eo(4) 及 相应 的 特征 向 量 | ? ] 间 时 ，5€EotAY. 可 以 求 得 相应 于 特征 值 5 的 特征 


向 量 ， 
我 们 知道 ， 多 项 式 
PO = a ar tl 

在 算 阵 AE JM 处 取 值 是 有 明确 定义 秽 ， 这 是 因为 可 以 自 葬 方 阵 得 到 一 -个 正 整 数 敌 ， 并 是 可 以 
作出 同 阶 垂 阵 的 线性 组 合 ， 于 是 ， 

pt 三 A 十 dr 1A 十 十 而 及 十 wT (1.1.5) 
请 注意 个 有 用 的 事实 ， 通过 多 项 式 的 关系 得 到 的 与 AE€ M, 相关 的 矩阵 与 4 有 相同 的 特征 向 
其 ; 它 的 诸 特 征 值 与 A 的 特征 值 有 简单 的 关系 . 


1.1.6 定理 设 p(*) 是 给 定 的 多 项 式 ， 如 果 4 是 AEIM, 的 特征 值 , 而 x 是 相 应 的 特征 向 量 ， 
那么 p(t) 是 矩阵 pA) 的 特 补 值 ， 并 且 x 是 启 于 p(4) 秽 特征 向 量 ， 

证 阴 ; 考虑 ptA)r， 首 先 ， 

plADr SE oA 十 a 1 六 和 十 “十 aAr 二 wr 
其 次 ， 反复 应 用 特征 值 -- 特征 向 量 方 程 恒 有 Arz 一 由 ar 一 Ar 一 Mr 二 一 和 or 
因此 ， 
PIAYr = Ar Tr aA ad)r = pyr, 国 

练习 如 果 a(4) 一 { 一 1，21， 上 EM ， ar(42) 是 付 么 

练习 如 果 中 =diagldy， di， ,dd ) 是 对 角 矩阵 (0. 8. 1)，6( ZI 是 什么 ? 给 出 每 一 个 特 
征 值 的 相应 的 特征 向 量 ， 气 示 : 考虑 标准 基 向 量 上. i 一 ]，2，.…， 


1.1.7 论断 矩阵 和 和 碘 .是 奇异 的 ， 当 日 仅 当 DEe(A). 

证 明 : 矩阵 4 是 奇异 的 ， 当 且 仅 当 对 某 个 r 关 0，Ar 二 0， 这 个 关系 式 成 立 ， 当 有 日 仅 当 对 
某 个 + 关 0，Ax 二 0+ 了， 即 当 且 仅 当 4 二 0 蚌 特征 值 . [ 
习题 

1. 假定 AE M, 是 非 育 名 的 ， 根 据 (1.1.7)， 这 等 价 于 说 4 没有 等 于 零 的 特征 值 ， 如 果 
ASat4)， 让 明 A EdgA ')， 如果 4xr=hz， 且 天 0D， 给 出 4 的 属于 入 :的 一 个 特征 向 量 . 

2. 如 朵 AE JM, 的 每 一 行 的 各 分 基 之 和 (简称 为 行 和 }) 是 1, 证明 1Ec(4)?， 担 示 : 考虑 
和 问 量 e=[1，1，*…，1]"， 然 后 说 明 ，A 的 行 和 都 相等 ， 当 且 和 仅 当 + 是 A 的 特征 向 量 ， 如 果 
入 是 六 奇异 的 ,证 明 A ! 的 行 和 也 基 1。 给 定 多 项 式 p(i) ,证明 p(A} 的 行 和 都 相等 ， 它 等 
于 什么 

3, 设 AE M,(R)， 如 果 扩 是 入 的 一 个 实 特征 值 ， 儿 Az 一 Ax，0 关 xEC"， 设 < 二 和 i 
其 中 #， 9E 了 是 zx 的 实 部 和 虚 部 。 证 明 A 一 让 和 Aw=4n; 由 此 推出 存在 A 的 属于 4 的 实 
特征 向 量 。 和 ?都 是 么 的 特征 向量 吗 ? 可 能 有 A 的 属于 一 个 复 的 非 实 特征 值 的 实 特征 向 
量 吗 ， 

1， 考虑 分 块 对 角 和 矩阵 (0.9, 2) 


[56 | 


[37] 
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= | A. EM 
Lo 六 ze ” 和 
证 明 A 的 特征 值 由 A 的 特征 值 和 A; 的 特征 值 组 成 ， 提 示 : 先 用 六 1 种 及, 的 特征 向 量 表示 和 


的 特征 向 量 . 

5. 设 AE M,， 如 果 各 二 态 ， 就 称 A 为 累 等 乱 阵 ， 证 明 特 等 矩阵 的 每 一 个 特征 值 是 0 或 1, 

6, 设 4EM,， 如 果 对 于 某 个 正 整数 9，4* 一 0， 就 称 A 为 紧 霍 答 阵 ， 上 述 最 小 的 9 称 为 果 
零 指 标 ， 证 明 交 零 矩阵 的 所 有 特征 值 都 是 0， 顺便 给 出 一 个 其 特征 值 都 是 0 的 非 霍 矩 阵 的 
例子 . 

7. 我 们 将 看 到 ， 在 集中 要 讨论 的 有 限 维 结构 中 ， 每 个 复 的 或 实 的 方 阵 都 有 -- 个 复 特 征 值 . 
但 是 ， 对 于 一 个 无 限 维 向 基 空 间 上 的 线性 变换 ， 就 可 能 没有 任何 特征 值 ， 设 Y 是 由 诸 复 数 的 
形式 无 限 序列 组 成 的 向 量 空 间 

V= {aga E Ci = 1,2,.)}, 
并 且 定 义 VY 上 的 线性 变换 S 为 
Sal ar) = (Oya sds 1). 
这 个 线性 变换 有 时 称 为 移 位 算 子 ,验证 S 是 线性 变换 ， 并 证 明 S$ 没有 任何 特征 值 ， 提 示 : 证 
明 ， 如 果 一 个 向 量 是 特征 向 量 ， 它 的 所 有 分 基 必 须 相同 ， 而 这 个 公共 值 只 能 必 0。 天 此 ， 所 给 
出 的 向 量 必 须 是 霉 向 量 ， 它 不 可 能 是 特征 向 量 ， 

8. 设 算 阵 有 AE 证 ,， 如 果 A' = 二 A( 见 0. 2.5)， 就 称 及 为 Hermite 答 阵 ， 如 果 站 是 Hermite 
的 ， 证 明 和 A 的 所 有 特征 秆 都 是 实数 ， 提 示 ; 设 AEatA) 是 任意 的 ， 并 由 设 x 是 相应 的 特征 向 
基 ， 于 是 人 1. 1. 3) 推 出 r Ar 二 XxXY， 但 是 7 A 二 x* A' x 二 x" Ax， 所 以 x' Az 是 实数 ， 因 为 
是 正 的 ， 所 以 A 二 x' Ar/z 了 也 是 实数 . 


1.2 特征 多 项 式 


关于 AE MM, 的 特征 值 ， 一 个 自然 要 癌 到 的 问题 是 ， 4 有 多 少 特征 值 ? 可 以 怎样 来 漠 述 它 
们 的 特征 ? 
特征 值 -特征 向 量 方程 (1. 1. 3) 可 以 等 价 地 改写 成 


(一 全 0，x 关 由 (1, 2,1) 
因而 ,AE otA)， 当 且 仅 当 41 一 A 是 奇异 方 阵 ， 即 
deital — A) 一 0， (1, 2, 2) 


1,2,3 定义 ”AE MM, 的 特征 多 项 式 定义 为 
Patrt) = det(tr{ — A), 
把 它 看 作 + 的 形式 多 项 式 . 
注意 用 ! 作 为 特征 多 项 式 的 形式 变 元 ， 为 的 是 把 它 和 一 般 的 特征 情 或 多 项 式 的 家 点 
和 区别 开 来 。 在 其 他 地 方 ， 有 时 用 同一 个 符号 表示 它们 ， 
1.2,4 论断 如 果 AE M,， 则 特征 多 项 式 ps(，} 的 次 数 为 a， 并 且 ps(1) 一 0 的 根 的 集合 就 是 
ol Ay. 
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证 有 明 : pa(*) 有 次 数 可 以 时 纳 地 从 det(11 一 六) 的 Laplace 展开 式 推出 ， 当 行列 式 展开 时 ， 
11- A&A 的 每 一 行 仅 提供 1 的 一 次 里 .第 二 个 论断 与 (1. 1. 3) 和 (1. 2, 2) 等 价 . 口 

练习 证 明 ，det(4 一 上 = 一 0 与 det(11 一 A) 一 0 有 相同 的 根 ， 并 且 证 明 ，det{A 一 :1D)= 
(一 1)*det (11 一 A}， 因此， 特征 多 项 式 叉 可 以 (并 且 有 时 就 ) 定 义 为 det(4a 一 好 )， 证 明 所 定义 的 
特征 多 项 式 保证 的 ( 首 项 ) 系 数 总 是 十 1 


b 
练习 如 果 4=| "| 证 明 pat2)= 六 一 tatad)i 十 (ad~…bc), 上 且 
Le 
atdiy Gad ta 
2 


设 AEM,(R)， 证 明 ， 如 果 如 之 0， 则 4 的 特征 值 是 实数 。 此外， 它们 是 实数 ， 当 且 仅 当 
Ca 一 9 十 46c 之 909， 如 果 椒 是 实数 ， 则 成 复 共 思 对 出 现 ， 最 后 证 明 ， 如 果 (a 一 4 十 45c 隆 0 ， 则 
特征 值 不 相同 . 

在 某 些 一 般 的 情形 ， 和 矩阵 的 特征 值 是 容易 看 出 来 的 。 最 常见 的 是 因 和 矩阵 的 形状 而 使 行列 式 
容易 计算 的 情形 ， 其 中 包括 对 角 惩 阵 、 三 角 和 矩阵 和 一 些 其 他 特殊 情形 . 

练习 证明， 如 果 TEM 是 三 角 和 矩阵 


ty ts 


stA) = 


T= 和 
| 0 加 
那么 at T)= {ni + rs sy tn}s 即 T 的 诸 对 角 元 之 集 . 
练习 ” 设 短 阵 ,EM, 的 每 个 元 都 等 于 1， 
1 1 a 1 


J 的 特征 值 填 让 么 ? 证 明 0( 出 现 两 次 ) 和 和 3 是 J; 仅 有 的 特征 值 ， 由 此 类 推 ，J, 的 特征 值 旦 什 
么 ? 提示 : 考虑 向 量 e=[1. 1,， …, 11.. 


练习 确定 年 阵 
r -1 一 了 
4=|-1 3 一 1 
1 -1 3 


的 所 有 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 ， 提 示 : 利用 前 一 个 练习 ， 并 写 出 A=41 
1.2.5 定义 ”从 {0.7. 1 可知 ，AE MM 的 上 XX 训 主 子 天 阵 是 位 于 有 相间 指标 的 & 个 行 和 点 个 列 的 
对 纸 阵 ， 而 XxX 上 主子 式 是 这 个 主子 处 阵 的 行列 式 ，A 一 fas] 有 (”) 个 不 同 的 AXh 主子 起 ,用 


天 (4) 表 示 这 些 子 式 的 和 ， 特 别 地 , (A) = 了 称 为 和 的 迹 ， 通 常 记 作 tr 及 或 trace 上 4， 注 


[39] 
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意 ,，E, (4A) 二 det A. 
练习 ”如果 AEM, 证 明 patD=2 一 (tr AtHdetA, 且 > 一 thA 和 于 > = det A 


AE mA EA 


一 个 基本 的 , 但 并 非 显 易 的 事实 是 , 复 系数 次 多 项 式 在 复数 范围 内 恰好 有 个 零点 ( 重 
零点 按 重 数 计算 )， 称 这 个 捉 实 为 代数 基本 定理 (后 录 CC)， 由 此 ， 可 得 到 如 下 重要 论断 . 


1.2.6 论断 ”每 个 矩阵 AEM, 在 复数 范围 内 恰好 有 ”个 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 计算 ). 
注意 这 里 ， 当 提 及 AEM 的 一 个 特征 值 的 “ 重 数 " 时 ， 就 可 简单 地 理解 为 作为 特 
征 多 项 式 a(') 一 个 替 点 所 出 现 的 次 数 ， 更 全 面 地 讨论 特征 值 的 重 数 将 放 到 [1, +) 节 ， 
不 了 过， 知道 多 项 起 的 各 阶 导数 与 该 多 项 式 的 一 个 替 点 的 重 数 之 间 有 一 定 的 关系 是 有 用 
的 ， 多 项 式 pt! 有 4 作为 上 汪 1 重 检点 ， 当 且 人 充当 p(1) 可 转 成 p01 一 (1 一 4)*g (rf) 的 开 
式 ， 其 中 Gt 站 是 使 A) 关 0 的 多 项 式 。， 稳 分 这 个 恒 切 式 就 得 到 p (0 一 一 20* 1gt 科 十 
(1 一 A)*g' (1)， 并 且 从 这 个 表示 式 可 以 和 看 出 ，p (4) 一 0， 当 且 仅 当 上 让 守 ]， 如 果 上 语 1， 
户 () 二 (kk 一 1)(z 一 A)* *g( 科 十 每 一 项 侈 有 一 个 因 式 (1 一 A4)” 的 多 项 式 ， 其 中 
加 之 上 一]. 于是， 六 (A) 一 0， 当 且 仅 当 点 沁 2， 重 复 上 述 计 算 便 可 证 明 ， 和 是 轧 ( 中 的 肯 
[401 重 堆 点， 当 且 仅 当 p00) 二 pA 一 二 (一 0， 而 p44) 关 0. 


1.2.7 例 命题 (1. 2.6) 与 以 下 事实 密切 相关 ， 复数 域 是 代数 闭 域 ， 也 就 是 ， 每 个 系数 让 该 域 
中 的 次 多 项 式 在 该 域 中 有 个 霍 点 ， 对 于 其 他 成 上 的 矩阵 ， 例 如 实数 域 或 有 理 数 域 ，-- 般 几 
手 不 能 说 出 一 个 矩阵 在 该 域 上 有 多少 特征 值 ， 但 是 ， 再 看 一 看 (1. 1) 节 的 习题 5， 它 却 是 能 说 
出 特征 值 的 某 些 情况 的 一 个 例子 ， 在 任意 域 的 情形 ，… 个 矩阵 也 可 能 根本 没有 不 同 的 特征 值 . 


矩阵 
0 1 
本 ,| C1, 2.7a) 
的 所 有 元 尽管 都 是 实数 ， 但 它 没有 实 特征 值 ， 矩 阵 
nl 1 0 
1 1 
1 1 
， ， (1.2,7b) 
1 
0 1 


不 管 它 是 几 阶 ， 也 只 有 一 个 特殊 的 特征 值 (x 重 特征 值 1). 

练习 ”验证 (1. 2.7) 中 的 论断 . 

练习 如 果 及 EM CR)， 且 ”为 奇数 ， 证 明 抽 至 少 有 一 个 实 特 征 值 ， 提示 : 一 个 实 系 数 多 
项 式 的 任何 非 实 复 零点 ， 必 须 成 共 恩 对 出 现 ， 并 是 注意 罚 ， 如 果 4E M,(R)， 那 么 ps(*) 有 实 
系数 . 

根据 (1. 2.6)， 可 以 把 AE€M, 的 特征 值 排 成 

Py Tp 

其 中 的 顺序 是 任意 的 ， 并 且 按 其 重 数 重 复 这 些 特征 值 ， 于 是 . 关 为 (1. 2. 4)， 我们 得 知 
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PA) = A A) A , C1. 2. 8) 


1, 衬 , 昌 定 党 1 个 数 和 4 ， ny Ans EH, 的 上 次 初 竺 对 称 防 数 是 


电 
Se > T.， 


它 是 所 有 人， ) 个 让 自 和 1 ，…。2, 的 不 同 项 的 志 次 乘积 之 和 ， 
例如 ，S, Gh A 一 A 一 十 入 是 诸 4, 的 和 ， 而 5,0 ， 二 hs 是 诸 的 乘 


积 ， 央 为 561. 2.8) 以 及 p, (中 屁 用 菜 个 行列 式 定 义 的 ,在 短 阵 A 的 特征 信和 的 初等 对 称 函 数 
SN 和) 与 和 的 丛生 区 下 主子 式 的 和 王 , (AL2. 5 之 间 存 在 某 种 关系 ， 以 下 两 个 但 等 式 


是 显然 的 ， 费 点 功 大 合同 验证 ， 
人 一 人 eet — A,} 一 1 一 SS, (AL eA) ! 十 So (A 站 “ 
As C1.2.10) 
以 及 
六 人 有 一 由 一 本 (二 {1.2.11}) 


练习 验证 {,2,10) 和 忆 .2.11)， 前 者 可 以 通过 计算 线程 C 一 4) G9 一 A 一) 中 全 
的 系数 来 直接 验证 ， 上 后 省 可 用 Laplace 祝 开 式 归 钠 地 验证 . 
综合 (2.10)、{1.2.11) 科 (1,2.8)， 有 下 而 的 定理 . 


1.2.12 定理 如果 1，…, 4 是 太 EM, 的 特征 值 ， 闭 么 
SLA 由 一 EtA). 
妃 的 特征 值 的 次 初等 对 称 函 数 是 A 的 各 上 X 类 主子 式 之 和 ， 特 崭 地 


tA 一 SW 
1 1 
科 


del 六 二 [a 

习题 

i. 用 0, 2. 12) 验 证 (1. 4, 7)， 

2. 对 于 年 阵 AE Mi 种 BEM,.,[ 册 {0,2.1)1; 通过 直线 计算 证 明 tf 入 B= 二 tr BA， 再 用 这 
个 事实 证 明 ， 对 AE MM, 和 非 奇 并吞 阵 SEM,，1r S"145 二 tr A， 拓 阵 S 1AS 称 为 A 的 相似 年 
阵 ， 上 述 结果 说 明 ， 迹 是 相似 不 变量 .相似 性 基 下 一 节 的 主题 ， 并 和 且 将 会 看 到 ， 所 有 主子 式 之 
和 Et 如 都 是 相似 不 变 基 ， 福 意 ， 因 为 乘法 性 质 ， 行 询 式 显然 是 相似 不 变量 . 

3. 如 果品 生财 。 是 对 角 定 阵 ， 计 算 特 征 老 质 式 po(r)， 并 证 明 加 (CD) 一 0. 

4 设 AEM， 设计 一 (EMM 是 划 去 4 的 第 ; 行 和 第 ; 列 后 所 得 到 的 A 的 主子 矩 
阵 ，; 王 1，…，7。 证明 


ba — Dp 0 C1. 2. 13) 
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5. 回忆 前 一 节 的 习题 5， 证 明 等 零 甜 阵 的 迹 为 0， 冠 零 斥 阵 的 特征 多 项 式 是 什么 ? 

6. 如 果 AEe(a) 是 名 (一 0 的 单 重 根 ，4AE M,， 证明，rank(4 -41 一 n 一 1， 但 反 过 米 不 
一 定 成 立 [ 想 一 想 例 (1.2. 7b)]， 提示 :利用 (1.2.13) 和 + 时 (ddyps 人 0 地 0 推出 ， 和 一 37 
的 各 个 2 一 1 阶 主子 矩阵 是 韭 奇异 的 . 

7. 用 (1.2. 12) 确 定 抢 阵 


om 
Er 
于 


人 0 
的 特征 多 项 式 ， 考 虑 如 何 利 用 这 个 方法 计算 般 的 nn*%# 三 对 角 答 阵 (0, 9. 10) 的 特征 多 项 式 
8. 如 果 EM et 有 A 二 人 AA， 假定 gcA 一 4047，:…，A), 证 明 对 所 有 正 整数 二 


17 总 (| 一 Da, 
等 式 石 边 的 和 称 为 A 的 诸 特 征 秆 的 次 延 ， 由 (2. 3. 1) 知 ， 所 作假 设 城 立 . 

9， 直接 计算 Sy GQ As) ,Sia ,Ai SrtA 0 A 和 SCA 

10. 设 V 是 域 让 上 的 向 量 空间 .线性 变换 耳 ， WV-xV 的 特征 什 是 纯 好 AEF， 使 得 有 有 一 个 非 
等 向 其 vEY， 适 合 Tu 一 Au， 证明， 如 果 了 是 复数 域 ， 且 Y 是 有 限 维 的 、 则 每 个 线性 变换 代 
有 一 个 特征 值 。 给 出 例子 说 明 ， 如 困 其 中 个 假设 条 件 (V 的 有 限 维 性 质 或 FC) 减 圈 ， 那 么 
工 可 能 没有 任何 特征 值 ， 提 示 : 设 必 是 V 的 基 ， 并 芍 虚 [ 芽 ],. 

11. 设 (一 tr 十 4 1 十 十 gt 十 a,，a, 一 ]， 基 给 定 的 首 系数 为 1 的 多 项 式 ， 具 有 
零点 访 ， 可，…， 多 { 计 相 重 零点 }. 诸 零 点 的 上 次 延 记 作 p 二 让 十 斋 上 二 和， 中 二 ]，2，-…， 
让 明 Newton 恒等式 

各 十 er t pan st ed jads = OR = 12 sn. (1.2.14) 
说 明 为 什么 诸 零点 的 前 几 个 矩 唯一 地 确定 多 项 式 p00 的 诸 系 数 ( 因 而 确定 诸 零 点 )， 反之 汪 然 . 
提示 ; 证 明 ， 对 某 个 及 >0， 如 果 | 1| 六 RR 那么 红 一 .7 二 t 十 上 1 3 洁 …， 央 而 


A) 二 pu -A = nt pd {ii>R. 
一 


证 明 产 人 一 po0 f(r ， 据 此 ，Newton 但 等 式 以 及 关于 较 高 次 矩 的 另 一 恒等式 
erty 十 HE Iut 十 多 十 fir Jean 1 -ad = 0, k= 1] ,De 
可 以 通过 比较 系数 推出 . 
12. 没 A，BE M 是 给 定 的 算 隆 ， 证 明 , 和 妇 和 8B 的 特征 值 相同 ， 当 且 仅 当 tr A' 二 1 序 ， 
一 1，2，…，#， 提 示 : 利用 习题 8 和 Newton 恒等式 (1.2.14) 证 明 A 和 B 的 特征 多 项 式 相 同 . 


1.3 相似 性 


正如 在 (1.0) 节 所 指出 的 ，M, 中 的 一 个 第 阵 的 相位 变换 对 应 于 C* 上 的 一 个 线性 变换 在 另 
一 个 基 下 的 表示 .因此 研究 相似 性 可 看 成 是 研究 -个 线性 变换 所 周 有 的 性 质 或 它 的 所 有 基 表 示 
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所 共有 的 性 质 . 
1.3,1 定义 ” 设 矩 阵 上 各 BE， 如 果 存 在 非 柯 有 异 矩 阵 SE M,， 使 得 
B= 5'AS. 
则 称 B 与 4 相似 ， 而 变换 A->S 'AS 称 为 由 相似 延 阵 S 确定 的 相似 变换 ， 基 京 *B 与 A 相似” 
有 了 时 简 记 作 日 一 各. [9] 


1,3,2 论断 相似 是 M, 上 的 一 个 等 价 关 系 ; 即 相似 是 

(al 自 反 的 ; A~A; 

(b) 对 称 的 ;有 BB 一 4 排出 上 一 用 ， 

(ec) 传递 的 : C~B 和 B~ 和 推出 C~A. 

练习 验证 (1. 3.2), 

像 任何 等 价 关 系 一 样 ， 相 似 关系 把 集合 MM, 划分 成 互 不 相交 的 等 价 类 ， 每 一 个 等 价 类 是 
M, 中 相似 于 某 个 矩阵 (该 类 的 代表 ) 的 所 有 和 忽 阵 的 集合. 在 一 个 等 价 类 中 的 所 有 和 抢 阵 都 相似 ， 
而 属于 两 个 不 同类 的 矩阵 不 相似 ， 由 于 传递 性 ， 在 任何 一 个 相似 矩阵 的 有 限 序 列 中 ， 第 一 个 第 
阵 和 最 后 一 个 矩阵 在 则 一 个 相 凯 等 价 类 中 ，--- 个 至 关 重 要 的 结果 是 ， 任 一 个 等 虱 类 中 的 矩阵 共 
问 上 共有 许多 音 要 性 质 ， 其 中 一 些 将 在 这 里 论述 ， 而 关于 相似 不 变量 的 -一 个 较 完 整 的 描述 (人 重 如 ， 
Jordan 标准 形 ? 将 放 在 后 面 的 第 3 章 . 


4143 定理 设 4， 中 E 般 如果 唱和 和 相似 ， 那么 吕 的 特征 多 项 式 与 六 的 相同 . 
证 明 : 对 任意 1， 我 们 有 
patt) = detitl ~ B) 
= det{tS 15— SAS) = det Si(T — A)S 
= det 9 detttl — A)det S$ 
= (det S) (det Sydet(r{ — A) 
= det A) = pali). 口 


1.3.4 推论 如 果 4,，BEM， 且 A 与 蝇 相 似 ,那么 它们 有 相 风 的 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 
计算 )， 


1.3.5 全 有 相同 的 特征 值 是 根 似 的 必要 条 件 ， 但 不 是 充分 条 件 ， 考 虑 矩阵 
ro 1 v0 0 
|, ,| 和 | , 
每 一 个 都 有 二 重 特 征 值 0， 但 它们 不 相似 
练习 证 明 与 零 撼 阵 相似 的 矩阵 只 有 它 本 身 ， 然 后 利用 这 一 事实 验证 例 (1. 3. 5 中 的 论断 ， 本] 
练习 ”如 果 知 阵 A，BE M, 相似 ， 并 计 9(*) 是 多 项 式 ， 证 明 9(C4) 与 4(B) 相 似 ， 特 别 地 ， 
证 明 ， 如 果 a 是 纯 扯 、 耶 么 4 十 zj， 与 召 十 el 相似 ， 
练习 如 果 4,， 1 CC，DEM,， 且 A~ 上 8 和 C~DD 是 经 同一 和 似 矩 阵 S 实现 的 ， 证 明 从 十 
CB+D, 
练习 ”如果 妨 ， SE M,， 且 5 是非 奇异 个 阵 , 证 明 BCS 'AS) 一 ECA)， 特别 是 ，det S :AS 


[46] 
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一 det 让 和 tr S !4S=tr 站， 即行 列 式 ， 迹 和 其 他 的 Xx 上 主子 式 和 是 相似 不 变量 . 

练习 证 明 秩 由 是 相似 不 变 基 : 如 此 BE HM 相似 于 和 EM ， 那 么 rank B 一 rank A， 提 
示 : 见 (0.4.6), 

因为 对 和 矩阵 特别 简单 ， 闪 有 很 好 的 性 质 ， 央 此 有 必要 知道 ， 对 于 呢 些 目 阵 4E 向 ， 芷 
六 的 相似 等 价 关 中 存在 -个 对 间 和 矩阵 ， 即 县 些 和 矩阵 相似 十 对 前 纯 阵 . 
1.3.6 定义 ”如 果 相 阵 AEM, 与 一 个 对 人 算 阵 相 似 ， 那 么 就 山 和 可 对 角 化 . 有 时 也 采用 术语 
可 对 角 的 ， 
1.3,7 定理 设 AEM， 填 么 ，A 可 对 角 化 ， 当 有 卓 仅 当 入 有 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

证 明 : 如 果 和 有 pa 个 线性 无 关 的 特征 疝 节 < ，…，r 以 它们 为 列 作 非 奇 异 符 阵 5， 
通过 计算 , 

S11AS= 931LAr0 arr | 

号 LT 
一 有 1S4 =A, 


其 中 
略 0 


而 4，…， 2 是 内 的 特征 值 . 

友 过 来 ， 假 定 存在 柑 似 眠 阵 S 使 得 544A5S :A 是 对 角 庆 阵 ， 于 是 43-- SA， 这 就 是 说 ， 从 
乘 S 的 第 i 列 ( 即 AS 的 第 i 列 ) 是 A 的 第 i 个 对 角 元 乘 $S 的 第 ; 列 ( 即 Sa 的 第 ， 列 )， 或 者 说 ， 
3 的 第 ; 列 是 A 的 相应 十 A 的 相应 于 4 的 第 i 个 对 角 元 的 特征 向 在， 内 为 S 是 履 厅 异 的 ， 所 以 
存在 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

更 注意 的 是 ，( 上 3. ?的 证 明 原 则 二 是 关于 对 角 化 一 个 可 对 角 和 矩阵 的 算法 : 求 4 的 各 特征 
值 ; 求 相 应 的 各 个 特征 向 量 ( 状 虚 重 特征 值 ;， 然 后 把 它们 排 成 站 陡 S， 如 果 诸 特征 向 量 线性 无 
大， 那么 S 是 一 个 对 角 化 相似 气 阵 ， 但 是 ， 我 们 要 着 重 指出 ， 这 只 是 粗略 的 分 析 性 解释 ， 不 是 
实 昧 的 计算 方法 . 

附注 ”如 果 太 EM, 可 对 角 化 ， 和 与 4 相似 的 任 一 对 站 给 阵 的 答对 角 元 必须 是 A 的 具有 

适当 重 数 的 特征 值 ， 此 外 ， 线 性 无 半 的 特征 向 量 [ 它 们 组 成 相似 虐 阵 ) 必 须 对 应 具有 适 

当 事 教 的 不 同 的 特征 值 ; 即 ， 如 果 .ca 。… xzrt" 是 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 旦 加 (划一 

CO Ar)， 那 么 ， 对 庶 指 标的 某 个 排列 F， 有 4zreo 一 An ， 


0 1 
练习 还 明年 阵 4 一 | 。 | 不 能 对 角 化 


其 理由 是: 一 方面 是 因为 ， 如 果 它 可 对 角 化 ， 它 将 相似 于 0 算 阵 ， 而 这 晨 不 可 能 的 ; 另 一 
帮 面 ， 经 计算 ， 除 了 美 一 个 比例 因子 以 外 ， 只 存在 个 属 十 0 的 特征 向 量 . 
练习 如 入 和 可 对 角 化 ， 而 45 是 一 个 多 项 式 ， 证 明 94) 可 对 角 化 ， 提 示 :; g(tSAS !)= 
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Syc)s 1 
练习 ”如果 AAEM,， 且 AEolA) 作 为 和 A 的 特征 值 有 重 数 w， 证 明 ， 如 果 rankt4 AL) 站 
n--m， 那么 A 不 能 对 硼 化 ， 
保 让 可 对 角 化 性 质 可 行 的 -个 简单 情形 是 矩阵 的 各 特征 值 志 不 相同 ， 这 个 事实 的 -- 个 重要 
前 提 是 下 述 引 理 ， 它 还 有 其 他 用 途 : 
1.3.8 引 理 假定 …， 沿 是 坟 EM, 的 两 两 不 相 加 的 特征 什 ， 市 x" 是 相应 于 的 特征 向 
量 ,， i 一 1 ， 上 部 么 fe 是 线性 无 关 组 ， 
证 明 : 证 明 实 质 上 是 用 反 证 法 相反， 人 崩 设 和” ，…，.c* 是 一 个 线性 相 闫 组， 那么 存在 
一 个 等 于 0 向 基 的 非 平 几 线 性 组 合 ， 并 且 实 际 上 有 这 样 一 个 线性 组 合 ， 它 的 非 零 系 数 最少 ， 假 
定 这 个 极 小 的 线性 相关 关系 式 是 
Qa 十 a0 
内 为 所 有 xz" 天 0， 有 >>1， 为 方便 起 见 ， 可 以 假定 它 包含 前 > 个 向 基 ( 如 果 必 要 ， 可 重 排 编 
叶 )。 同 时 ， 还 有 另 -一 个 相关 关系 式 
六 (gz 十 十 a 和) 二 i 六 ra 


一 Qi 
现在 用 4, 乘 第 一 个 关系 式 ， 然 后 从 第 二 个 关系 式 中 减 去 它 便 得 到 第 :个 相关 关系 式 
QA 一 Ar 十 人 十 人 01 一 二 0， 
它 的 非 老 系数 比 第 -个 关系 式 要 少 、 因为 小 天 1 ，i1，2，…，r 一 1， 这 最 后 -个 关系 式 是 非 
平凡 的 ， 这 就 与 第 一 个 相关 关系 式 的 极 小 性 假设 相 钉 盾 ， 由 而 得 证 ， 口 ] 


1.3.9 定理 如 果 4E 村, 有 个 互 不 相同 的 特征 值 ， 屠 系 A 可 对 前 化 . 
证 明 : 如 果 =(4) 一 2 ，…，))， 设 -是 相应 于 的 特征 向 其， 因为 特征 值 都 各 不 相 
同 ， 根 据 (1.3, 8)，1r ，…，77 基线 人 性 无 闫 组， 因此 ， 再 由 (1.3.7) 可 知 ,， 村 可 对 角 化 ， 
练习 ”给 出 一 个 可 对 负 化 矩阵 AE M, 的 例子 ， 伍 它 没有 互 不 相同 的 特征 值 . 
练习 ”下 (0.9.5) 想 到 ， 管 换算 阵 P 是 其 每 一 行 和 和 侠 一 列 中 恰 有 一 个 分 量 为 1 的 以 0, 1 为 
分 其 的 矩阵 ， 央 丽 卫 一 PP ，， 证 明 AEM, 的 -个 敬 换 相似 重 排 A 的 诸 对 角 元 ， 然 后 证 朋 ， 对 
任 一 对 第 矩阵 ， 存 在 一 个 置换 相似 和 矩阵， 使 其 对 角 元 可 接任 意 顺序 重 排 ， 特 别 是 任 -- 重 复出 现 
的 对 角 元 可 由 邻 地 排放 在 一 起 ， 
短 阵 态 ，BE MM, 关于 乘法 一 般 不 交换 ， 介 是， 如 果 A， 了 都 是 对 角 和 矩阵 ， 它 们 总 基 可 交换 
的 ， 这 后 一 个 结 沧 可 以 使 些 推广 ;在 这 方面 ， 下 而 的 引 理 是 有 益 的 . 
1.3.10 引 理 设 4EM 和 BEJM. 是 纵 定 的 抵御 ， 且 设 
六 [4 | 
[oo Bn 
是 各 与 了 的 直 和 ,那么 ，C 可 对 角 化 ， 当 且 仅 当 妨 和 BB 都 9 叮 对 角 化 . 
证 明 : 如 果 存 在 廿 奇 异 矩 阵 3 E 1M 和 非 奇 异 乱 阵 S, EMM， 使 得 S11AS, 和 5S; 'B5, 都 是 
对 角 托 阵 ， 那 么 容易 验证 S :CS 是 对 前 于 阵 ， 只 复 S$S 有 坡 肖 和 


4 


LE 
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SS 0 
= 
0 5 


反之 ， 设 局 可 对 角 化 ， 存 站 非 痛 异 拓 阵 SE MM 使 S10CS==A 二 disgth， 各; "一; 儿 1m) 是 
对 第 和 矩阵. 如果 用 


[是 

“=) ec EC eC, iel2 mtnm 
-和 
妈 


表示 S 一 [#856]， 那么 ， 对 1 二 1，2， 7 十 m3 ,二 4s, 推出 A& 二.&, 和 By, 一 A.9, 如 
果 在 集合 {& ，…，8- 中， 死 关 向 量 少 于 # 个 ， 则 矩阵 
[各 € Mo 
的 列 秩 (因而 行 秩 } 将 小 于 w， 同 理 ， 如 果 在 集合 {5 ，…， 加 。} 中 ， 无 闫 向 量 少 于 mm 个 ， 则 
算 阵 
[nD E Mm 
的 到 牧 ( 因 而 行 秩 ) 将 小 于 mm、 在 其 中 .种 (或 两 种 ) 情 彤 下 ， 和 矩阵 
| 
€ Men 
六 rt | 
的 行 秩 { 因 而 秩 ) 小 于 十 m; 因为 S 吓 可 道 的 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 ， 在 集合 {6，&，…， 
6.m} 中 惟有 坟 个 线性 无 关 的 向 量 ， 丸 因为 这 每 一 个 向 量 都 是 4 的 特征 向 量 ， 所 以 A 一 定 可 对 
角 化 ， 同 理 可 证 矩阵 B 可 对 角 化 . 口 


1.3,11 定义 ”我们 说 两 个 可 对 角 化 矩阵 六 ，BE MM 同时 可 对 角 化 ， 指 的 基 存 在 同一 个 相似 扑 
阵 SE M,， 使 得 S$ 1AS 和 和 S$S :PS 都 是 对 角 上 矩阵 ， 即 ， 如 果 存 在 同一 个 基 ， 在 这 个 基 下 ， 两 个 
线性 变换 的 开 示 都 是 对 角 和 矩阵 . 

练习 证明 ， 如 果 A，BE M, 同时 可 对 角 化 ,那么 它们 可 交换 ， 提 示 : 写 出 4 一 SD5-: 和 
B=SES', DD 入 部 是 对 角 和 矩阵 ， 然 后 利用 对 角 拓 阵 是 交换 的 事实 计算 AB 和 BA， 这 种 处 
理 方 式 会 经 常用 到 . 

练习 证明， 如 果 AEM, 可 对 和 化 ， 而 4T 是 季 ,。 中 的 一 个 纯 量 答 阵 ， 那 么 A 和 XJ 同时 
二 对 角 化 ， 


1.3.12 定理 设 A. BEM, 可 半角 化 ， 邦 么 ，A 和 8B 可 交换 ， 当 且 仅 当 它们 同时 可 对 角 化 . 
证 明 : 假定 4 和 翌 可 交换 ,在 4 和 有 B 土 间 施 以 一 个 相似 变换 使 4 对 角 化 ， 因 而 ,不 失 一 
般 性 ， 可 以 假定 A 是 以 角 算 阵 ， 仍 不 失 一 般 性 ， 再 假定 4 的 任 一 多 重 特 征 全 相信 地 出 现在 主 
对 角 线 上 ， 因 为 4AB= BA( 上 述 公共 的 相似 变换 不 会 改变 这 一 关系 ) ， 所 以 有 
Ab, = bh, 
其 中 ，B=[5,]， 而 入 ，*…, ,是 A 的 各 特征 值 ， 因 为 0, 一 75, 二 0， 由 此 可 知 ， 只 要 儿 关 
， 就 有 镶 一 0， 因 此 ， 接 上 面 已 经 给 定 的 项 的 顺序 ， 蝇 是 分 块 对 角 和 矩阵 ， 
| 0 
B= » (1.3,13) 
| B, 
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其 中 ， 对 于 入 的 每 个 不 同 的 特征 值 ， 有 一 个 子 块 B,， 每 个 B, 是 一 个 方 阵 ， 其 阶 数 是 与 它 相应 
的 六 的 特 秆 第 的 重 数 . 因为 召 可 对 朋 化 ,根据 (1.3.10)， 华 个 及 可 对 角 化 . 设 荆 是 使 
工 “是 工 为 对 角 算 阵 的 非 奇 异 利 阵 ， 国 为 4 有 分 块 形式 


1 0 ji 
| 
入 一 和 | (1.3.14) 
10 | 
其 中 每 个 纯 量 矩阵 1 与 号 同 阶 . 我 们 看 到 工 'AT 与 TT 1BT 部 是 对 角 和 矩阵 ， 其 中 本 是 直 和 
TT 0 
T 
工 二 | | (1.3. 15) 
0 了 T | 


注意 ，T 了 W141 一 1, 

道 命题 已 包括 在 前 面 一 个 练习 中 . 口 

作为 本 闻 的 结束 ， 把 (1. 3. 12) 排 广 到 较 大 的 所 阵 集合 ， 并 且 对 不 可 对 角 化 此 阵 的 情形 给 出 
一 个 较 鸡 的 结果 ， 
1.3.16 定义 ” 答 阵 的 … 个 旗子 CM4. 是 毕 阵 的 任 一 (有 限 的 或 无 限 的 ?集合 ， 而 交接 族 是 其 每 一 
对 拖 阵 在 乘法 下 都 是 可 交换 的 族 ， 我们 称 子 空间 WSC 对 AEM 是 A- 不 变 的 ， 是 指 Aw€ 低 
对 每 个 wEW 成 立 ; 称 W 对 族 3FM, 是 .不 变 的 ， 是 指 多 对 每 个 4 区 去 是 二 不 变 的 . 

注意 ， 如果 4EM,，C" 的 - - 维 人 不 变节 空间 中 的 得 个 非 零 元 素 是 4 的 特征 向 量 ， 

练习 设 4E 邮 ， 婧 杂交 是 维 数 至 少 为 1 的 C 的 A- 不 变 子 空间 ， 证 明 存 镀 中 有 A 的 一 
个 特征 向 量 ， 提 示 : 选取 WW 的 一 个 基 ， 然 后 考虑 作为 WW 上 的 线性 变换 丁 ，w-~Aw 的 基 表 示 
年 阵 、 证 明 这 个 矩阵 有 -- 个 特征 值 ， 要 点 是 : 为 什么 丁 是 W 上 的 线性 变换 ? 

一 个 重要 的 结论 是 下 而 的 引 理 . 
1.3,17 引 理 如 昌 ?人 -M, 是 交换 族 ， 耶 么 ， 存 在 向 量 LEC"， 它 是 每 个 AEF 的 特征 向 其 . 

证 明 : 设 尔 二 C 是 有 最 小 正 维 数 的 人 不 变 季 空间， 这 样 的 玉 存在 ， 但 未 必 唯 一 ， 因 为 
C" 本 身 就 是 地 不 变 的 ， 所 以 知道 布 一 个 ”维和 关 不 变 子 室 间 如 果 存 在 2 一 1 维 纪 不 变 子 空间 ， 
那么 就 要 问 是 省 存在 一 2 维 元 不 变 子 空间 ， 等 等 ， 实 际 上 ， 只 要 证 明 环 中 的 每 个 非 零 向 量 
是 每 个 AE 必 的 一 个 特征 向 量 ， 就 完成 了 引 理 的 证 明 ， 假 如 上 述 情形 不 成 立 、 那 么 ， 对 蘑 个 蝶 
阵 AE3， 并 非 天 中 每 个 非 零 向 其 都 是 A 的 特征 向 最， 但是， 内 为 钱 是 和 本 变 的 ， 所 以 它 是 
二 个 变 的 ， 岗 而 在 网 中 有 xz 了 0， 使 得 4z 一 Mr 对 某 个 特征 值 和 4 成立， 定义 Wi 二 {yEW， Ay= 
4y}， 于 是 EW,， 且 W. 守 W 是 一 个 子 空间 ， 因 为 关于 及 的 根 没 ， 斌 , 关 W， 央 责 W, 的 ( 正 ) 
维 数 严 格 小 于 二 的 维 数 ， 设 BE 如果 xEW,， 则 有 BrEW， 这 是 内 为 WW,W 且 WW 是 了 
人 不 变 的 .但 是 男 方面， 因为 是 交换 族 ,，A(Bx) 一 CAB)r==(BAYr 一 B(Ary 一 B(Ar) 一 


L501 
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MB)， 因 而 得 出 Hx€ W。， 由 此 可 知 ，W 是 3- 不 变 的 ， 但 因为 W, 有 严格 低 填 殉 的 正 维 数 ， 
这 就 产生 了 了 矛盾 ， 证 毕 . ED 
引 理 (1. 3. 17) 吓 关于 任意 基数 的 交换 族 的 . 特别 是 ， 如 果 8 二 {有 A，B) 是 只 有 两 个 个 阵 的 
族 ， 那 就 是 说 ， 什 一 对 交换 答 阵 有 一 个 公共 的 特征 向 明定 理 (1. 3,12) 是 说 ,如果 有 态 和 上 B 不 
仅 可 交换 府 玫 每 -个 也 都 可 对 和 角 化 ， 人 我 们 的 下 一 个 结果 要 证 明 ， 关 十 
两 个 可 对 角 化 矩阵 的 这 挤 族 的 上 述 性 质 不 是 它 所 特有 的 ; 这 个 结论 可 以 推广 到 具有 性 意 基数 
的 族 . 
1.3.18 定 久 同时 可 对 前 化 的 族 .3C.JM, 昆 这 样 一 个 族 ， 关 十 这 个 族 ， 存 在 同一 个 韭 奇 异 敌阵 
SE jj,， 使 得 对 公 个 4 六 5S 445 足 对 角 和 矩阵 


1,3,19 定理 设 ?CM 是 出 可 对 角 化 矩阵 组 城 的 诬 ， 那 么 ,是 交换 族 . 当 且 权 当 它 屁 同时 
可 对 角 化 的 族 . 

证 明 : 站 果 闻 同时 可 对 角 化 ， 则 么 ， 根据 前 面 的 练习 ， 它 是 父 换 族 ， 对， 作 归 纳 法 来 证 明 
其 逆 俩 题 ， 如 果 ?一 1， 就 没有 什么 可 证 的 了 。 央 为 每 个 族 虐 是 交换 的 ， 也 是 对 贡 的 ， 假 设 性、2， 
并 开 息 定 ， 对 一 1， 2，…，n 一 1， 关 于 满足 假设 的 所 有 大 x 矩阵 族 ， 结 论 已 经 证 明 ， 姐 果 人 
的 每 个 短 阵 是 纯 节 拒 阵 ， 那 就 无 须 证 明 ， 因此， 可 以 假定 ，AE.; 是 某 个 其 有 特征 秆 241， 
入 ，"…，A4《 其 中 至 少 有 两 个 不 相同 ，2 访 & 委 4) 的 nXn 可 对 角 化 矩阵 ， 还 假定 ， 对 每 个 矩阵 
BE, AB 一 BA， 有 利 每 个 BEz¥ 训 对 角 化 ， 采 册 与 (1. 3,12) 沾 相同 的 论证 ， 可 以 把 情况 简化 
为 , 入 实际 上 是 对 角 王 阵 ，4 的 全 多 重 特 征 值 相 邹 地 出 现 ， 日 特征 值 的 顺序 是 同 定 的 ， 即 及 
有 形式 (1. 3. 14)， 因 为 每 个 BE 与 4 交换，(4.3.12) 店 证明， 每 个 BE 有 阶 数 为 nn--1 或 小 
十 4 一 1 的 矩阵 直 和 形式 C1, 3. 13)， 在 01. 3.13) 中 他 块 的 阶 数 和 位 性 完全 由 4 的 诸 特 征 值 的 重 
数 和 顺序 所 确定 ， 因 此， 对 于 所 有 BE 部 它们 都 是 相同 的 ， 因 为 ， 上 所 有 条 阵 BE 都 可 交换 
(不 只 是 与 入)， 且 每 个 BEY 有 一 个 走 和 形式 (4,3.13)， 所 以 ， 闻 中 任 一 矩阵 的 个 直 和 被 加 
下 块 中 的 每 -个 郁 是 的 其 他 每 个 算 阵 的 相应 于 块 可 交换 ， 并 且 ， 根据 (1. 3. 10)， 这 每 个 子 块 
都 可 对 角 化 ， 由 归纳 假设 ， 存 在 大 个 相应 阶 数 的 相似 吓 隆 了 ，T.，…，T,。 它们 中 的 每 一 个 
部 使 多 让 的 每 个 矩阵 的 对 应 子 块 对 角 化 ， 正 如 (1 13, 15)? 中 的 直 和 那样 ， 直 和 全 介 开 四 有 了 
使 “中 的 每 个 矩阵 对 角 化 . 加 

附注 与 这 一 节 相 关 的 两 个 重要 问题 将 推迟 到 第 3 章 讨论 ， (1) 给 定 AA， HEM， 吉 

何 确定 入 是 香 号 是 相 羽 ? 这 是 促成 求 相似 下 的 标准 形 的 动机 。，(2) 耻 计 算 已 知 和 矩阵 

六 EM, 的 特征 向 量 ， 我 们 如 何 判 别 它 是 否 可 对 和 角 化 ? 

作为 交换 性 的 最 后 一 个 附注 ， 我 们 注意 到 ， 虽 然 4B 与 BA 未 必 是 碍 同 的 矩阵 (并 由 即 使 
再 者 都 和 定义 ， 它 伟 未 必 是 辐 阶 的 )， 供 是 从 它们 的 特征 值 来 看 ， 几 乎 是 相同 的 ， 如 果 和 和 也 
部 是 方 陡 ，AB 和 BA 怡 有 相同 的 特征 值 . 
1.3.20 定理 假定 AEM.,，BE Ms。， 上 mmr 坟 xn， 那 么 BA 与 4B 有 相同 的 特征 值 ( 重 特征 什 


控 重 数 计算 }。 再 附加 nn 一 mm 个 等 于 0 的 特征 值 ， 妈 paa ki) 二 "pa (tf) ， 如 果 m 一 n,， 且 有 入 或 
号 至 少 有 一 个 彰 奇 异 ， 那 么 AB 与 BA 模 似 . 
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证 明 : 考虑 以 下 两 个 涉及 An 中 的 分 类 拭 阵 的 全 等， 
[2 中 4]- [A 84], 


B ollo 1 LB BA 
1 410 01 FAB ABA 
|, | sa]=[ BA | 
岗 为 分 块 矩 阵 
rj Nem 
ro I 


站 奇异 ( 它 的 所 有 特征 值 是 十 1)， 得 出 


“I "| “= | 
0 了 人 


印 丙 个 (mr 十 总 X( 十 拉 拭 阵 
AB 0 0 0 
0 =[ 0 和 C7 [s 网 

相似 .Ci 的 特征 值 是 AB 的 特征 值 再 加 上 ?2 个 零 ，C; 的 特征 值 基 BA 的 特征 值 再 加 上 mm 个 零 . 
内 为 根据 (1. 3.4)，C 与 C: 的 特征 值 相同 ( 计 相 重 特征 值 )， 所 以 定理 的 主要 论断 已 经 证 明 . 
最 后 一 个 论断 可 从 以 下 结果 推出 ,如果 4 是非 奇异 的 ， 且 m 一 nx， 那么 AB=A(BAYA 1， 
习题 

1] 如 果 4，PEM.， 昌 与 了 可 交换 .证明 A 和 关于 8B 的 任 一 多 项 式 可 交换 . 

2. 旭 4，BEM， 且 有 ah 一 Ti 和 sa09)= 一 ia，…，im}， 如 果 生 和 号 可 对 角 
化 ， 且 可 交换 ， 证明， 存在 1，…， 的 某 个 排列 2 ，…，i, ,使 得 4 十 中 的 特征 值 是 

pT Ce 

3, 如 果 AEM, 和 有 A 一 S$ 1DS, 了 二 diag(di， dd)， 且 jp(') 是 多 项 式 ， 证 明 p(A4) 一 
SS pID)S 和 pCD) 一 diag(ptdi)，…， pld,))， 只 要 能 使 4 对 角 化 ， 这 就 提供 了 计算 p(A) 的 
一 个 简便 方法 

4 给 出 随 个 变换 官 阵 不 可 同时 对 角 化 的 例子 .这 与 定理 (1. 13. 12) 了 矛盾 晒 ? 

5. 如 果 AE MM 有 互 不 相同 的 特征 值 ， 且 与 给 定 的 和 矩阵 BE M, 可 交换 ,证明 是 次 数 至 
凶 为 4 一 1 的 关 十 4 的 多 项 式 . 提示 : 采用 在 定理 (1. 3.12) 的 证 明 中 使 用 过 的 方法 ,， 证明 占 和 
六 一定 同时 可 对 角 化 。 然 后 想到 ， 给 定 互 不 相同 的 数 a ，…，a, 和 让，…， 及 ， 存 在 一 个 次 数 
至 多 为 n 1 的 (Lagrange 播 值 洛 项 式 p(*)， 使 得 pa) 一 RR， 见 (0.9.11). 

和 如 洒 AE IM 可 对 角 化 ， 考 虚 特 征 多 项 式 pa (1)， 证 明 ps(4) 是 零 矩 阵 ， 

7 设 矩 阵 轧 ，BE M,， 如 果 A 一 B， 就 称 A 是 B 的 平方 术 ， 证 明 对, 中 的 每 个 可 对 角 化 
和 卸 阵 有 一 个 平方 根 . 

8. 如 果 加，BEIM,， 且 人 宇 少 有 一 个 有 互 林 相同 的 特 牢 值 (关于 郧 一 个 ， 其 素 连 它 可 对 角 化 
都 没有 假设 )， 证明，A 种 可 交换 ， 当 县 仅 当 它们 同时 可 对 角 化 ， 提 示 : 充分 性 的 证 明 是 容 
易 的 ; 至 于 必要 性 ， 试 图 采取 如 下 形式 的 论证 来 作为 (1. 3. 12) 所 采用 的 方法 的 一 个 补充 ， 假 定 


| 于] 


[5 
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BB 有 瑟 不 相间 的 特征 值 , 4EatB}. 且 Br 一 hx 以 x0， 杆 是 BIA) 二 A(Br}y 一 AMr 一 4， 
由 此 提出 Axr 也 是 召 的 属于 4 的 特征 向 盟 ， 因 为 不 可 能 存在 两 个 这 样 的 线性 无 闫 的 向 其 (因为 4 
是 单 重 的 )， 所 以 Ar 忆 绵 是 > 的 js 信 ; 即 委 1 一 gr， 因 此, 玉 的 每 个 特征 向 量 也 基 4 的 特征 向 
量 ， 并 且 人 三 B3 对 角 化 的 这 些 特 征 向 景 所 组 成 的 同 一 个 矩阵 也 使 A 对 角 化 ， 有关 这 问 - -个 命题 
的 其 他 处 理 方法 ， 见 习题 12 和 13， 

8 对 定理 (1.3. 20) 的 下 述 另 一 个 证 明 作 洋 纲 的 论述 ，(a) 首先， 假定 4，BE M,. 莫 其 中 
至 少 有 一 个 是 非 奇 异 的 ， 证 时 48 相似 十 BA， 内 而 48 和 BA 的 特征 多 项 式 机 同 ， 提 示 ， 苍 


rl 
和 A 是 性 合 罕 的 ， 则 BA4 一 A CAB)A， 此 时 ,ofAB)=qtBA，(b} 浪 虑 奇 绰 矩阵 六 = 0 和 


"0 0 
6 ， | 证明 AB 与 BA 不 相似 ， 朋 它们 吉 相 同 的 特征 值 、(m) 还 明 ， 和 车 4，BE ML ， 网 AB 


与 34 有 相间 的 特征 值 ， 包括 重 特征 值 ， 提 示 : 状 虚 下 面 的 分 析 论 广 ， 对 所 有 侈 分 小 的 8 说， 
和 A 三 A4 十 el 是 非 奇 蜡 的 ; 内 而 A.B 与 BA, 相似 ， 该 人 了 与 BA, 有 相同 的 特征 多 项 式 . 恕 果 我 
们 现在 令 es 一 0， 取 极限 不 能 梨 证 其 相似 性 ,但 其 特征 多 项 式 仍 然 相 等 、 这 是 因为 Prin ti) = 
dettr1 一 A.B) 连 续 地 依赖 e， 因 此 48 与 534 有 相 癌 的 特征 和 多项式、 因而 有 相同 的 特征 值 ， 和 包 
括 重 特征 值 ，( 由 最 后 ， 若 六 E MBE Ms， 证 明 ，AB 与 BA 有 相同 的 特征 值 ， 包 括 重 特 
征 值 ,但 不 包括 BA 男 有 的 # -rm 个 为 0 的 特征 值 (假定 mo) 等 价 地 ，pra (0 一 “pws (4). 
提示 : 从 At 深 加 若 FF0 行 ) 以 及 Bi 浴 如 苦于 0 列 ) 作 陆 个 新 的 nxn 矩阵， 利用 最 后 -- 个 结果 ， 
把 两 个 新 的 (经 过 适当 分 抉 的 ) 矩 阵 乘 积 与 原 有 的 两 个 乘积 进行 比较 . 

10. 利用 (1. 3. 8) 证 明 下 述 扒 广 ; 设 AEM, 己 知 ， 且 入 ，…, 0 是 入 的 互 不 相同 的 特征 


的 的 人 
特征 向 量 的 无 关 组 ， 证 并 ， 诸 集合 之 并 人， 二 UL 
一 个 无 闫 组 ， 提 示 ; 如 果 某 个 线性 组 台 是 零 、 比如 
由 由 £ 
0 DD = Ds, , 


利用 (1. 3. 8) 证 明和 舞 个 y" 一 (0. 

11, 对 引 理 (1, 3. 17) 的 下 述 另 一个 更 具 构 造 性 的 证 明 作 详细 论述 (ay 证 明 , 共 A BE 
MM 可 交换 ， 则 它们 有 -个 公共 特征 向 是 ， 提 示 : 设 上 是 4 的 一 个 特征 向 量 ，Ar = 二， 2 天 0 
然后 考虑 序列 r+，Bxr。 于 +，B*x，…， 这 个 序列 中 - : 定 有 一 个 元 素 与 它 前 面 的 苑 素 线性 相关 ， 
取 最 靠 前 的 这 种 元 素 ， 如 Biz ， 所 以 5 二 Spanix，Br ，B?x、，…，B* 1x) 是 如 的 一 个 不 变 子 空 
间 ， 到 而 存 侍 某 个 非 零 yXES 使 得 By 一 py， 但 是 4 序 r 一 BA 一 Br 一 1Drr， 内 而 5 中 的 每 
个 非 零 向量 也 是 A 的 特征 问 量 ，{b) 车 多 二 iA ，A,，-…，AA} 是 -个 有 限 交 换 族 ， 用 归纳 法 
证 明 ， 对 所 有 4, 有 一 个 公共 的 特征 向 其 ， 提 示 ; 车 4 闫 0 是 A，A,，…， 和 A ,的 一 个 公共 特 
征 向 其， 和 像 (a) 中 那样 ， 考 虑 序列 y。Awy、A3y，Alw， 以 (0) 车 FCM, 晤 “个 没 和 在册 
数 的 交换 族 ， 注 意 到 在 于 中 不 可 能 有 多 于 wr 个 线性 无 关 算 阵 ， 选 一 个 极 大 无 筠 组 肯 利 用 (hb) 证 
明 ， 这 个 有 限 组 的 公共 特征 向 其 是 的 所 有 元 素 的 公共 特征 向 量 . 
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12. 如 果 4=diag(0， 和 如 ，…，j)EAM 有 nn 个 于 不 相同 的 对 角 元 ， 用 定理 (1.3. 127? 的 证 
明 思 想 证 上 明 ， 对 某 个 BE M,， 48= BA， 当 且 仅 当 吾 本 身 是 对 角 抵 阵 ( 但 不 必 具 有 不 同 的 对 第 
元 ). 

13. 假设 AEM, 有 ?个 互 不 相同 的 特征 值 . 如 果 对 革 个 BE M,，AB= 二 BA， 证 明 B 可 对 
角 化 , 且 A 机 BB 同时 可 对 角 化 ， 提示， 如果 六 二 SAS 1， A 是 对 角 和 矩阵， 证 明 4 与 SBS 训 
交换 ， 然 后 利用 习题 12. 

14. 把 习题 13 的 结果 推广 到 交换 族 CMM,， 这 个 族 至 少 包 含 一 个 具有 nn 个 互 不 相同 的 特 
征 值 的 短 阵 ， 试 将 这 个 结果 与 假定 族 的 所 有 成 员 都 是 可 对 角 人 此 的 定理 (1. 3. 19) 作 一 比较 ， 这 是 
一 个 较 强 的 纤 果 吗 ? 

二 考虑 分 抉 对 角 征 阵 A 一 diag Gu 有， 各， EM， 其 中 ，1 EM, ， 如 果 i 学 j， 
则 六 去 有 且 各 十 吉 十 十 i 二 n， 证明， 对 某 个 BEIM,，AB 二 BA， 当 且 仅 当 算 阵 B 有 分 块 
对 角 吞 阵 形式 BdiagtB;，Bs. …，Bi)， 其 中 ，B, EM ，j 二 1，2，…， 上， 这 个 结果 与 习 
题 ]2 有 何 关系 ? 

16. 设 各 BE， 假定 和 或 刀 非 奇异 ， 如 果 4B8 可 对 角 化 ,证明 BA 也 是 对 角 化 ， 考 


_ro 1 _Fl 1 ， 淋 中 启示 基因 让 
虑 4=| ,| 和 B-| |， 说 明 ， 如 果 4 和 了 都 是 奇异 的 ， 上 述 结论 未 必 成 立 , 


1, 4 特征 向 量 


迄今 为 止 ， 忆 经 着 重 讨论 广 AE M, 的 特征 值 ， 也 讨论 了 相应 的 特征 向 量 ， 特 征 向 量 不 仅 
在 对 第 化 中 起 重要 作用 ， 而 且 在 各 种 应 用 中 也 有 它们 的 用 场 ， 为 此 还 机 较 深 入 地 讨论 特征 向 
其 . 不 过 先 从 关于 特征 蔓 的 另 一 个 论断 开始 . 


1.4.1 论断 设 AEM,， 那么 ，(a} A' 与 A 有 相同 的 特征 值 ( 重 特征 值 按 重 数 计算 )、(b) 六 ' 的 
特征 值 必 上 4 的 特征 值 的 复 共 匈 ( 重 特征 值 按 重 数 计 算 )， 

证 明 : 内 为 et 一 4 一 det 一 4 二 det 一 上 ， 所 以 pr (0) 一 pa(1)， 轩 而 (a) 得 证 ， 类 
似 地 ，det0 一 和 A") 二 det[ G1 一 A ]--dert1 一 A)， 由 此 推 知 py 人 一 四 (0， 因 而 (b) 得 证 ，” 口 

练习 如 果 x，y€C' 都 是 A 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 , 证 明 x 和 的 任 一 非 零 线性 
组 合 也 是 相应 于 的 特征 向 其 ， 由 此 得 出 ， 属 于 某 个 特征 值 4€ olA) 的 所 有 特征 向 量 连 同 零 向 
其 组 成 的 集合 是 CC" 的 一 个 子 空间 ， 

练习 ”说明 在 上 述 练习 中 所 描述 的 子 空 间 恰 好 是 4- 47 的 零 空间 . 


1.4.2 定义 设 AEM， 对 于 给 定 的 EC4)， 满 足 Ar 一 hx 的 所 有 向 量 .xEC" 的 集合 称 为 A 
的 相应 于 特征 值 4 的 特征 空间 ， 注 意 ， 这 个 特征 空间 的 每 个 非 零 元 素 是 4 的 相应 于 1 的 一 个 特 
征 向 量 . 

练 可 证 明 ，A 的 相应 于 特征 秆 ;的 特征 空间 是 A- 不 变 子 空间 ， 得 是 ， 反 之 不 成 立 ， 证 
有 明 一 个 极 小 的 4 不 变 子 空间 (不 真 包含 较 低 维 的 非 平凡 入 不 变 子 空间 ) 是 单独 由 4 的 一 个 特征 
向 量 生 成 的 ， 提 示 : 运用 (1, 3, 17 之 前 的 练习 . 

如 果 知 道 AE M, 的 一 个 畦 征 值 ， 一 个 计算 相应 特征 向 量 的 方法 是 解 线性 方程 组 


12 囊 了 章 


(A—Al)r — 0. 

这 个 方程 组 从 理论 .上 看 是 简单 的 ， 而 实用 上 未 必 行 之 有 将 .这 个 方 穆 组 的 所 有 解 的 集合 组 成 特 
征 空门 , 
1.4.3 定义 4EM 的 相应 于 特征 值 的 特征 空间 的 维 数 称 为 特征 值 4 的 几何 重 数 ,1 作为 特 
征 多 项 式 pv) 的 零点 的 重 数 (至 此 ， 已 经 涉及 了 重 数 概念 ) 称 为 特征 值 4 的 代数 重 数 ， 一 般 说 
来 ， 这 两 个 概念 是 不 辐 的 ， 在 述 及 特征 值 时 ， 旭 果 丰 加 限制 地 使 用 术语 重 数 ， 那 通常 指 的 是 代 
数 重 数 ， 我 们 将 采用 这 个 约定 . 

应 该 指出 的 有 是， 几何 重 数 正好 是 相应 于 菜 个 特征 值 的 线性 无 关 特 征 向 其 的 最 大 个 数 . 

练习 证 明 , 各 E 好 的 一 个 特征 倩 的 儿 何 重 数 不 大 于 ， 肯 可 能 小 于 它 的 代数 重 数 ， 如 果 
代数 重 数 至 少 是 1， 部 么 几何 重 数 军 少 是 1， 提 示 ; 息 定 的 几何 重 数 是 上 ， 且 度 SE ML 是 以 
4 的 相应 于 的 线性 无 关 特 征 癌 莉 为 其 前 上 个 询 的 韭 奇异 矩阵 ， 采 用 类 似 于 (. 3.7) 中 所 用 过 


A | 
oi | TEA ， 因 而 得 出 结论 ，》 的 代数 重 数 至 少 屁 此 . 


的 证 法 ,证 明 $ :4S 有 展 式 


1,4.4 定义 ”如 内 水 阵 AE M, 的 某 个 特征 值 的 几何 重 数 送 格 小 于 其 代数 重 数 ， 就 称 4 是 亏损 
的 .如 果 每 个 特征 值 的 元 何 恒 数 都 和 其 代数 重 数 相同 ， 就 称 A 是 非 亏 山 的 ， 如 果 AE M, 的 每 
个 特征 值 恰好 有 儿 何 重 数 1 不 考虑 代数 重 数 )， 就 称 4 是 非 减 次 的 ， 所 有 这 些 概 念 都 是 经 典 
的 ， 它 们 在 某 些 场 台 被 广泛 采用 . 

我 们 弄 出 ， 一 个 非 减 次 的 ， 非 地 损 的 算 阵 就 是 一 个 具有 互 不 相同 的 特征 值 的 和 矩阵， 另外 ， 
矩阵 4 和 M, 可 对 角 化 ， 当 是 仅 当 4 尾 非 亏损 的 ， 这 只 是 重 述 (1.3.7)， 它 罕 出 了 每 个 特征 什 
有 足够 多 的 相应 线性 无 关 特 征 向 量 的 必要 性 ， 


145 例 尽管 A 和 A" 有 相同 的 特征 慎 ， 但 是 它们 的 相应 于 某 个 特征 值 的 特征 问 基 订 能 完全 
不 同 ， 倒 如 ， 设 
2 3 
4 Ls ,| 


半 么 ,A 的 相应 于 特征 值 2 的 (一 维 ) 特 征 空间 由 | 生成，iW A1 的 相应 特征 空间 由 


1 

1 
| 50] 

练习 验 让 (1.4, 5 的 细节 . 

很 明 蜡 ， 迄 今 拆 曾 述 的 特征 值 和 征 疝 量 前 理论 ， 可 以 平行 地 对 堪 滋 以 行 向 起 来 进行 曾 述 ， 
渚 特征 值 将 会 相同 ， 但 诸 特 征 向 量 - 般 不 同 ( 即 使 考虑 到 行 对 应 于 列 ). 
1.4.6 定义 非 零 向 量 EC 称 为 AEM, 的 相应 于 AEatA) 志 特征 向 量 ， 是 指 

Vy 


-如 果 有 必要 明确 ， 就 称 (1. 1 3) 中 的 向 量 为 洛 特 西向 量 ， 当 上 下 文 不 要 求 区 划 时 ， 就 只 说 特征 向 量 . 


练习 证 时 ， 相 应 于 AE 1M, 的 特征 值 的 丰 特 征 向 量 x 是 4 的 相应 于 克 的 右 特 征 向 是， 
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间 时 y 是 机 的 相应 于 4 的 右 特 征 向 量 .， 用 例子 说 明 ， 即 使 对 于 AE MM (R)y， 左 特征 向 措 和 右 特 
征 问 最 也 末 必 相同 . 

入 C0.5.2) 可 知 ， 两 个 辣 基 zx，xwEC 称 为 正 交 ， 是 指 y* x 一 0.， 下 面 的 结果 称 为 双 正 交 
原理 ， 
47 定理 如 果 AEM,， 且 A， EatAY, 4 天 pp， 部 么 A 的 相应 于 jy 的 尾 一 东 特 征 向 量 与 A 
的 相应 于 4 的 任 -- 右 特征 向 量 正 交 . 

证 明 :; 设 yEC" 是 A 的 相应 十 jg 的 左 特征 向 量 ， 而 xzEC" 蚌 和 的 相应 于 的 石 特征 向 量 ， 
用 是 种 方式 计算 ，x* Ar 


NA Ar) ACYy' x) 
一 人 TT py 2). 
办 为 4 关 &g， 所 以 Ay" 二 pv x 的 唯一 可 能 方式 是 yr 二 0， 即 与 y 正 交 . 
练习 如 内 A' 一 AE€M,， 基 有 太 是 Hermite 和 矩 阵 ， 日 六 有 互 不 相同 的 特征 值 ， 证 明 存 在 入 
的 个 两 两 正 灾 的 ( 右 ) 特 征 向 量 ， 从 {1.1) 节 习题 8 可 知 ，A 的 特征 值 都 有 是 实数 ， 提 示 : 内 为 
4 一 4， 在 特 征 向量 与 右 特 征 癌 重 相同 ， 庶 用 (1. 4. 7)， 
在 一 齐 将 看 到 ， 人 在 上述 练习 的 陈述 中 ， 关 于 了 不 相同 的 特征 值 的 假定 是 不 必要 的 . 
面 贤 指出 ， 特 征 向 量 在 相似 下 的 变异 上 方式 是 简单 的 . 而 特征 值 当 然 在 相似 下 不 变 ， 


1,4.8 定理 设 和 A，BEM,， 如果 xz€EC" 是 相应 于 4Ecz(B) 的 特征 向 景 ， 且 了 经 S 与 4 相似 ， 
那么 Sr 是 A 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
证 阴 : 如 果 B=$ AS， 及 Br=hr， 那么 5S- 1ASxr 一 Az， 或 4S7r=)19r， 因 为 S 非 霖 异 ， 
H 绪 性 0， 所 以 Si 关 9， 因而 Sr 是 A 的 特征 向量. 
练习 验证 e=[1，1，1]7 是 


站 2 3 
3 2 1! 
2 3 1 
的 特征 向 量 ， 如 果 卫 =diag(1，2，3)， 确 定 D-1AD 的 一 个 分 量 爹 为 下 的 特征 向 量 . 

作为 本 节 的 最 后 一 个 绪论， 我们 指出 ， 可 以 利用 特征 向 最 得 和 到 有 关 主 于 矩阵 的 特征 值 的 结 
米 . 这 个 结果 为 一 个 特征 值 的 几何 重 数 与 代数 重 数 之 间 的 不 等 式 提供 了 又 一 个 证 明 . 
上 和 9 定理 设 4cNM. 且 4AEC 已 印 ， 艾 设 A 衬 1 是 某 个 正 整数 ， 性 虑 下 列 一 个 命题 ， 

(a) 4 是 几何 重 数 至 少 为 的 态 的 特征 值 . 

Cb) 如 果 AEM,, 昆 A 的 -个 主子 算 阵 且 mn-- 记 ， 那 么 4 是 4 的 特征 值 

(c) 4 是 代数 重 数 至 少 为 上 的 入 的 特征 值 ， 
姥 么 ，(a) 蕴涵 tb}， 而 (hb) 蕴 滑 Cc)， 特 别 是 ， 特 和 红 值 的 代数 重 数 至 少 等 十 它 的 儿 何 重 数 . 

证 明 ; 假定 (a) 上 成 立 ， 且 设 AE M。 是 4 的 阶 数 为 m 汪 n 一 的 主子 矩阵 ， 因 为 可 以 运用 置 


换 相似 和 《1.4. 8) ， 所 以 不 妨 假 定 4 出 现在 4 的 左上 角 . 设 症 ，…， ww 是 A 的 相应 于 特征 信 】 
的 线性 天 关 特 征 向 证 .把 A 和 得 个 庆 分 成 


站 


L60) 


“一 | |， EEC 
Te 


因为 向 量 ww ，…，xru 是 维 数 为 寺 一 mm<z 一 (一 上 一 让 的 空间 中 的 二 个 向 量 ， 所 以 它们 是 相关 
的 ; 因而 存在 本 全 为 零 的 纯 节 o  ，…，uEC， 合 得 om 十 人 十 au 三 0， 于 是 v 三 gj 久 十 十 


sme=| [#0, 其 中 一 ai 十 … 十 qs 产 0， 月 Av 二 Av， 把 这 个 等 式 写成 分 庆 形 式 便 得 到 


A x fu TA] A 
“= 
这 说 明 4 是 4 的 特征 值 ， 这 正 是 (b) 中 的 结论 . 
现在 假定 人 b) 成 立 ， 并 且 想 到 恒等式 (1.2.13)， 这 个 恒等式 把 特征 多 项 式 pa(t) 的 导数 与 
入 的 ?个 主子 年 阵 Ai ，…， 人 4 的 特征 多 项 式 ps (0 联系 起 来 。 如果 & 一 1， 那 就 没有 和 什么 可 证 
的 ， 如 果 &>1， 那 么 (D) 是 说 ，) 是 每 一 个 A, 的 特征 值 ， 因 巩 ， ps (3) 一 0， 月 加 (AU) =0， 如 
果 上 小 2， 微 分 以 等 式 (1. 2. 13) 得 


PADIE DAGE C1. 4. 10) 
一 上 


然后 利用 (1.2. 13)， 南 每 个 A, 的 诸 主子 抢 阵 的 特征 多 项 式 之 和 代 蔡 等 式 右边 的 狂 个 导数 ， 因 
为 六 的 一 个 主子 怎 阵 划 去 了 一 行 和 一 列 ， 所 以 它 是 4 的 阶 数 为 了 一 2 的 主子 第 阵 ， 把 (b) 中 的 
假定 和 恒等式 (1.2. 13) 用 到 每 个 A, 就 得 到 p% (4) 一 0、 重 复述 论证 便 可 证 明 ， 对 ;一 0， 
1， ,下 一 1， 各 阶 导数 px* (和) 都 为 零 ， 因 而 2 的 代数 重 数 至 少 为 上 . 广 
习题 

i. 证明，AE MM 有 秩 1， 当 且 仅 当 存 在 两 个 非 零 向 量 xz，y€C"， 使 得 

站 二 ry 

并 有 日 证 明 ; (a) 这 个 A 至 多 有 一 个 (代数 重 数 是 1 的 ) 非 零 特 征 值 ，(d) 这 个 特征 值 是 v* x， 
tc 了 和 > 分别 是 相应 于 这 个 特征 值 的 石 特征 向 量 和 去 特征 向 量 . 特征 值 0 的 几何 重 数 是 多 少 ? 

2. 证 明 ， 秩 为 上 的 短 阵 和 EM, 可 以 写成 

站 一 ET 二 十 zy ， 

其 中 ,yy"”EC' ,1 一 1，…，， 基 A 为 个 秩 1 的 矩阵 之 和 ， 提 示 : 求 出 肯 个 线性 无 关 
的 行 和 列 ， 然 后 利用 其 余 的 行 和 列 可 以 用 它们 来 表示 的 事实 ， 

3. 假定 TE M, 是 上 二 般 矩 阵 ， 且 它 的 互 不 相同 的 特征 值 1，…，z 沿 对 角 线 从 左 圭 角 到 
右 下 角 依 次 出 现 ， 证 明 ， 存 在 了 的 相应 于 7, 的 一 个 右 特 征 向 节 ， 它 的 最 后 n 一 ; 个 分 量 都 是 0， 
眶 上 凡 存 看 全 的 相应 于 1 的 一 个 左 特征 向 最， 它 的 前 i 一 1 个 分 量 都 是 9， 如 果木 是 开 木 相同 
的 ， 于 交会 怎样 呢 ? 

4 证明， 在 (1.2.7d) 中 所 列 出 的 矩阵 的 ( 仅 有 ) 特 征 值 ] 有 几何 重 数 1， 撒 述 它 相应 的 特征 


空间 . 
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5 尊 虑 分 块 三 角 征 虹 
A= [人 i A EM. i=1.2, 
0 A, 

证 明 入 的 各 特征 信忠, 的 各 特征 值 由 加 土 Asz 的 各 特征 倩 ( 计 相 重 特征 值 )， 奶 果 reEC" 是 
六 的 相应 十 4&at A 的 石 特征 向 量 ， 击 yEC* 昆 A 的 相应 十 jE colA2s) 的 左 特征 向 基 ， 证 
lec mi ec “是 A 的 分 别 相应 于 A 的 右 特征 向 若 和 相应 于 的 左 特征 向 量 ， 关 
于 入 的 分 别 和 应 于 和 和 的 堪 特征 向 其 和 右 特 征 向 量 ， 你 能 说 些 什 么 9 你 能 把 这 些 结果 推广 到 
具有 什 意 多 个 对 角子 块 的 分 块 一 角 惩 阵风? 

6. 如 果 AE€ MM 闫 十 一 个 几何 重 数 是 1 的 特征 值 有 下 分 量 的 左 特征 癌 量 和 布 特 征 向 雁 证 
明 ， 除 了 与 这 些 问 恒 苏 一 个 倍数 的 癌 量 议 外 ，A 丰 没有 其 他 分 其 是 非 贡 的 特征 向 基 ， 

7. 在 这 个 习题 中 ， 概 述 关 于 求 AE M 的 最 天 特征 值 及 其 相 庶 的 特征 向 量 的 詹 法 ， 我 们 作 
革 些 彼 定 以 简化 论述 ， 日 使 分 析 部 分 可 以 更 为 明确 .人 恨 征 AEM 有 互 不 相同 的 特征 值 M ，…， 
A， 且 恰 有 -- 个 其 有 最 大 模 of4) 的 特征 值 2 如果 x"" EC 与 相应 于 A, 的 个 诺 特征 向 量 不 
正 交 ， 证 明 序 列 


1 1 


2 


一 Ar'” "不 一 站 ,1 2 


Cr 
趋 近 于 六 的 一 个 特征 向 址 ， 而 诸 向 量 Ax* 与 x 中 的 某 个 给 定 分 鞭 的 渚 比值 趋 于 %,, 提示 : 
不 失 一 般 性 . 很 年 王 1， 冉 设 部 yy" 是 相应 十 丸 ，…，X; 的 线性 无 闫 的 特征 向 量 ， 向 
二 六 "可 以 叭 一 地 起 乓 成 
TO a lm 十 aa 

且 必 天 D， 宦 意 ， 如 7 二 的 昨 w oo ， 但 郑 - 个 比例 因子 ， 因 为 | 1，1 和 -0， 
ie 2 一 1， 从 而 这 个 和 赵 于 ”的 -- 个 倍数 

8 用 晨 法 还 可 以 计算 其 他 的 特征 什 ( 和 特征 向 晤 )， 不 过 需 借 助 .个 桥梁 ， 称 之 为 压缩 ， 
它 给 出 一 个 阶 数 比 AEM, 少 工 的 方 阵 ， 其 特征 昔 是 上 余下 来 的 特征 值 ， 设 六 和 yy 是 (用 宕 法 
或 其 他 方法 算出 的 ) 当 的 特征 利和 特征 向 量 ,， 且 设 SE M, 是 第 工 列 为 的 非 硒 异 焉 阵 ， 采 用 
习题 ? 中 的 记忆 ， 证 明 


Sas-1 | 
Lo 和 六: 
日 和 AEM, :的 特征 秆 是 4，…， 和 4， 从 入 可 以 算出 另外 的 特 钙 值 ， 然 后 重复 施行 斥 缩 ， 如 
9. 设 AEiM 有 特征 值 %， 1 D0， 因而 rank sm- ]， 兽 假定 的 最 后 一 行 是 其 
全 各 行 的 织 性 组 合 ，(a 旭 果 把 A 块 分 成 
TAL es 
a dd 


蒜 中 AE 币 ，， 江 用， 存在 向 其 5E CC" '， 使 得 


[521 


[53] 


[ea] 
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ad = pA Fs — ba Ls. 
试用 4 的 相应 于 0 的 左 特 征 值 来 解释 6. (b) 担 还 明 An Tab’ EM, -1 有 特征 值 41， Ar. 
提示 : 考虑 A 的 经 
1 0 
| | 


的 相似 矩阵 ， 应 指出 的 是 ， 因 为 具有 余下 来 的 特征 值 的 低 阶 些 阵 是 可 以 给 出 的 ， 这 便 吓 压缩 的 另 
一 种 形式 ， 如 果 知 道 A 的 一 个 特征 值 4， 那 么 ， 本 习题 所 描述 的 过 程 可 以 应 用 于 P(A 4 已， 
其 中 己基 适当 的 置换 矩阵 . 

10. 设 了 TEA. 是 非 奇 蜡 矩 阵 ， 它 的 各 列 是 AE AM 的 堪 特征 向 量 ， 证明 (T  ) 的 各 列 是 各 
的 右 特征 向 量 . 


第 2 章 本 等 价 和 正规 矩阵 
下 面 ， 要 研究 一 种 特殊 类 型 的 骨 似 ， 它 跟 抱 阵 分 析 的 许多 应 用 有 密切 关系 . 
2.0 导 引 


对 一 般 的 非 奇 异 短 阵 SE Mi,、 在 第 一 齐 中 初步 研究 了 经 $ 的 相似 问题 . 对 十 某 些 很 特 狐 
的 非 背 异 矩阵 SS， 称 之 为 西 忠 阵 ， 它 的 递 有 简单 的 形式 : S “= 一 S .AEM, 经 -个 酉 托 阵 的 相 
似 ， 4 >S 4S， 不 位 理论 上 比 - 般 州 似 更 简单 (S' 要 比 S 容易 计算 得 客 )， 且 有 许多 优点 、 
这 些 优 点 通过 以 后 的 拖 述 会 此 得 更 如 明显 大 纺 说 来 丁 相 似 优 十 一 般 的 相似 ， 央 而 ， 了 解 通 
过 西 相似 所 获得 的 性 质 是 很 有 用 的 ， 介 是 ， 在 酉 相 亿 下 的 等 价 类 比 让 一 般 的 相似 下 的 等 从 类 更 
细 ( 贞 个 短 阵 可 以 相似 ， 但 不 本 相似 )， 央 而 ， 相 应 地 所 能 得 到 的 每 个 等 价 类 也 较 小 ， 在 第 3 章 
申述 楼 进一步 研究 一 腾 的 相似. 

没 AE M,， 假 定 S$ 是 非 奇 异 算 陡 ， 但 不 一定 足 西 第 阵 ， 那 么 ， 变 换 A4 一 S* AS 称 为 * 相 会， 
这 将 在 第 4+ 章 加 以 研究 ， 这 个 变换 也 十 MM 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 用 右 洗 多 (与 相似 不 阿 的 ) 特 
点 .重要 的 是 监 意 识 钊 ， 遂 过 两 媳 阵 的 相似 姨 是 相似 ， 也 是 " 相 人 台 ， 并 且 是 兼 有 相似 性 质 与 机 
合 性 质 的 最 广泛 的 变换 类 . 


2.1 本 矩阵 


2.t.1 定 尽 我 们 知道 ， 向量 加 ，…，m EC 物 成 一 个 正 交 组 ， 是 指 对 所 有 的 向 量 仙 有 ， 
了 一 1 和 jy" 上 此外， 和 如果 庄 向 其 还 是 平 规 化 的 ，r7 一 1]，1 二 1，…， 上， 那么 该 向 
其 弓 称 为 标准 正 交 组 ， 

练习 如 果 1wm，…， 呈 /基山 非 零 向 基 组 成 的 正 变 组 ， 证明 由 二 Cy*y) 1 1 一 
1 定义 的 向 其 组 i ，…， 心 :是 一 个 标准 正 交 组 ， 


2.1.2 定理 标准 正安 向 量 组 线性 无 关 . 
证 明 : 假定 ， bis 四 ?是 标准 正 闯 组， 村上 ] 一 Cl ‘二 gt. 于 昆 ， 因为 浅 向 量 .x 


是 正 变 的 ， 所 以 0 一 0 0 Sa Ji -> ae 区 请 问 量 < 是 正规 化 的 ， 所 布 


二 


> ar 一 > ja 1- 0 内 此 ， 所 有 二 0， 帮 {1 ，…， 关 1 是 线性 无 关 组 ， 


练习 证 明 非 霍 向 划 组 成 的 正 交织 线 忻 无关 . 

练习 证明， 如果 2 …，EC 是 正 交 组 ， 那 么 ， 或 者 &s 宝 0， 或 者 诸 向 量 , 中 至 少 有 
上 一 nn 个 等 于 零 ， 

当然 ， 一 个 无 类 组 未 必 尽 正 交 组 ， 不 过 ， 订 以 把 Gram-Schmidi 标准 正 交 化 过 程 (60. 64) 应 
用 于 该 巨头 组 ， 从 而 得 到 :个 标准 正 交 组 ， 它 也 生成 原 问 其 组 . 

练习 ”证明 企 意 上 维 实 的 战 昌 的 向 量 空 间 有 一 个 标准 下 交 基 { 个 由 标准 正 交 组 组 成 的 


[6 


] 


中 

Lm 
| 
者 


2.1.3 定义 ” 设 矩 阵 UEM,,， 车 U"U=], 就 称 U 为 酝 怒 阵 ， 若 还 有 UE M,(R;， 就 称 U0 是 
实 正 变 短 阵 ， 

M, 中 的 西 抢 阵 构 成 - -个 值得 注意 的 重要 集合 .在 C2.1.4) 中 列 击 了 关于 品 是 西 算 阵 的 玫 
个 基本 等 价 条 件 . 

练习 若 4E 晤 是 非 音 异 条 阵 ， 目 BE 并 使 BA 一 1， 让 明 ，(a)B 是 唯一 的 ，(b}yAB 一 上 
自然 , 记 B 王 A"'， 提 示 : 非 奇 异性 椎 出 ， 对 什 意 给 定 的 yEC", 方程 入 r=y 和 x 1h 一 y' 有 了 唯 
一 解 , 〈 逐 说 ?证 明 ABR 一 和 ( 逐 行 ) 证 明 吾 4 = 了 有 了 叭 一 解 日 ，BE M,， 于 是 ， 用 两 种 方式 
计算 BABx 便 可 证 明 BL 一 Bs. 


2.1.4 定理 如 果 CLE 邮 ,， 拷 么 下 列 驼 件 等 价 : 

(a) U 是 酉 和 矩阵; 

(b) 品 是 韭 奇异 师 阵 , 甘 U' = '; 

《ce) LU" 一 

(dy U'* 是 西 矩阵; 

Ce} 局 的 备 列 组 成 -~ 个 标准 正 交 组 ; 

(站 上 的 各 行 组 成 -个 标准 正 交 组 : 

(g) 如 果 reEC 且 y 三 Ux ， 陡 么 ,yy 的 Euclid 长度 与 的 相隔 : 即 yy. 

证 明 : 条 件 (a) 葡 洱 条 件 (b)， 这 是 因为 ， 芒 :是 叭 - -的 (只 要 它 存 在 )， 且 1 左 弱 以 它 就 得 
1; 西 盾 阵 的 定义 保 壕 U' 就 是 这 样 的 夭 陈 、 央 为 BA=T， 当 于 人 权 当 AR 一 1 对 于 由 ，BE M,)， 
所 以 tb} 蕴 酒 (c)， 央 为 (U )" 二 UU，(e) 推 出 UU' 适合 亚 息 隆 所 必需 的 茶 件 ， 即 (c) 草 涵 (dy， 出 
于 上 述 人 每 个 排 理 者 可 类 做 地 反 推 加 去 ， 所 以 fa) 一 (由 是 等 价 的 , 

根据 矩阵 乘法 的 披 巧 ， 引 汕 ?表示 如 的 第 i 询 ， i 二 1，…，n。 条 件 U'U=1 的 意思 是 说 
0, 如 果 了 世间 
| 如果 广 = 区 
因此 ，[ U 一 1 的 男 一 种 解释 是 ，U 的 各 列 是 标准 正 交 组 ， 因 谭 (a) 与 te) 等 价 ， 同 二 fd) Sf 
等 价 . 

如 时 ta} 成 立 ， 生 y= 则 y= x， 内 而 (a) 欧 育 (g)， 另 一 方面 ， 
为 了 验证 逆 命 题 成 立 ， 壳 要 作 稍 微 复杂 的 计算 ， 不 过 ， 本 书后 面 要 给 出 的 广 法 将 使 这 种 计算 到 


Lr ir’ 
WU 下 了 


FT 


] 
为 上 条 接 ， 首先 考 上 谍 一 2 的 情形 ， 假定 (g} 成 立 ， 并 且 没 =| ,| 我 们 简 知 ， 1 =r 二 y= 


ro 
2 Ur UU 的 1， 1 元， 类 似 地 ， 没 z=| ， |， 得 出 UU 的 2，2 元 由 是 1， 因而 UI 必 


须 有 形状 
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其 中 ,a 是 上 的 第 1 州 与 第 2 列 的 内 积 ， 而 4 是 第 2 刚 与 第 1 剂 的 内 积 ， 在 (的 中 设 2 一 | 


_ 1 
然后 再 作 计 算 ， 因 而 得 知 ， 2 二 ey y= Ur 一 2 十 (a 二) 没 x 一 | |， 得 知 2=21 


i(&a 一 a)， 因 此 ,a 十 a 一 2Rea 二 0， 自 a 一 4 一 2ilma 一 0， 从 而 a 二 9 这 就 是 说 ， 如 果 对 所 有 x 
Cr Ur 二 x 肌 么 UU=1; 即 U 基 西 倘 阵 (如 果 UEM}、 现 在 考虑 n>? 的 情 找 ， 有 是 
设 有 A=U'U.， 假定 xEC" 是 这 样 一 个 问 量 ， 除 了 第 i 个 和 第 j 个 分 量 以 外 ，i 所 i， 它 的 所 有 分 
最 都 是 0， 于 是 
- 六 了 ， 
i Ar = [EACij))| | 
7, 
[其 (90.7.1) 关于 于 矩阵 的 记号 ]， 办 此 ， 贾 才 证 明了 (8) 阔 涵 A!Ci, Jy)) 二 IE M,， 因 为 i 和 j 
的 任意 忻 ， 得 知 A 的 每 个 2x2 主子 生 阵 都 是 2x2 单位 矩阵 ， 正 是 这 个 上 有 各 = TEL， 又 因 
为 54 王 1 的 情形 基 显 然 的 ， 因 此 得 出 (tg) 蕴涵 (a}， 证 毕 . 门 


2,1.5 定义 一 个 线性 变换 耳 ，C' 一 C” 称 为 Euclid 等 距 恋 换 . 是 指 对 所 有 xE€C， 有 .r= 
(Tx {Tx), 定理 (2.1.4) 是 说 ， 一 个 复方 阵 UEM 是 一 个 (经 由 UU， zz>Ur 的 )Euctid 等 时 
变换 当日 促 当 品 基 西 短 阵 . 关于 其 他 形式 的 等 虐 变 换 见 5.2 节 ， 

练习 没 


TO = | cosg “| 


—sing cosg 


其 中 台 居 一 个 实 参 数 ，(a) 如 果 UE AM CR)， 证明 ，U 是 实 正 交 矩阵 ， 当 且 仅 当 U=T() 或 
_r 0 ] 
U Jo 2 TO) 
对 荣 个 8ERR 成 立 ，(b) 和 如果 UE Mi(R)y， 证 明 ， I 是 实 正 交 希 阵 ， 当 且 仅 当 如 = 了 了 (9) 或 


0) 1 
r=[ | 
L il 0 Tt0) 


对 某 个 bgE R 成 立 ， 我 们 用 一 个 参数 8 给 出 了 2X2 实 正 交 矩阵 的 两 种 不 同 的 表示 形式 ， 试 从 儿 
何 上 解释 它们 . 
2.1.6 论断 ”如果 U,VE M, 是 西 ( 想 应 地 ， 实 正 交 } 和 矩阵 ， 那 么 ， 乘积 UV 也 是 酉 (相应 地 ， 
实 正 交 } 短 阵 . 

练习 利用 (2.1 3 的 5 证明 (2.1. 5)， 

练习 ”如果 tz SC 是 标准 正 交 组 ， 且 UE M, 嘴 西 给 阵 ， 证 明 1L7， ，…， 
Ux) 屁 标 准 正 交 组 ， 


2.1.7 论断 MM 中 的 西 ( 相 应 地 ， 实 正 交 ) 拭 阵 的 集合 梅 成 -. 个 群 ， 一 般 称 这 个 群 为 上 xm 杆 
{相应 地 ， 正 交 } 群 、 它 是 GL(z， CY 的 一 个 子 群 [ 见 (0.5) 节 1 

练习 ”我 们 知道 ，-… 个 群 呈 这 样 一 个 集合 ， 它 在 一 个 结合 的 二 元 运算 (* 末 法 ”) 下 是 封闭 
的 ， 且 使 得 关于 这 个 运算 的 单位 元 和 送 仍 在 该 集合 中 验 ， 证 (2, 1, 7)， 提 示 : 用 (2.1.6) 验 证 革 


67 | 


L868. 
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闭 性 : 生 阵 乘法 是 结合 的 ; 1E€ 如, 是 西 矩阵 ; 且 U* 一 也 是 两 纸 阵 . 

Mi 中 的 酉 矩阵 的 集合 ( 群 ;) 有 另外 一 些 很 重要 的 作 硕 ， 一 个 矩阵 序列 的 " 收 伍 性 "概念 和 ” 极 
限 "的 概念 将 在 第 5 帝 明 确 地 给 出 ， 不 过 ， 这 里 丁 以 从 全 个 i 了 元 的 “ 收 合 性 "和 极限 的 观点 来 
理解 这 些 概念 ， 定 义 慎 等 式 三 b= 了 意味 着 口 的 全 个 列 有 Euclid 长 度 1， 二 而 UU 一 LU, 没有 
-个 元 [的 绝对 值 比 1 类， 如 果 把 本 给 阵 的 集合 看 作 C" 的 - -个 子 集 ， 这 说 明 它 尾 一 个 有 尖子 
集 ， 如 果 球 三 [es 的] 是 一 个 西 押 阵 序列 , 一 1，2，…， 使 得 所 有 站 j= 二 1，2,， limaw” 一 
x 存在， 郑 么 由 恒等式 UD 一 了 一 1，2，…。 我 们 看 到 lim UU 一 U?U, 一 其 中 


局 一 [uw 人 册 此 ， 被 限 征 阵 局 , 也 是 西 算 阵 ， 这 就 是 说 ， 西 矩 竹 的 集合 是 C" 的 一 个 闭 子 集 . 
了 有 民 维 Eee 实 同 的 一 个 有 界 由 于 信和 集 ( 见 且 录 上 ， 册 此 可 和 M, 中 的 西 矩 阵 
集合 ( 群 ) 是 紧 的 ， 眼 下， 这 个 结论 的 最 重要 的 排 论 是 下 述 关 士 西 矩阵 的 选择 原理 


2.1.8 引 理 设 了 Ds，… 基 要, 中 的 已 知 的 再 钼 阵 序列 ， 则 存在 .个子 序列 U，，U ， 
使 得 当 i >= 时，U 的 每 个 元 (作为 复数 列 ) 收 伍 于 一 个 本 托 阵 U， 的 对 应 元 

证 明 : 这 里 只 费 求 我 们 ， 总 本 以 从 一 个 紧 集 的 任 -无限 序列 中 移出 一 个 收 伍 子 序列 ， 我 们 
已 经 知道 ， 如 果 一 个 瑞 算 阵 序列 收敛 十 革 个 矩阵 ， 著 么 其 被 限 矩阵 -- 定 是 两 所 阵 ， 7 

由 引 理 所 确 定 的 再 极限 不 一 定 是 叭 :的 ， 它 可 能 与 子 序列 的 选择 有 关 . 

练习 考 虚 两 知 阵 序列 


Us =| | R12 


证 明 亡 避 凡 有 岗 个 子 序列 极限 

练习 ”选择 原 埋 (2, 1.8) 也 适应 于 正 交 群 : 即 ， :个 实 正 交 和 斤 阵 序列 有 -个 收 争 于 实 正 交 
第 阵 的 子 序 齐 ， 在 实 的 情形 ， 坛 通过 复述 同样 的 推理 验证 这 个 结论 . 

西 群 的 紧 性 在 本 - 书 的 其 他 地 方 电 用 到 它 . 

-个 酉 泪 阵 有 ! 等 季 U 的 性 质 . - .种 推广 西 矩 阵 的 概念 的 方式 昨 要 求 -1 相似 于 贡 *， 
条 易 看 出 ， 对 所 有 非 奇异 年 阵 AE 邮 . ， 这 些 拒 阵 的 集合 可 以 刻 划 为 映射 4->4 !A* 的 值 域 . 
2.3.9 定理 设 AE M, 是 莫 奇 异 短 阵 那么， 和 :相似 于 4 ， 当 由 仅 当 存在 非 坷 蜡纸 陈 BE 
MM 舍得 4 一 7 有。 

证 明 : 对 于 某 个 非 奇异 敌阵 BE M,， 如 果 有 有 太 = 二 BB* 那么， 站"1 一 (B') :8， 并 月 
BATCB' YY 1 一 BCB 1 一 (B 1B "一 A ， 这 样 ， 起 1 本 然 相 棋 算 和 阵 B* 相似 于 4， 反 过 
来 ， 如 条 和 “相似 十 人， 郑 么 ， 存 在 非 奇 异 第 阵 SE AM， 使 得 SA 'S'' 二 A*、 对 8ER, 令 
S$; 二 29S， 朋 注意 到 SpA 03 一 egSA 1(e 093 1) 二 SA 19 -4 ， 另 .方面 ， 9 一 及 S,A, 
且 23 一 4 Ss 及, 相 如 这 其 个 性 等 式 便 得 到 日 ;一 A* 口上， 其 中 ， 百 ,=3 寺 S 是 Hermite 算 
阵 ， 如 果 Hs 是 奇 壁 矩阵， 那么 ， 疗 在 某 个 非 零 x<E C*"， 使 得 Uw 二 yt 十 Yr， 内 
前， 一 一 9 Sy-e "9 19'r, HS So — ey, 选取 值 一品 和 [0， 2r ] ， 恒 一 e 吕 不 是 
5 的 特征 值 ， 所 得 到 的 Hermite 矩阵 妃 一 呈 ， , 是非 奇 措 和 矩阵 ， 且 有 性 质 五 一生 HA. 

现在 ， 选 氛 什 一 复数 , 合 1cl=1， 朋 = 林 是 4 的 特征 值 . 令 BB 三 fCgl--A") 互 ， 其 中 
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经 计算 ,， B* 一 HCBa1--BA), 而 BA 一 Blal 一 A YHA=pBlaHA A'HA)=p(aHA— H)= 
HitaB8A~ B81)， 如 果 能 选 定 个 非 零 8 使 B= 一 哲 ， 就 完成 了 证 明 ， 而 当 a 王 必 时 ， 只 要 到 8 一 
e*” "就行 了 . 请 
习题 

1， 如果 EM 旦 西 生 阵 ， 证 明 ! det Uj 一]. 

2， 如 果 AEatD)， 而 UE MM, 是 西 宇 孟 ， 让 明 | 4 :三 1， 提示 : 利用 等 征 性 质 (2. 1. 4g). 

3, 给 定 实 参 数 负 ,及 ，…， 及 ， 证明 

[7 一 diag te™ 站 

足 西 矩阵 ， 

4. 说 明 实 对 角 正 交 算 阵 的 特征 . 

3. 证 明 他 中 的 置换 拖 阵 (0. 9. 5 是 正 交 镍 隆 ， 芽 让 时 置换 矩阵 梅 成 实 正 变 惩 阵 磋 的 一 个 
子 圩 (这 个 和子 集 本 身 琵 一 个 群 )， 在 M, 中 有 光 少 不 同 的 置换 征 阵 ? 

6. 你 能 结 出 3x3 正 交 群 的 一 种 参数 表示 形 戈 吗 ? 粗 想 本 节 中 给 出 的 2X2 正 交 群 的 两 
种 表示 形式 . 

7. 对 定理 (2.1.4) 中 条件 Cg) 草 涵 条 性 (a) 的 下 述 另 :个 证 明和 必 详细 的 论述 . 证明 (g) 表 示 
对 所 有 EC 有 TU x 一 0. 设 占 三 U'U 一 1 并且 江 意 到 1 一 H'， 沽 碟 0 一 (x 十 
eov) 及 (7 十 ey)， 浊 所 有 x+，yE€EC" 和 所 有 98ER 展开 这 个 等 式 并 证 明 对 所 有 r*，vEC 有 
.有 一 0 系统 地 选取 二 和 、 可 得 出 日 一 0 

8. 适合 344” 工 的 秆 阵 和 所 册 , 称 为 正 交 矩阵 .一 个 实 正 交 千 阵 是 西 算 隆 ， 们 一 个 非 实 正 
公 卸 阵 不 一 定 是 西 撼 阵 ，(a) 设 


| 0 ] 
KE 一 | | MatR), 
一 上 0 


证 明 ， 对 所 有 :ER，AQD) -Ccosh D7-Gsinh PKEM, 是 正安 研 阵 ， 亿 只 有 ;0 时 六 (站 才 是 
西 距 阵 ， 共 中 ， 双 曲 炒 数 定 义 为 cosh 1 一 《ee .2，ginh (二 6/2，() 盾 明 ， 与 西江 
备 不 辣 的 是 复 正 交 征 阵 的 华 合 林 是 有 界 集 ， 四 而 它 不 是 紧 集 ,ce 证 明 ， 跟 两 和 矩阵 一样 ,一 
个 给 定 阶 数 的 所 有 复 正 交 矩阵 的 集合 构成 一 个 群 ， 尽 管 如 此 ， 通 常 的 做 法 是 . 正 交 群 这 一 术 讲 
专 指 - 个 出 给 定 阶 数 的 所 有 实 正 交 知 阵 组 成 的 较 小 的 ( 紫 ) 群 (路 阁 六 EM 是 目 交 咎 阵 ， 让 有 明 ， 
| det 六 | 一 1,， 但 可 能 有 特征 秆 适合 '% | 半 1， 提示; 考虑 Ca) 中 的 AAC， 证明 | | 可 以 
任意 大 .人 (e) 若 AE 周 ,是正 变 矩阵 ， 证 明 4， 4 和 及 “部 是 正 交 拓 阵 壬 入 是 贞 厅 异 的 ， 入 的 
消 行 或 诸 列 构成 正 交 组 吗 ? 〈 旨 说 明 对 前 正 交 移 阵 的 特征 ， 与 习题 4 比较 为 避免 溢 清 ， 有 的 
作者 称 不 一 定 是 实 给 阵 的 正 认 知 阵 为 复 正 交 息 阵 ， 但 昆 在 交 献 中 . 般 不 明确 这 种 区 别 ; 术语 正 
交 趣 阵 有 时 是 指 我 们 所 称 的 实 正 交 给 阵 ， : 

9. 如 果 UE iM 是 廿 关 阵 ， 证明 UU，U? 和 UU' 都 是 西 算 阵 . 

10， 如 果 UE 有 MM, 是 再 撼 阵 . 证 明 ，x，wyEC" 正 变 ， 当 且 和 从 当 Ur 与 Uy 正 交 . 

11. 称 非 奇 异 知 阵 4 和 则 .是 斜 正 交 奏 阵 ， 基 指 4 一 一 上. 证明，4 昆 斜 正 交 矩阵 ， 当 
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且 权 当 士 这 是 开交 和 矩阵 ， 责 一 般 地 ， 如 果 8ER， 计 明 ，A ! 二 eoA7， 当 月 仅 当 e** 有 A 是 正 交 
年 阵 ， 当 = 一时. 它 是 什么 ?如果 扩 0 呢 ? 

12, 证明， 如 果 AE M, 相似 于 ， 个 男生 隆 ， 那 么 A 相似 于 A”. 

13. 考虑 姑 阵 A 一 diag{2， 了 je Mt. 证 明 相 似 于 再 引 阵 的 所 有 第 陈 的 集合 是 其 道 六: 相 
似 士 4 的 所 有 卯 阵 4 的 集合 的 一 个 站 子 集 ， 

14. 证 明 MM 中 的 西 矩阵 群 与 M, 中 的 复 正 交 托 阵 群 之 交 是 季 , 的 实 正 交 类， 提示 : 关卡 
DJ 一 A 十 省 ， 其 中 DA，BE AM 目 A. 月 是 实 矩 阵 ， 如 果 世 既是 酉 钴 阵 ， 义 是 复 正 交 和 矩阵 ， 
证 明 B78==0， 从 而 、 对 每 个 标准 基站 其 ER*"，{Be,)! (Be,) 二 0， 因 此 旦 的 伍 个 列 都 是 0. 

进一步 泣 读 、 想 了 解 关 十 适合 定理 {2.1.9) 的 条 件 的 扒 广 的 西 朱 阵 的 更 多 信息 ， 可 参 着 忆 . 
R, DePnma and C&C, R. Johnson, “The Range of A A in GLin, CY,” Linear Alpehra 
Appti. 1974), 209.222, 


2.2 首 等 价 


因为 西 和 阵 上 有 "一 U1， ， 所 以 ， 如果 UU 基 西 矩 阵 ， 那 么 由 A 一 U* 4AE 给 出 的 而 上 的 
变换 是 相似 变换 ， 这 种 特殊 的 相似 形式 称 汶 酉 相似 或 疝 等 价 . 
2.2.1 定 包 ” 设 算 阵 太 ，BE M,， 如 果 存 在 西 和 矩阵 UE M,， 使 得 B= AU， 上 就 称 B 丁 午 价 于 
A， 如 果品 可 以 收 实 第 阵 ( 因 而 是 实 正 交 和 矩阵 )， 肝 么 就 称 B{ 实 ) 正 交 等 价 于 和 4， 

练习 ”证明 西 等 价 是 一 个 等 价 关系 . 
2,2,2 定理 ”如果 AA 二 [a;j 和 B 一 [5 ]EM, 西 等 价 ， 那么 


2 + 1 
人 
| i 


证 明 : 作 秆 阵 乘法 后 便 可 看 出 | a | 二 tr A4' 4. 因此 只 要 验证 1r B' B=tr A* 轨 就 能 
了 .如果 B==U"* ATJ， 则 办 为 迹 是 相 和 榴 森 变量, 就 有 tr B* B=tr UA UU* AU=tr UU A: AU= 
tr A 六, 

练习 ”定理 (2.2.2) 说 明 tr A' A 是 西 相似 不 变量 ， 不 用 A' A 还 可 以 作出 另 .个 证 明 ， 不 
过 要 利用 上 一 节 的 结果 ;， 用-- 个 酉 和 护 阵 乘 -个 向 基 不 会 改变 其 Euclid 长 度 、 要 注意 的 是 ， 从 
正 做 起 的 筷 阵 葬 法 是 乘 被 乘 矩阵 的 各 列 ， 而 从 右 做 起 的 第 阵 乘法 是 乘 被 乘 和 矩阵 的 各 行 . 


练习 ”证明 
3 1 -1 1 
|， ,| 和 10 | 
相似 ,但 不 西 等 价 ， 


因为 两 等 价 蕴涵 相似 ， 代 是 反之 不 成 立 ， 所 以 ， 与 相似 等 价 关系 相 比 ， 西 等 从 关系 把 M， 
划分 成 更 细 的 等 锥 类 ， 跟 相似 一 样 ， 西 等 价 对 应 一 个 基 变 换 ， 不 过 它 是 一 种 特殊 形式 的 基 恋 
换 。 “ 它 把 一 个 标准 正 交 基 变 成 另 一 个 标准 正 变 基 ， 基 的 标准 正 交 变换 不 改变 向 量 的 各 分 量 的 
绝对 值 的 平方 和 ， 而 这 个 其 在 基 的 一 个 非 标准 正 交 变换 下 是 可 以 改变 的 ， 因 为 求 共 桃 转 置 要 比 
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计算 逆 容 易 得 和 多， 所 以 在 计算 上 ， 丙 等 价 关 系 要 比 相似 关系 更 简单 .并 出 现 舍 人 误 善 的 情况 
F， 它 也 能 较 好 地 保证 精确 性 ， 因 此 ， 在 数 秆 计算 中 ， 它 是 可 取 的 ， 头 于 这 方面 的 细致 理由 就 不 
在 这 里 阐述 了 ， 介 是， 可 以 作 一 个 直观 的 解释 ， 那 就 足 用 一 个 本 矩阵 做 乘法 有 保持 长 度 的 性 质 . 
下 述 两 种 特殊 的 ( 义 很 简单 的 ; 西 处 阵 形式 给 出 两 种 枉 等 价 变 换 ， 它 们 在 特征 秆 的 计算 中 非 ”[73 


2.2.3 例 ; 平面 旋转 没 


rl 
0 
1 
- cosf 0 0 一 
| 
LI = 0 : 1 ' 0 
0 0 | 
-i sn 0 UY econg 了 行 
1 
- 0 1 
; 列 1 列 


它 相当 村 .个 单位 拓 阵 ， 愉 是 它 的 i 站 元 和 了 了 并 入 之 以 cos 8 商 二 天 ( 相 庶 地 六 二 元 ) 
用 sin 区 相 记 地 sin 站 来 代替 . 

练习 对 于 任 -对 指标 1 所 7 二 nn 和 人 尾 - 角 人 参数 0<2n， 验 诉 口 (8; i 门 是 MM,(R) 中 
的 正 奖 知 阵 ， 人 第 阵 UB i 让 只 是 在 i，j 坐标 平面 中 作 - 一 个 ( 必 角 的 ;旋转 ， 值 得 指出 的 是 ， 左 
乘 记 LCG; i， 让 仅 对 被 鞠 和 矩阵 的 ; 行 和 ; 行 有 影响 ， 而 右 乘 以 EC0 1， 门 仪 对 7 列 和 ) 列 有 影 
响 ， 因 此 ， 经 UC9; i 门 的 西 等 价 只 使 地 行 和 :， ， 列 有 变化 ， 经 平面 旋转 的 苗 等 价 尾 计算 
特征 值 的 Jacobi 法 和 Givens 法 的 基本 特征 ， 


2.2.4 例 Householder 变换 ， 设 全 EC 是 非 零 向 量 ， 定义 U, EM, 为 UU 二 1 一 fwrer* ， 其 中 
(二 20 tw) !， 注 意 ， wre EM， 而 ww 是 一 个 正 半 基 ， 如 果 名 已 正规 化 tww' ww 一 1)， 那 
么 ,1 就 是 2. 而 厢 ,就 是 1 一 2uw* ， 我 们 常常 是 存 候 定名 已 经 正规 化 的 前 提 下 给 出 矩阵 
练习 证 明 ，D, 在 补 子 空间 w 上 相当 于 一 个 单位 变换 ， 而 在 出 ww 生成 的 一 维 子 空间 上 
相当 二 一 个 反射 ; 即 ， 如果 zi, 则 Ur=xr, 而 UW= 一 你 . [a4] 
练 可 证 明 , U, 既是 西 矩 阵 ， 也 是 Hermite 矩阵 (U =U,)， 形 如 U。 的 矩阵 称 为 
Householder 变换 .经 UU, 的 酉 等 价 有 时 也 叫做 Householder 变换 ， 这 些 变换 在 本 书 中 要 多 次 
出 现 ， 其 中 包括 计算 特征 值 的 Householder 法 ( 抑 习 题 人 以 及 其 他 西 简化 方法 ， 值 得 指出 的 是 ， 
Householder 变换 一 般 变 更 它们 所 作用 的 狂 阵 或 向 量 的 所 有 元 素 ， 但 是 ， 它 人 科 为 许多 应 用 担 全 
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非常 有 效 而 精确 的 简化 . 

定理 \2,.2. 2) 络 出 了 两 个 已 知 甜 阵 凋 等 价 的 一 个 此 要 而 不 充分 的 条 件 ， 我 们 能 在 此 基础 上 
丝 添 加 更 多 的 恒等式 ， 这 些 恒等式 共同 给 出 两 个 已 知 称 阵 西 客 价 的 必要 充分 条 侍 ， 其 中 ， 下 述 
简单 概念 起 着 关键 的 作用 ， 设 ，,，! 是 两 个 给 定 的 非 训 换 蛮 元 ， 称 上 的 非 负 整 数 寡 的 件 一 有 
限 形式 乘积 

WOE) = (2.2.5) 
为 关于 和 + 的 字 ， 字 看 (3， 门 的 次 数 是 非 负 整数 pi 上 十 p25 证 十 p84 十 如， 即 字 中 的 所 
有 指数 之 和 .如果 已 知 六 E AMM.， 我 们 可 以 形式 地 定义 夺 和 轨 ' 的 字 为 
本 (一 
由 于 4 与 4 的 尾 本 必 记 换 ， 试 图 重 排 弱 积 中 的 项 来 简化 研 (44，A ) 不 一 定 可 行 . 
如 果 A 西 等 价 十 黄 个 了 EM ， 那 么 ， 对 时 个 两 年 阵 志和 闻 , ，4 一 DBU ， 儿 不 难 算出 
家 (和 .一 (人 有 DBTE CD 
= UB™ I UB yt tIB" UB Yu 
一 UB™B "BB YT 
= UW(B,B* YI. 
央 调 ，tr WCA， AAD 一 tr UWB，B' EP 二 wrWGB， BB") 如 果皮 字 全 (x， 站 一 Irs， 就 得 到 定 
(2. 2. 2 中 的 性 等 式 

对 所 有 可 能 的 宰 环 人， 站， 二 述 结 果 给 出 了 网 个 矩阵 是 两 等 价 的 无 限 案 个 必要 和 条件， 下 
面 ， 我 们 不 加 证 明 地 人 氢 述 到 ，Specht 的 一 个 宝 再 ， 这 个 定理 确认 这 无 限 允 个 必 查 条 件 同 时 也 
是 充分 条 件 . 

2.2.6 定理 县 个 已 知 短 阵 A，PBE M, 西 等 价 ， 当 由 仅 当 
tr WaAA tr WB,B') (2. 
对 于 两 个 非 交 换 元 的 每 个 字 本 (5 昌都 成 立 ， 

Specht 定理 只 能 用 米 证 明 两 个 已 知 怎 阵 不 本 等 价 ， 然 而 ， 除 不 在 -- 些 特 几 情 形 ( 反 习题 - 
的 ， 它 在 让 明 两 个 只 知 矩 阵 是 西 等 价 时 可 能 失效 ， 因 为 必须 验证 无 限 多 个 条 付 ， 幸 运 的 是 ， 有 有 
一 个 定理 对 Specht 定理 作 了 改进 ， 它 属于 C，、Pearey， 这 个 定理 说 明 ， 只 要 对 有 限 多 个 字 验 证 
迹 恒等式 (2.2.7) 就 够 了 了. 

2.2,8 定理 两 个 凯 知 矩阵 AA，BE IM, 两 等 价 ， 酒 且 仅 当 在 丈 (A，4) 一 tr 玖 (有 ， 旦 对 次 
数 全 多 是 22 的 每 个 字 丈 (*， 站 都 成 立 , 

Pearcy 定理 中 的 腿 限制 是 对 Specht 定理 的 一 大 改进 ， 但是， 如 我 们 所 知 ， 这 还 屁 非 党 
保守 的 ， 当 ?一 2 时 ， 只 要 对 三 个 字 多 (0 一 7 和 验证 这 恒等式 就 够 了 ， 无 脖 老 虐 次 数 
全 多 性 2(2)* 一 8 的 所 有 字 - 当 #=3 时 ， 员 要 对 人 9 个 宝 WG 中 二 8 说 
1sts，ls'ts 和 fs; 验证 迹 粳 等 式 而 用 不 着 考察 次 数 至 多 是 203)7 -18 的 所 有 字 ， 


[vs 
Le 
一 
—_— 
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习题 


1. 设 A=la]eM CR) 是 对 称 矩 阵 (44: = A)， 但 非 对 角 年 阵 ， 并 假定 选 下 标 i 隆 j 使 得 


| c，| 越 大 越 好 ， 用 [ua， @ 2 一 cot(2 胃 定义， 日 设 UB i 让 是 如 (2.2.3) 中 所 得 到 的 平面 
旋转 ， 用 (2. 2. 2 证 明 ， 如 果 B 一 [KB i 让" ALTO i 站 二 (6,) :于 么 之 | > | eg 下 


说 明 累 次 应 应 用 这 样 的 平面 旋转 (用 上 述 相同 的 方式 对 B 和 它 后 而 的 第 阵 作 相 应 的 选择 ) 会 缩小 
各 菲 对 角 元 的 平方 利 而 保持 所 有 元 的 平 六 和 不 变 ， 每 做 一 步 ， 所 得 到 的 矩阵 就 比 前 一 步 更 接近 
于 对 人 角 瞩 阵 ， 这 就 是 计算 一 个 实 对 称 所 阵 的 特征 值 的 Jacobi 法 . 这 个 方法 产生 一 个 实 对 角 算 阵 
的 征 阵 序列 ， 为 什么 极限 年 阵 的 诸 对 角 疱 必定 是 入 的 诸 特征 什 ? 

2,， 关于 实 对 称 算 阵 (或 一 般 的 实 短 和 隆 ) 特 征 值 的 Givens 法 也 是 利用 平面 旋转 ， 但 采用 的 方 
式 有 所 不 同 . 证 明 ， 一 个 对 称 卸 阵 4= Ta, EM.CRI) 经 若干 平面 旋转 后 正 变 等 价 于 -个 二 对 利 
(对 称 ) 窍 阵 ， 而 -一般 的 4EM(R) 经 若 十 平面 旋转 正 交 等 价 于 -个 (下 )Hessenberg 和 矩阵. 关 
于 一 对 角 定 阵 和 Icessenberg 嫩 阵 可 网 (0,9,90) 利 (0,9.10}， 提 示 ; 选 一 个 平面 族 畦 局 ,使 得 
DAD 的 1，3 死 为 0 选 另 一 个 平面 旋转 使 1 ，4 抑 为 0， 继 续 做 下 去 坦 到 1，x 元 ， 然 后 转 
到 2， 4 元， 接着 做 下 去 . 注意， 这 样 一 步 步 做 下 去 不 会 影响 前 面 已 经 选 定 的 0 元 ; 并 且 正 交 
等 价 保持 对 称 性 不 变 ， 一 个 一 对 角 和 矩阵 的 特征 多 项 式 是 容易 确定 的 ， 而 其 特征 倩 可 用 求 根 的 方 
法 米 确定 .注意 到 经 过 有 限 多 次 平面 旋转 后 Givens 法 得 到 :个 三 对 角 征 阵 ， 但 它 不 会 显现 特 
往 什 或 特征 向 量 ， 不 过 利用 另外 的 计算 一 定 能 得 到 它们 ，Jaccbi 法 一 般 不 会 经 有 限 多 次 平面 旋 
转 后 中 止 ， 但 它 的 目标 是 产生 一 个 对 利息 阵 ， 调 用 得 到 个 标准 正 变 特征 向 量 组 . 

3. 证 明 ， 每 个 经 阵 AEM, 西 等 价 十 一 个 有 相同 主 村 角 元 的 矩阵 ， 提示: (a) 若 AE€ MM;， 
苯 罕 A 一 (172) ctr A)7， 证 明 只 需 考 虚 tr A 二 0 的 情形 就 行 了 .车 xEC? 是 一 个 使 Ar 一 0 的 
单位 向 量 , 设 U 一 |x，y1E MM; 是 -个 西 矩 阵 ， 说明 "AU 的 1,1 元 为 零 ， 并 日 利用 迹 条 件 
证 明 其 2,，2 元 也 为 霉 。 为 了 求 这 个 向 量 x+、 设 ww，z 是 属于 4 的 两 个 特征 值 土 ; 的 特征 向 基 ， 
如 果 4 一 0， 取 六 一 ww， 如 果 4 天 0， 设 了 的 二 ee 十 2 让 明 ， 对 所 有 6 有 有 六 天 0D， 面 对 某 
个 9ER 有 ri Arh 一 0 对 这 个 设 x 一 x 的/ zfg0 3 如 果 AEM CR)， 和 容易 
购 造 一 个 ( 实 ) 半 面 旋转 二 UO; 1，2) 使 UTAU 的 对 角 元 相等 ， 但 这 在 复 的 情形 是 行 不 通 的 . 


省 区 FA maxt | es 一 ay | :1 1 一 1，2，…，2 并 且 设 4 " “| 其 中 指标 侦 ij 
人 


适合 140 一 | aar1， 设 雪 和 EM 是 使 U3 AU 有 相同 主 对 稻 元 的 西 矩 阵 ， 如 同 (2. 2. 3) 中 
从 2X2 平面 旋转 构造 C8; i;，))， 内 阿 样 的 方式 从 U, 构造 DC， 六 EM ， 并 且 和 证明， 如 果 极 
大 对 骨 元 之 差 不 基 多 个 可 取 差 ， 则 UC 说 AUCi, 站) 之 fCA); 在 则 可 以 重复 上 述 构 造 . 
可 以 断定 ， 如 果 CA) 隆 0， 则 有 西 和 矩阵 UEM, 使 了 (TAT) 之 f(A)， 没 RA) 二 {U* AU, 
UE MM, 是 西 候 阵 ;， 证 明 R(A) 屁 紧 集 计 注 意 是 民 (A) 上 的 连续 丽 数 ， 设 CER(A) 适 合 (C3 
一 min{ 产 B):， BER(A)}， 证 明 A 因而 从 人 中 一 0 得 出 结论 成 立 . 


灾 成 长 度 为 r 的 任 一 其 他 向 其 yER"，y 关 Xx. 提示 ， 试用 UU, 证明， 其 中 ww 二 x 一 yy. 如 果 本 
»EC" 你 能 得 出 什么 结论 ” 


[L786] 
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5. 计算 AE AIR) 的 特征 值 的 Householder 法 如 同 Givens 法 ， 完 把 和 化 简 成 (上 ) 
Hessenberg 握 阵 (或 在 对 称 的 情形 化 为 一 对 角 斤 阵 )， 构 造 性 地 证 明 ， 其 第 | 列 中 的 第 (j 十 1) 个 
元 素 以 后 均 为 0 人 0 二 1，…， 大 的 形 如 


】 关 共 3 i 
] | 
i x x i | 

EL,3 En 

# ， 关 

0 | 一 大 行 
i #1 由 行 
L 0 x 

中 
让 到 


的 矩阵 ， 经 一 个 用 Householder 变 柳 所 确定 的 实 正 交 相似 可 以 变 成 一 个 同 撒 的 隶 阵 ， 由 此 得 
出 ， 任 一 个 矩阵 AE AM CR) 都 可 以 经 一 系列 (aa -2 个)Householder 相似 化 简 成 上 Hessenberg 
矩阵， 而 一 个 对 称 矩 阵 4E AL(R) 可 用 岗 样 的 方式 化 简 成 二 对 第 和 矩阵， 提示: 对 于 第 (十 1) 
列 ， 选 一 Househotder 变换 UE M，* 把 出 现在 对 角 线 下 方 的 诸 元 素 组 成 的 (* 一 恕 维 向 量变 成 
[1，0，…，0 呈 各 R “的 一 个 适当 倍数 ， 于 是 经 由 正 交 矩阵 


1 0 
MT 
lo vle ” 


确定 的 相似 可 变换 整个 甜 阵 ， 并 且 看 到 所 想 玫 的 0 子 块 出 现 了 ， 
6. 设 AEM, 和 8B8，CE iM 是 给 定 的 ， 用 Speecht 定理 (2. 26) 或 Pearey 定理 (2.2.8) 证 明 忆 
与 西 等 价 ， 妆 有 日 仅 当 下 列 诸 条 件 下 的 任 一 个 成 立 ， 


alt ae 


0 BB 
B 站 ie 全 
B 人 
(D) . 和 . 疝 等 价 ， 其 中 两 个 自 和 有 相同 的 项 数 . 
0 B | 0 i! 
六 D0 六 0 ] 
B CG 
(ao 和 . . 西 等 价 ， 其 中 两 个 直 和 有 相同 的 项 数 . 
0 B| | CC | 


7. 钼 明 。 诸 某 个 次 数 庆 有 2 ' 个 不 同 的 形 如 (2.2. 5) 的 字 研 (s，1)， 因 而 得 出 至 多 有 4 
个 次 数 至 多 为 2w? 的 不 同 的 字 . 

8, 试 给 出 两 个 2x2 年 阵 ， 这 两 个 年 阵 满足 恒等式 (2.2.2)， 但 它们 不 本 等 价 ， 解 释 其 
原因 . 
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进一步 阅读 与 注释 ”关于 定理 (2.2.6) 的 原始 证 明 可 参看 W. Specht, “Zur Theorie der 
Mattrizen IT， ahresberich! der Deuischen Maihematiter Vereinigunsr 50(1940)，19-23. 定理 
{2.2.8} 的 证 明 可 殉 C. Pearcy; “A Complete Set of Unitary Invariants [or Operators 
Generating Finite W’ -Algebras of Type I[,”Pacific Jj ,Math, 12(1962)，1405-1416。 关 十 低 
乔 矩 阵 两 等 价 的 讨论 可 见 C，Pearey， “A Complete Set of Unitary Invariants for 3X 3 Complex 
Matrices, ?Trans, Amer. Maith. Sor, 104(1962), 425-429., 


2.3 ”Schur 本 三 角 尼 定理 


初等 矩阵 理论 最 有 用 的 基本 事实 或 许 是 任 -- 和 矩阵 EM 西 等 价 于 一 个 二 三 角 和 矩阵 [也 西 
等 价 于 一 下 二 角 具 阵 ]， 了 个 的 诸 对 角 元 自然 是 点 的 特征 值 ， 尽 管 这 种 形 武 不 唯一 ， 但 是 它 是 在 
西 等 价 下 所 能 得 到 的 最 简 形式 . 
2.3,1 定理 (Sehur) 已 知 AE 放 , 有 特征 什 4,，…，A,， 它 们 接任 意 规 定 的 次 序 排 列 ， 那 么 存 
在 :个 酉 上 囊 阵 UTE M,， 使 得 
UAU=T=[{,] 
是 具 有 对 角 元 + 一 %,， i 二 1，…，w 的 上 三 角 短 阵 ， 即 每 个 方 阵 A 商 等 价 于 其 对 角 元 依次 是 A 
的 特征 值 的 三 角 和 矩阵 ， 此外， 如 果 AE JMR)， 且 A 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 那 么 ， 可 选择 呆 
为 实 引 变 矩 阵 . 
证 朋 ; 证 明 本 身 就 是 实施 一 系列 相同 形式 的 化 简 算 法 并 得 到 化 简 结 果 ， 设 x 是 入 的 相应 
于 征 特 值 4, 的 正规 化 特征 向 量 ， 非 零 向 量 x 可 以 扩充 为 C" 的 一 个 基 
rt sy yy ，-- yy, {79 
应 用 Gram-Sehinidt 标准 正 交 化 过 程 (0. 6. 4) 十 这 个 其 ， 便 得 到 C* 的 :个 标准 正安 基 


a 


从 直至 右 把 这 些 标准 正 交 间 重 排 成 西利 阵 U 的 诸 列 ， 因 为 AU. 的 第 上 列 是 ji ro ， 计算 表 明 . 
U? (0457 有 形式 
a1 | 
Ur AU, = | 天 


乱 阵 A EM 1 有 特征 什 ，…， 4, 没 x?*EC" 是 4 的 相应 于 的 正规 化 特征 向 量 ， 然 后 
完全 重复 上 述 步 又， 确定 个 西 矩 阵 UsE M, ， 使 得 


诈 设 
Ti 
LO :UU, 
十 是 ， 短 阵 YW 和 和 U,V, 是 西 矩 阵 ， 因 而 Vi Dr AITTV。 有 形式 
Al ¥: 


Lan | 


81| 
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继续 作 这 种 化 简便 到 本 禾 阵 LE Mr， i 一 1，…， 一 ] 和 本 矩阵 EM ，; 一 2，…，2 一 】， 
矩阵 
U = UV Vy, 
昆 西 滤 阵 ， 而 U' AU 给 出 了 所 要 求 的 形 江 ， 
如 果 4EMdCR) 的 所 有 特征 值 恰好 是 实数 ， 那 么 ， 相应 的 特征 向 量 可 以 选 实 向 量 ， 苹 上述 
所 有 步骤 可 以 用 实 的 算术 运算 来 完成 ， 这 就 是 证 明了 后 一 个 论断 ， 口 
附注 仿照 (2. 3. 1) 的 证 明 便 可 看 出 ， 在 定理 的 孝 述 中 ， 可 用 "下 三 角 " 代 起 “上 三 前”， 
当然 它 对 应 于 一 个 不同 的 西 等 价 LU. 
2.3.2 例 不 论 是 西 矩阵 上， 还 是 定理 (2. 3.1) 中 的 三 角 什 阵 TT， 都 不 居 唯 一 的 ， 不 仅 了 的 对 
角 元 44 的 特征 值 ? 可 以 依 什 何 顺序 出 现 ， 谭 由理 等 价 的 上 -: 角 矩阵 在 其 对 租 线 上 方 可 以 呈现 完 
全 不 阿 的 形式 ， 例 如 ， 


7] 1 4 2 一 1 3y2 
T=0 2 2 和 T=l0 1 泡 
0 0 3 in 0 ,| 
是 经 
I 1 
Ui -1 | 
人 | 0 2 


的 丁 等 价 。 一 般 说 来 ， 许 多 不 同 的 上 = 角 策 阵 可 以 在 同 -个 西 等 价 类 之 中 ， 
附注 ”上 应 指出 的 是 ， 证 明 (2. 3.1) 的 技 廿 不 过 是 如 i.4 节 中 习题 8 所 概 玉 的 顺序 压缩 


练习 ”如果 A=LasJ 和 B= [&]€ Ms; 相似: 且 访 ,Tay | 一 [1, 证 明 AA 和 B 
西 等 价 ， 用 例子 说 明 这 在 高 维 情 上 月 不 成 业 ， 提 示 : 注意 到 ， 如 果 4 和 B 西 等 价 ， 部 么 4 一 4 和 
如上 六 也 西 等 价 ， 考 虚 


1 3 0 I1 00 
A= | oT 2 5|. 
0 0 3 Nn 0 3 


(2. 3. 1) 的 有 用 推论 是 ， 算 阵 交 换 族 可 以 同时 [三 角 化 ， 
2,3.3 定理 设 3CM, 蚌 交 换 族 那么 存在 -个 西 和 矩阵 UE M， 使 得 对 每 个 AE 7，U* AU 是 
上 一 角 的 . 

证 明 : 问 到 《2. 3. 1) 的 证 明 ， 在 原 证 明 的 每 - 步 运用 (1. 3.17)， 在 每 一 步 都 可 选 定 一 个 特 
入 向 董 < 和 商 短 阵 )， 丹 对 每 个 AEF 吏 可 以 选 定 这 同一 个 特 生 向 量 ( 和 西 类 阵 )， 又 西 等 价 保 持 
交换 性 ， 几 分 志 什 阵 乘法 计算 表明 ， 如 果 形 如 


和 [| | 
0 A -0 了 
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夷 个 矩阵 可 交换 ， 那 么 六 ws 和 Bas 也 可 交换， 因此 ， 在 证 明 (2. 3.1) 的 化 简 过 程 中 的 每 一 步 ， 等 
个 4, 都 继 芷 了 交换 族人 性 质 ， 我 们 得 出 ， 对 交换 族 的 所 有 有 成 只， 可 用 相同 的 方式 选择 (2. 3. 1) 的 
U 中 的 所 有 组 成 部 分 ， 这 就 证 明了 (2. 3. 3)， 值 得 指出 的 是 ， 这 里 并 没有 断言 ， 对 各 个 族 的 算 


员 的 特征 值 ， 可 以 选取 任 一 特定 的 次 序 . 它 上 起 定 的 只 星座 用 (1.3.17) 时 所 得 到 的 那个 次 序 . 癌 
下 面 的 定 埋 包括 了 (2. 3. 1) 的 严格 的 实 形式 . 


2.3.4 定理 如果 入 EM,(R)y， 那么 有 实 正 交 和 矩阵 QE MR}， 使 得 


六 | 关 
Qi4Q = 四 ，， E MR), 1 kn 《2. 3.5》 
L 0 A 
其 中 每 个 4 或 是 1X 实 夭 阵 或 是 具有 一 对 非 实 的 复 共 邦 特 征 值 的 2x2 实 矩 阵 ， 对 角子 块 A 


可 以 按 任意 的 次 序 排列 . 

-一般 说 来 ， 不 能 指望 通过 一 个 实 相 似 5 更 不 用 谨 实 正 变 相似 了 ?把 一 个 实 抵 阵 化 成 上 三 角形 
式 ， 因为 可 能 的 话 。 对 角 元 将 是 特征 值 ， 击 特征 值 可 以 不 是 实数 ， 形 式 (2. 3.5) 是 通过 实 正 交 
相似 所 能 得 到 的 与 二 角形 式 最 接近 的 形 蕊 ， 如 果 4 有 任何 故 实 特征 值 ， 形 式 (2. 3, 5) 就 不 会 是 
上 一角 目 阵 ， 介 它 总 是 星 上 Hassenberg 形状 ， 

练习 ” 试 修改 (2.3, 1) 的 论证 以 让 明 (2. 3,4)， 提 示 : 如 果 记 是 实 抢 阵 册 的 实 特征 值 ， 那 么 
有 -个 相应 的 实 特征 向 量 ， 可 以 用 它 来 讨 缩 4， 使 呈 52. 3. 由 中 的 形状 ， 如 果 4 王 a 十 衣 是 到 的 
非 实 特征 值 ， 且 Ax 一 Ax， = 二 ww 十 iv 闫 0， uw; vER'"， 让 明 Aw 一 gx 一 Bo，Av 二 av 十 Bu 利 Ax 一 
4x4， 再 证 明 {x，X} 是 无 关 组 ， 证 明 tu，%} 是 无 关 组 ， 然 后 庆 它 应 用 Gram-Schmidt 过 程 得 到 实 
的 标准 正 交 组 {w，x)。 设 Q& 是 前 两 列 为 w: 和 x 的 实 止 交 答 阵 ， 证 贿 


这 时 ， 一 次 可 使 A 下 缩 两 列 ， 应 该 指出 ， 在 (2. 3.5) 中 ， 相 应 于 每 个 实 特 征 值 和 每 对 复 基地 特 
征 值 的 子 块 A, 可 以 按 任意 规定 的 顺序 排列 
《2. 3.3) 也 有 一 个 在 实 的 情形 下 的 变形 ， 


2.3,6 定理 设 信 CM (R) 基 交 搁 族 ， 则 存在 实 止 交 算 阵 QE M,(R)， 使得 对 每 个 AE 7， 
QTAQ 为 (2.3. 5 的 形式 ， 

练习 ” 试 修改 (2. 3.3) 的 论证 以 证 明 (2. 3.6)， 提示 : 首先 ， 用 所 有 实 的 公共 特征 向 址 庄 纳 
“的 所 有 成 基 ， 然 后 壮 察 非 实 公共 特征 向 量 ， 旦 如 (2.3.4) 的 证 明 记 敌 的 那样 一 次 术 映 两 列 . 
要 注意 的 是 ,经 一 个 公共 的 实 正 交 相 似 之 后 ， 的 不 同 成 员 可 以 有 不 同 的 2%2 对 角子 块 ， 但 
居 ， 如 此 -个 成 员 在 某 个 位 置 有 有 -个 2X2 子 块 ， 商 另 一 个 成 员 却 没有 ， 那 各 后 者 必须 在 相 庶 
位 置 有 一 对 相同 的 1x1 子 块 ， 
可 题 

1 设 .rEC" 是 给 定 的 单位 向 量 (zxz 一 1)， 用 沁 一 Eri， y |’, 其 中 EC， 而 yEGC" :， 


[L831] 


L841 
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选取 66R 使 eezi 交 0， 然后 定义 = 一 eaz 一 [和 ， 弛 ]， 其 中 心 全 R 是 非 负 实 数 ， 而 5EC 证 


明和 矩阵 
a 机 
“一 本 i 


i 
i 

是 西 答 阵 、 提 示 : 计算 VV= 让 ， 得 出 矩阵 Ue 7?Y 一 [za 是 其 第 一 列 为 已 知 向 量 z 的 
酉 矩阵 ， 这 为 Schur 定理 (2. 3. 1) 的 证 明 中 的 逐个 压缩 步骤 ， 提 供 了 一 个 求 所 需 丁 矩阵 的 构造 
性 方法 . 

2, 如 果 xE€ R" 是 给 定 的 单位 向 量 , 说 明 如 何 改 进 习题 1 中 所 撕 述 的 构造 法 ， 以 便 得 到 第 
一 列 是 z 的 实 正 交 焦 阵 QQE M,CR)， 证 明 你 的 构造 方法 是 可 行 的 ， 

3. 设 AEM.(R)}, 解释 A 的 非 实 特征 值 ( 如 果 有 的 话 ) 必 须 成 共 谍 对 出 现 ， 


4 考虑 续 
0 -11rl 1 
-| 本 四 
试 说 明定 理 (2, 3. 3) 中 的 交换 性 假设 虽然 是 多 可 同时 本 上 三 角 化 的 充分 和 条件， 但 它 不 是 必要 
条 性 ， 
5. 设 814，…，4 Cd 是 给 定 的 族 ， 且 设 
轨 二 {A117 二 12) 
是 多 中 短 阵 的 所 有 两 两 匡 积 组 成 的 族 ， 事 实 上 ， 如 果 旬 是 交换 族 ， 那 么 ,多 可 以 同时 西 上 三 角 
化 的 充分 必要 条 件 是 每 个 换 位 子 A.4 ,一 AjA, 的 每 个 特征 值 都 是 零 ， 证 明 关于 委 的 交换 性 假设 
是 比 卫 的 交换 性 假设 要 弱 的 假设 。 间 时 证 明 ， 当 题 4 中 的 族 多 有 一 个 相应 的 交换 族 当 ， 它 还 满 
足 零 特征 值 条 件 . 

6. 设 A，BE iM, 已 知 ， 且 假设 AA 各 B 同时 相似 于 上 三 角 矩 阵 ;， 即 对 某 个 非 奇 异 上 第 阵 SE 
M，S AS 和 SBS 都 是 上 三 角 和 矩阵 ， 证 明 AB 一 BA 的 每 个 特征 值 必定 是 零 ， 提示: 如果 
Al1，As EMM, 都 是 土 三 角 和 矩阵 AAs 一 AsAl 的 主 对 角 线 是 什么 ? 

7. 虽然 等 个 方 阵 可 经 西 相似 化 成 上 三 角形 式 ， 但 这 对 复 正 交 相 似 不 成 立 ， 如 果 某 个 4E 
M, 可 以 写成 4 一 QAQT ， 其 中 ，QE M, 是 复 正 交 短 阵 ， 而 AEM. 是 上 三 角 抑 阵 ， 证 明 4 至 少 


一 个 特征 向 量 zEC' 使 zz 关 0， 考 察 4 一 | 。 ,|， 试 说 明 不 是 每 个 AEM, 可 以 经 一 个 复 


正 交 相似 上 三 角 化 . 

8. 设 QEM, 是 给 定 的 复 正 交 短 阵 ， 且 假定 x€EC 是 入 的 相应 于 特征 值 1 汉 士 1 的 特征 向 
量 . 证 明 rz=0. 提示; 在 恒等式 Qz 一 Xz 的 两 边 各 乘 凡 自己 的 转 置 ， 关 于 两 个 特征 值 都 不 
同 于 士 1 的 3x2 复 正 交 姑 阵 族 的 全 了 ， 可 参看 (2. 1) 节 的 习题 8(a)， 证 明 ， 这 些 短 阵 中 没有 任 
何 和 矩阵 可 经 正 交 相 似 化 为 上 三 角 和 矩阵 . 

进一步 阅读 ”关于 习题 5 所 确立 的 定理 (2. 3. 3) 的 较 强 形式 ， 其 证 明 可 参看 Y. P. Hong and 
及 A. Hoin, “On Simultaneous Reduction of Families of Matrices to Triangular or Diagonal Form 
by Unitary Congruences, ”Linear and Multilinear Algebra 17(19085}, 271-288. 
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2.4 Schur 定理 的 若干 推论 


Schur 疝 开 和 角 化 的 几 个 基本 推论 说 明了 它 的 效用 . 
练习 利用 (2. 3,1}) 证 朋 ， 如 果 入 后 AT， 有 特征 值 ， ey Ans ‘包括 重 特征 值 )， 那么 


det A 二 [Ta 和 tr A ya. 在 第 1 章 中 ,这 是 用 另外 的 方法 证 明 的 . 提示 : 关于 迹 ， 应 想到 由 
直接 计算 可 推出 tr AB=tr BA4， 因 啊 迹 是 相似 不 变量 .关于 特征 值 的 其 他 初等 对 称 冰 数 ， 你 
认为 如 何 ? 

每 个 卸 阵 都 满足 它 自己 的 特征 方程 (2. 4.2)， 这 个 结论 可 由 Schur 定 埋 和 关于 一 角 第 阵 乘 
法 的 一 个 简单 结果 推出 . 


2.4.1 引 理 人 很 定 尺 二 [rj 和 了 = [tj 部 M, 是 上 下 角 妹 阵 , 有 rr, 一 0， 1 jk 
fiei1 一 0， 设 全 = 二 [1 一 RT， 那么 1 一 0， li j 扩 K+ 1 
证 明 : 因为 RO. 2，…，AJ=0 和 二 oso， 所 以 及 和 了 有 形状 


0 . 0 # 
其 中 ， 分 块 后 的 有 上 子 块 都 荐 &XA 的 .根据 分 块 征 阵 的 乘法 [ 见 (0.7) 的 有 关 记 续 和 基本 结 「 亚 | 
果 ]， 三 的 让 X 直 在 上 和 块 显然 荐 0， 通过 观察 发 现 ， 及 的 前 上 十 1 行 有 0 的 位 置 对 着 T 的 第 二 十 
1 列 的 所 有 非 零 位 置 ， 向 工 的 前 & 十 1 列 有 0 的 位 署 对 着 玉 的 第 十 1 行 的 所 有 非 零 位 置 ， 于 是 
乍 阵 乘 法 表明 ， 全 ( 按 同样 的 分 由 ) 有 形状 


0 ] 


| :1:0 0 + | 
因而 (1 ，… 下 十 11) 一 90， 这 正 是 我 们 要 证 明 的 ， 口 

练习 证 明 两 个 上 三角 饶 阵 的 乘积 是 上 一 角 抑 阵 ， 并 证 明 两 个 有 要 同 划分 的 分 块 上 二 和 角 矩 
姓 的 乘积 是 分 据 上 三 前 外 阵 ， 
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练习 ”推广 (2.4.1)， 证 明 ， 如 果 民 和 了 是 后 一 角 和 托 阵 ， 上 月 六 一 RT， 拖 么 ， 
THD le i+j)) = RUD li j TO 二 1 i 十 站), 


2, 4.2 定理 (Cayley-Hamiltom) 设 因 (是 上 4E 他. 的 特征 党 项 式 ， 屠 么 
pitA) 一 0. 

证 明 : 央 为 pi(0O 是 二 次 的 ， 且 首 系数 为 1]， 又 Bas(D 一 0 的 报 正 是 六 的 特征 值 A ，…，， 

( 计 相 重 特征 值 )，9 以 把 p30) 分 解 成 
paltt) 一 一 AD 一 如 一) 
利用 (2. 3. 1)， 把 A 表 成 
A- UTU-, 
其 中 荆 是 上 三 角 什 阵 ， 且 在 它 的 第 i 个 对 角 元 位 置 有 2,， i 二 1，…，w。， 现 在 算出 
palA)= patUTU) = (CUTU 一 和 站 GTU — A DtUTU: A,1) 

~ [UT- ADU* JIUCT- ADU* [UCT A TU | 

一 LT 一 有 (了 一 及 有 (TI 

一 LpsCTIU ， 
并 注意 到 ，pa (A) 一 0， 当 且 仅 当 p(T) 一 0。 此 处， 由 引 理 (2, 4,1) 得 中 pa(T) 一 0,，T 一 1 
的 左上 1X1 子 块 是 0， 而 了 ~ 了 的 2，2 元 蚌 0; 峙 为 它们 都 旦 上 一 角 算 阵 ， 所 以 CT -1 
《了 一 让 的 左上 2X2 子 块 是 90， 根据 归纳 推理 ， 因 为 (T 一 4.7-…(T- 殉 站 的 在 上 天 六 直子 块 和 
(TX) 的 十 1， 到 十] 元 各 为 0. 且 都 蚌 上 三 角 第 阵 ， 所 以 (下 一 后 万 (一 和， 六 的 大 二 
(1)X( 计 十 1 于 块 是 0， 一 直 连 续 计 算 到 a， 人 和 便 得 到 乘积 p(T 二 (TT 一 2.0.…(T 一 1,1) 一 0， 
证 毕 . 癌 

练习 下 述 关 于 命 肿 p,( 有 A) 一 0 的 论证 有 什么 错误 ?“ 因 为 对 于 AE M, 的 每 个 特征 值 4 有 
zat47 二 0， 久 因为 304) 的 特征 值 是 9(4)， 其 中 gq 是 一 个 名 项 式 ， 由 此 推出 paCA) 的 所 有 特征 
值 是 0。 因 此 ，pi(A) 是 0." 这 是 关于 Cayley-Hamilton 定理 的 - -个 常见 的 错误 让 明 ， 给 出 了 一 
个 明显 的 例子 来 说 明 它 错 在 哪里 . 

练习 下 述 论证 的 错误 是 什么 ?“ 因 为 和 (0 一 由 tt 一 人 本 (一 det(AT 一 4 二 det(4 一 4 一 
det 0=0, 所 以 p(tA}=0". 

如 果 pat 中 二 deittT 各) 表 拓 AEM, 的 特征 多 项 式 ， 那么 特征 方程 是 pa(1) =0， 特 征 方 
程 的 根 是 A 的 特征 值 ，Cayley-Hamilton 定理 常常 解释 为 "每 个 方 阵 都 满足 自己 的 特征 方 称 ,” 
位 这 必须 认真 弄 复 ， 纯 量 多 项 式 首 先是 作为 p401) 一 det(11 一 A) 计 算出 来 的 ， 然 后 才 从 特征 多 
项 式 出 发 作出 得 阵 疡 (4)， 

我 们 已 经 对 具有 复 分 量 的 矩阵 证 啊 了 Cayley-Hamilton 定理 ， 因而 它 对 分 量 最 自 复数 威 的 
任 - 子 城 { 便 如 ， 实 数 域 或 有 理 数 战 ?的 罕 阵 也 必定 成 立 ， 实 际 寺 ， Cayley-Hamilton 定理 纯粹 
必 :个 形式 结果 ， 它 对 分 其 如 睛 任何 域 的 或 更 一 般 地 ， 取 月 任何 交换 环 的 年 阵 也 成 立 . 

Cayley-Hamilon 定理 的 一 个 重要 应 用 呈 ， 可 以 把 AEM, 的 拓 A 仆 科 们 写成 二 由， 
4 ，… ,A 的 线性 组 合 。 根 据 线性 相关 的 理论 ， 容 易 证 明 ， 塞 A” 和 4 的 更 高 次 军 可 以 表 成 
较 低 次 蜂 的 线性 组 合 ( 因 为 若 拒 吕 , 看 作 复 数 域 上 的 向 量 空 间 ，M, 的 维 数 呈 1 )， 但 是 Cayley 
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辐 


Hamilton 定 埋 是 上 述 结 果 的 显著 改进 . 


2,4.3 例 设 
~ 3 1 
加 patD= 一 3 112， 并且 起 一 3 有 121=0， 因此， A: 二 34 2T; A 一 A(A?) 一 3A 一 24 一 
3(3 有 A 一 21) 24=74 61; 4 一 ?4 一 64=154 一 117， 等 等 ， 另 外 ， 央 为 pa (1) 中 的 常数 项 ， 
邯 点 的 行列 式 非 零 ， 所 以 所 非 奇 振 ， 且 可 以 把 4: 写成 和 的 一 个 多 项 式 ， 骨 由 aa(A) 一 4 一 
3 六 十 21 一 0， 得 旬 21 一 A: 十 3A 二 A( 一 A 十 3 站 ,或 
1=A|3( A 13n | 

这 表明 4 '= -+ 二 | | 
这 志明 A 一 -瑟瑟 ay | 

练习 已 知 AEM, 有 特征 多 项 栋 

pali) 一 用 十 和 1 ! 十 ut" ” 十 二 av 

试 把 A" 写成 关于 人 的 次 数 至 多 是 ”一 工 的 多 项 式 ， 试 对 4 的 次 数 大 于 ?一 1 的 几 个 相信 次 数 的 
暴 ， 把 它们 也 写成 A 的 次 数 至 多 是 ww- 1 的 煞 项 式 ， 另 外 ， 假 定 抽 非 奇 异 (a 关 0 ， 把 4 也 
可 成 A 的 次 数 至 客居 nn 一 1 的 多 项 式 ， 这 后 一 结论 可 作为 (2.4.2) 的 一 个 推论 
2.4.4 推论 如 果 和 EM 是 非 奇 异 矩阵 ， 那 么 存在 次 数 至 多 明 "一 1 的 密 项 式 gfi( 它 的 系数 ， 
版 决 于 4)， 合 得 4 1!=g(&). 

练习 如 果 两 个 矩阵 4. 有 BE M, 相似 ， 迹 明 其 中 一 个 矩阵 的 任 一 多 项 式 相 似 于 另 一 矩阵 
的 同一 多 项 式 ， 特 别 是 ， -个 矩阵 所 满足 的 性 -多项式 方程， 另 一 个 矩阵 也 满足 ， 试 考虑 道 谷 
题 : 泪 足 同一 组 多 项 式 的 随 个 同 阶 和 矩阵 是 相似 的 ， 它 成 立 还 是 不 成 立 ? 
2,4.5 例 已 经 证 上 明 ， 每 个 扎 阵 4EM, 满足 某 个 次 多 项 式 方程 ， 例 如 ， 特 征 方程 就 是 一 个 
例子 ， 但是， 各 E M, 满足 -- 个 次 数 小 于 7 的 多 项 式 方程 也 是 可 能 的 ， 设 


| 0 蝗 
4= 01 lilt MM, 
IO0 0 1 
则 太 满 足 gcA)==0， 基 中 gt 一 2 一 21 十 1 是 2 次 的 . {88 ] 


练习 证 上 明 一 个 可 对 角 化 年 阵 满足 一 个 次 数 等 王 其 不 同 特 征 值 的 个 数 的 多 项 式 方 程 ， 并 且 
它 不 满足 更 低 次 的 多 项 式 方程 .… 个 矩阵 所 满足 的 ( 首 项 系数 为 1 的 ) 极 小 次 数 的 委 硕 趟 ( 它 的 
极 小 多 项 式 ) 蚌 下 一 章 要 进步 研究 的 对 象 ， 它 与 jordan 标准 找 有 密切 的 关系 ， 提 示 ; 考虑 
qT A 

Schur 定理 的 男 一 个 用 途 基 ， 它 们 能 用 两 种 说 法 米 解 释 每 个 矩阵 *“ 儿 乎 "是 可 对 角 化 的 ， 第 
一 种 说 法 是 ， 存 在 一 个 可 对 角 化 还 阵 ， 它 可 以 任意 接近 于 一 个 已 知 矩 阵 ， 第 二 种 说 法 是 ， 任 ， 
已 期 岳 陈 相似 于 这 样 一 个 上 :和 靖 移 阵 ， 它 的 非 对 角 元 可 以 任意 地 小 . 
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2.4.6 定理 设 A=[a]E 针 .对 任意 s>0， 存 在 - :个 条 阵 4A(e) 王 [ats) EM 它 有 "个 
不 同 的 特征 值 * 因 而 它 是 可 对 和 节 化 的 )， 且 使 得 


> | ay 一 ef) | 

证 阴 : 设 UEM, 是 西 和 矩阵， 使 得 U* AU= 了 是 上 二 第 矩阵 , 设 下 =diagte， ez es 

其 中 选择 这 样 一 些 数 ， 使 得 
ie 人 
朋 娄 十 ct，tzs 十 ej，:r，fur 二 es 是 互 不 相同 的 ，( 稍 如 思考 醒 会 发 现 ， 这 是 可 以 做 到 的 , ) 于 
是 TE 有 nn 个 不 阿 的 特征 值 : tte, "ny ln Pn 且 和 A | LE 也 如 此 ， 这 是 因为 它 相 似 
于 Tik 设 AlO)=AILUEU" ,从 而 A 一 A(e)== 一 UEU' ,及 
> afs) 1 一 De n{£)= €. 

我 们 已 经 用 到 了 (2.2.2)， 因 此 ，Ate) 泛 合 定理 的 要 求 ， 口 

练习 证 明 (2.4. 6) 中 条 件 ,| wu 一 asfey | <e 可 以 用 max 1 4 一 a (e) ,之 代 蔡 . 
提示 : 运用 上 述 定 理 时 ， 用 代替 es， 并 意识 到 ， 如 果 平 方 和 小 于 晨 ， 那 么 其 中 每 一 项 的 绝对 
值 必 小 于 上. 
2.4.7 定理 设 AEM,， 对 任意 e 汪 0， 看 在 一 个 非 奇 异 矩阵 S.E M,， 使 得 

S.143, 一 了 一 Li, (Ce)] 

是 上 一 角 和 矩阵 ， 且 | (Ce) | <e， 1 jn 

证 明 : 首先 应 用 Schur 定理 得 到 本 第 阵 UE M, 和 上 上 一角 振 阵 工 E M,， 使 得 

U* AtUT—T 

对 一 个 非 零 纯 基 x， 定义 DD, 一 diag(1, eg; qr，…，a" !) 朋 令 1 二 max., | i | ， 概 定 : 二 1， 因 
为 在 这 种 情形 下 证 明 本 定理 就 可 以 了 ， 如 果 /入 1, 设 S.=UD,; 如 果 t>1; 设 S.=UD,,D,. 
不 论 在 哪 种 情形 ， 相 应 的 3 都 可 证 明定 理 的 论断 ， 例 如 ， 如 果 ;所 1， 通过 简单 的 计算 可 知 ， 
和 be Ee! 二 be ， 它 的 绝对 什 不 大 于 a '， 叉 如 果 1 之 7， 这 个 值 就 不 大 于 e， 妇 一 方面 ， 
如 果 上 >1， 仅 仅 用 一 个 经 DD 的 相似 作用 于 矩阵 了, 便 得 划 其 所 有 非 零 元 的 绝对 值 不 超过 1 的 
和 矩阵 . [| 

练习 ”证明 (2, 1,7} 的 下 述 变形 ; 车 A'EM, 用 让 0， 则 存在 一 个 非 奇 异 的 5S.E€ M, .使 得 
5 AAS, 二 T=[i,(e) 是 上 三 角 算 阵 ， Hy) | 4 Ce) | 之 .提示 :应 用 (2.4.7), 其 中 用 [2/ncn Dl 


代 栖 e . 

从 Schur 定理 出 发 不 难 注 明 它 的 一 个 推广 ， 这 个 推广 向 下 一 音 中 到 出 现 的 Jordan 标准 形 
迈 出 了 重要 的 一 步 . 
2.4.8 定理 假定 AEM, 有 7 重 特征 值 4 ， 4 二 1，… 有 有， 人 LA， 必 ， 如 是 下 不 相同 的 ， 那 
么 总 相似 于 形 如 
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| 

| » 

10 T 
的 矩阵 ， 其 中 了 EM 是 所 有 对 角 元 为 4, 的 上 三 角 和 矩阵 ，i 二 1，… .如 果 AEM,(R)， 几 丰 
的 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 那 么 也 有 同样 的 结果 ， 且 相似 拖 阵 可 以 取 实 矩阵 . 

证 明 : 首先 应 用 Schur 定理 (2. 3.1) 使 A( 西 ) 相 似 于 一 个 上 三 角 和 矩阵 荆 =[ij， 并 且 假 定 
在 了 的 对 角 线 上 作 了 编排 ,使 所 有 的 项 4 都 出 现在 前 面 ， 其 次 是 项 1 ， 如 此 等 等 ， 下 面 ， 要 
对 工作 一 系列 简单 的 ( 韭 西 ) 相 似 变 换 ， 以 期 得 到 对 角 线 上 方 的 各 个 0 元 ， 且 不 改变 全 的 对 角 
或 者 上 三 衣 结 构 ， 设 E, 基 MM 中 的 在 +，; 和 位置 是 1， 而 其 他 位 置 者 为 0 的 朱 阵 ， 注 意 ， 对 + 交 s 
和 和 任 一 纯 量 <，T 十 oFF. 是 非 奇异 矩阵 ， 且 (+ gE ) 1 二 7 一 aB,. 此 让， 由 直接 计算 可 知 ， 对 
rs3， 经 aE, 的 相似 
(TH aE TH aE,s) = (T - aE,} TO oF,) 

只 改变 了 的 第 > 行 中 位 于 第 * 列 右 边 的 元 素 和 了 的 第 * 列 中 位 于 第 > 行 上 方 的 元 素 ， 


并 且 用 
ts att, —1.) 
代 昔 [ 因此 ， 如 于 rei, 选取 


一 -- 一 加 
{t — t.) 


便 可 使 +，s 元 为 0， 而 对 有 关 结 构 未 作 其 他 的 变更 ， 现 在 考虑 工 中 一 系列 位 置 ， (pn -1，o 3 
《天 一 2 
如 果 /6 去 ts， 可 以 依次 弄 定 一 种 相似 使 这 些 位 置 的 每 个 元 素 变 为 0， 我 们 注意 到 ， 这 样 懒 不 会 
影响 已 经 变 成 0 的 元 ， 所 得 到 的 矩阵 将 相似 于 4， 这 正 是 所 要 求 的 形式 , [] 

练习 证明， 如果 AE MR)， 且 它 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 那 么 ， 在 {2.4.8) 的 证 明 中 
所 必需 的 运算 都 可 以 在 实数 范围 内 完成 ， 于 是 ， 在 这 种 情形 ， 定 理 保 证 能 得 到 分 块 对 角 矩 阵 ， 
南 所 必需 的 相似 矩阵 可 以 电 实 瑟 阵 ， 

附注 筷 定 一 个 已 知 既 阵 4 生 针 ,是 上 三 角 并 阵 ， 且 可 以 假定 它 已 化 简 成 如 下 形式 (如 

果 有 必要 ， 可 对 它 作 置 换 相 似 ) 


a 


[A Wii A 

| 人 

1 6 A 

其 中 ， 每 个 对 角子 块 A 是 上 三 角 婚 阵 ， 且 在 其 对 角 线 上 只 有 i 还 假定 i 产 } 时 有 
,天 ji ,证明 定理 (2.4.8) 时 疡 使 用 的 算法 说 明 ， A 相位 于 


[0] 


66 第 乡音 
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0 A | 
即 : 在 这 种 情形 下 ， 所 有 菲 对 角子 块 可 以 用 埋 子 巨 来 代替 ， 且 保持 相似 性 ， 固 为 再 相 
似 保 竺 各 元 素 绝对 值 的 平方 和 ， 所 以 应 当 注意 ， 如 果 有 任 一 非 对 角 于 块 4 是非 索 的 ， 
就 不 可 能 用 一 个 根 相 似 得 到 这 一 结果 ， 
现在 利用 Sehur 常理 的 交换 族 形 式 (2. 3. 3) 证 明 ， 对 可 交换 的 第 阵 ， 特 征 值 可 《 按 某 个 顺 
序 )* 相 加 ”. 


2.4.9 定理 设 4，BE M. 分 别 有 特 征 值 ci ，…，am 和 有 ，…， 岛 ， 如 打上 和 日 可 交换 ， 屠 
么 在 在 指标 1 ，…， ;的 一 个 排列 7 ，…， 志 ,使 得 六 十 B 的 特征 值 是 x， 十 六 a FB ，…， 
6 十 如 .特别 有 是， 如 上 朵 入 与 B 可 交换 ， 邦 么 gt A 二 SalA) teal 及. 
证 明 ; 如 果 4 与 五 可 交换 ， 根 据 5(2.3.3)， 它们 可 以 同时 上 三 角 化 ， 即 存在 西 殖 阵 TE 
MM,， 使 得 
CG*AU=T 和 UBU=R 
都 足 上 一 角 惩 阵 ， 且 分 别 具 有 对 角 元 w ，…, a 及 BB. 
UATBU TR 
有 对 和 角 元 
a Ba Bs a 
央 击 也 以 它们 为 特征 值 ， 因 为 A1B 相似 于 下 | 尺 ， 所 以 它们 必定 世 是 A 十 B 的 特征 值 . 口 ] 


24410 例 应 注意 的 是 ， 即 使 A4 与 8B 可 交换 ， 也 未 必 所 有 形 如 十 的 成 商都 是 入 1B 的 特 
征 值 .考察 对 角 年 阵 
1 9 3 0 
4-| | 和 8 | | 
0 2 0 4 


便 会 发 现 ，1 十 4 二 5EE14，6} 一 oe(AA+B)。 因 此， 当 和 及 与 B 可 交换 时 ，g(A 十 B) 包 会 在 ot 及) 十 
otB) 四 ,但 - 般 涉 相等 . 


如 1 例 如 沫 及 与 B 不 交换 ,那么 要 用 otA) 十 z(B) 来 说 明 g(tA 十 B) 是 很 困难 的 ， 特别 是 ， 
fg 入 十 用) 不 一 证 包含 在 4) 一 ae 有 ) 中 ， 设 
my 1 0 昌 
4 一 ， | 和 B= | jt 
LL 1] 0 
则 atA 一 B=i 一 1 1 击 otA)=gtB) 一 404. 
2 412 例 (24 9) 的 道 命题 成 立 吗 ? 如 果 刀 和 B 的 特征 值 可 按 某 个 顺序 相 加 ， 入 与 8 一 定 
可 交换 吗 ? 同 管 是 否定 的 ， 即 便 是 对 二 所 有 纯 基 a 和 8，aA 和 8B 的 特征 值 可 按 革 个 顺序 相 加 ， 
全 与 8 也 未 必 可 交换 .这 蚌 -种 有 趣 的 现象 ， 而 刻 划 这 样 - -对 给 阵 的 特征 还 是 … 个 尚未 解决 
的 问题 ! 设 
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i 4 5 2 1 2] 
ls 和 B= 10 ?| 
|y 0 3 0 04 


它们 的 特征 值 可 相 加 , 供 刀 与 B 不 人 交换. 显然， 可 同时 上 三 角 化 是 特征 值 上 其 有 可 加 性 的 充分 
条 件 ， 但 它 又 不 是 必要 的 .自然 ， 上 和 角 纸 阵 不 一 定 可 交换 ， 


2.4.13 推论 假定 4， BEM. 昆 分 别 具 有 特征 值 w ，…，u 和 8,，…，B, 的 可 变换 第 阵 ， 如 
果 m 夭 一 8 i j 一 1，…， hn， 那么 有 十 B 是 韭 奇异 矩阵 . 

练习 用 (2.4.9) 证 明 (2.4.13)， 

练习 ” 计 明 ， 对 任意 一 对 肪 ，BE 册 (可 交换 或 不 可 交换 )， 寻 :8 的 各 特征 值 的 和 是 A 的 
各 特征 值 的 和 各 上 8B 的 各 特征 值 的 和 ， 提 示 : tr 《A 上 FB) 是 什么 ? 

我 们 已 考察 过 可 对 角 化 违 阵 的 同时 对 角 化 问题 ， 对 此 ， 交 换 性 是 一 个 容易 验证 的 必要 充分 
条 件 ， 也 考察 过 问 时 . . 角 化 问题 ， 对 于 它 ， 交 换 性 是 一 个 充分 条 件 ， 但 不 是 必要 条 件 ， 鉴 十 能 
赵 证 明 购 个 已 知 第 阵 不 可 同时 三 角 化 往往 是 很 有 用 的 ， 所 以 ， 希 望 能 够 找到 -个 比特 征 值 具有 
可 如 性 这 一 条 件 更 强 的 必要 条 件 . 下 面 的 例子 指 四 了 实现 这 一 条 件 的 途径 . 


2.4.14 例 设 


0 1 0 ro 0 ff 
A 二 |n 0 1 和 Blti0o ol. 
[oo 0 0. 0 1 0 


刀 和 如 都 有 三重 特征 值 0. 它们 的 任意 线性 组 组 合 aA 上 5B 也 是 如 此 ， 十 是， 它们 的 特征 值 可 
相 加 ， 由 于 这 些 永 因 ， 似 和平 有 理由 相信 息 和 8 是 可 同时 于 第 化 的 ， 但 是 ， 假 如 有 某 个 攻 奇 导 
算 阵 SE M,， 使 得 SAS :和 SBS “都 是 上 一 角 征 阵 ， 那 么 (545 :SBS ') 一 SABS ! 的 特征 
全 - 定 是 4 和 归 的 特征 值 按 某 个 腊 序 的 乘积 ， 可 是 ，AB 的 特征 值 的 集合 是 {一 1，0，1), 它 
并 不 包含 在 集 {0} 和 集 10} 的 集 乘 积 之 中 ， 由 此 ， 我 们 得 出 结论 ，A 和 及 是 不 订 同 时 .| 三 角 
化 的 ， 

练习 证 明 上 例 中 的 个 论断 ， 如 果 忆 DE M, 部 是 上 上 三角 入 阵 ， 那 么 CD 的 特征 值 是 
利 歼 的 特征 值 按 某 个 顺序 的 羔 积 ; 凤 otCD)CGo(CYo(DD). 

经 一 个 不 一 定 是 再 相似 的 局 时 工 一 角 化 问题 [ 不 过 要 参看 (2.6) 节 ] 可 以 用 下 面 的 MeCoy 定 
埋 米 完整 地 措 述 ,我们 略 去 了 它 的 证 明 ， 请 回忆 -下 兽 述 及 任意 多 个 变 元 的 案 硕 趟 ， 它 只 不 过 
是 各 变 元 的 寡 的 乘积 的 -个 线性 组 合 ， 如 果 诸 变 元 是 非 交换 的 ， 那 么 相同 变 元 的 不 同 知 可 以 与 
其 他 变 元 的 老 的 积 相 问 地 出 现在 某 个 乘积 之 中 ， 
2.4,15 定理 讽 AA， BEM, 分 别 有 s(A) 一 ta， zs" 0} 和 otB)=1{ 记 ， 应 ， i 已 六 (计算 
重 竺 征 值 )， 那 么 ， 存 在 非 奇异 矩阵 SE M,， 使 得 S-1AS 和 S18B5 痢 是 上 三 角 人 处 阵 ， 当 且 权 
当 存在 指标 1，2，…，5 的 一 个 排列 记 ，is，…， 启 ， 使 得 otp(A，B)) 一 {pta,， BB): j= 
1 对 两 个 ( 非 交 换 ) 变 元 的 所 有 复 系数 多 项 式 p(t1，;) 成 立 . 

练 可 验证 ， 如 果 态 和 B 可 同时 三 角 化 ，(2.4.15) 沾 的 多 项 式 条 件 是 必要 的 ， 证 明 ， 如 


一 -~ 


ol 
区 
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果 和 六，BE HM 可 交换 ， 那 么 at p(tA、B)) 二 iplaj， B): j=]， NN}， 对 两 个 变 元 的 所 有 多 
项 式 户 成 立 ， 定 理 (2,4.15) 是 如 何 适 用 十 倒 从 ,4, 14) 的 ? 
附注 定理 (2.4.13) 的 结论 对 任意 域 上 的 给 阵 和 多 项 式 都 能 上 成立， 只 要 这 小 域 包 含 这 
两 小 虐 阵 的 各 特征 值 : 对 于 有 一 3，4， 光 个 起 阵 的 同时 三 角 化 ,定理 也 成 立 { 这 时， 
定理 的 条 件 要 涉及 六 个 灾 化 的 多 项 式 )5 并 且 ， 就 是 对 于 特征 什 约 限定 子 集 ， 定 理 也 
成 立 ， 即 plia,， BEatp(t4A，B)),，j 一 1，-…,， 7 对 所 有 多 项 式 p(s, 疏 成 立 ， 当 且 
仅 当 和 和 日 同时 各 自 相 似 于 这 样 一 个 分 磊 三 角 短 阵 ， 在 这 两 个 分 据 三 角 给 阵 的 对 前 
线 上 的 某 些 相应 位 置 分 别 有 由 wm ，…，er 和 及 ，…， 吕 组 成 的 1X1 子 块 ， 
习题 
1. 假定 为 ，BE 好, 可 交换 ， 且 分 别 有 特 征 值 mm，……，m 和 训 ，…， 训 ，(a) 证 明 ，AB 的 
特征 信和 是 a8 、as8 ，…，anp ， 其 中 局 、…， 六 是 指标 ]，…，? 的 某 个 排列 .(b) 如 果 p(s， 
站 基 丙 个 变 元 的 凶 项 式 ,证明 p(tA，B) 有 特征 值 ge， 有 8 )，…:， (au， 吕 )，(c) 最 后 证 朋 ， 
可 同时 上 三 角 化 这 个 较 验 的 假设 足以 得 出 上 上述 辣 论 : 交换 性 不 是 必要 的 . 
2. 如 果 AAEM,， 证 明 记 的 我 不 小 于 A 的 非 零 特征 值 的 个 数 ， 提 示 : 试 证 -个 上 半角 矩阵 
的 秩 至 少 等 十 非 零 主 对 前 无 的 个 数 ， 然 后 利用 Schur 定理 (2. 3, 1)， 用 例子 


0 于 
1 
站 0 


说 明 入 的 秩 为 什么 可 能 大 丁 韭 零 特征 值 的 个 数 . 

4. 本 题 的 目的 是 要 证 明 ，Cayley-Hamilton 定理 对 上 其 元 内 取 晶 交接 环 向 不 一 定 取 自 复 数 域 
的 沸 阵 成 立 ， 交 换 环 屁 这 样 一 个 代数 结构 ， 除 了 乘法 逆 现 的 存在 性 以 外 ， 它 满足 域 的 所 有 公 
理 ， 因 此 其 " 吉 法 "与 " 生 法 "运算 是 交换 的 ， 且 满足 通常 的 结合 律 和 分 配 律 ， 我 们 也 明确 优 定 在 
该 环 中 存在 逆 法 单位 元 ;， 即 存在 元 素 *1” 使 得 对 该 环 中 的 所 有 4 都 有 la 一 ua 是 一 个 环 丽 不 一 
定 明 域 的 例子 居 Z, 一 所 有 整数 对 上 的 模 ， 在 Z; 中 ,，“ 加 法 ”与 * 蔷 法 "不 是 通常 的 运 息 ， 介 其 运 
算 结 果 是 对 取 模 ; Zi 是 一 个 域 当日 仅 当 上 是 素数 ， 另 - -个 例子 是 具有 复 系数 的 上 个 形式 未 定 
元 的 多 项 式 集 合 . 

Ca2 我 们 知道 大 AEM,， 则 adj AE HM 是 其 7，j 元 为 和 A 的 j，i 代数 作 子 式 的 唯一 矩阵 
(更 0 2)， 证 明 ， 基 本 公式 

Atadj 4 一 (aqj NA 一 (dct Ay1 

正好 是 用 代数 余子 式 表示 的 妈 的 行列 式 的 Laplace 展开 式 的 一 个 表达 式 ， 并 县 证 明 ， 若 A 的 任 
意 两 行 戌 两 询 相 等 ， 则 det A 二 0， 注 意 到 这 个 公式 内 涉及 敌 法 和 加 法 而 不 涉及 除法 .证 明 该 公 
式 对 其 元 素 纺 自任 一 交换 环 的 短 阵 有 是 成 立 的 . 

Cb) 利用 ca) 让 明 

cd — AyfaditH — AY] = [Tad — AG —A) = detGl — A = pattyI 
对 任意 4E M,， 居 至 对 其 元 素 取 自 一 个 交换 环 xXn 抢 阵 都 成 立 ， 证 明 ， 矩 阵 adj (41 一 A} 是 这 
样 -- 个 短 阵 ， 其 元 素 蚌 次 数 不 超 过 w 一 1 的 :的 多 项 式 ， 国 而 它 可 以 写成 
8j (1 一 A 入) 二 六 ,i 十 站 27? 十 十 1 十 六 ， 
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其 中 系数 A 是 n Xn 和 矩阵， 其 元 素 是 A 的 诸 元 素 的 多 项 式 匡 数 ， 多 硕 式 产 ,( 是 4 的 特征 客 项 
式 ， 
Cc) 证 明 ,， 若 4 是 一 个 其 元 素 取 自 一 个 交换 环 的 xXn 矩阵， 则 
HI— A= AERTS TA TAA) 
= CAA 
对 大 二 0，1]，2，… 者 成立， 由 此 得 出 
T= =A 人 tAGAD, k= O01. 
{由 设 志 (二 yt 十 ga-1f 十 十 grt 十 go 一 det(11 一 A) 是 6 的 特征 少 项 式 (其 中 4. 二 1)， 
上 并且 注意 到 它 对 其 元 素 肥 自 一 个 交换 环 的 mnXn 和 阵 也 是 有 定义 的 ， 利 用 (ej) 证 明 
piDT= Dat'l = DalA' + — AYG (AN 
和 


Le 
= patA) Fo AGUA ND), 
其 中 
GA = YG A 


是 一 个 次 数 不 超 过 ?一 1 的 :的 包 项 式 ， 以 矩阵 为 系数 ， 其 元 素 是 4 的 渚 元素 的 多 项 式 函 数 . 
项 在 用 (b) 米 证 朋 
piA)= pT (一 GD) 
= (Hd Aade- A)— Ct- AIG04 
= {AHA,) = Qt), 
其 中 有 HCA, 六 二 BB 十 刀 1 十 BB 而 每 个 有 是 一 个 nXX# 矩阵， 上 其 元 素 且 与 
{无 天 的 入 的 诸 元 素 的 狠 项 式 两 数 ， 内 此 Qj) 是 一 个 共有 矩阵 系数 的 次 数 不 超过 nn 的 1 的 多 
项 式 ， 
Ce) 计算 QCA)， 由 此 得 出 p40A) 一 0. 
+ 设 AE M, 是 非 奇 异 方 阵 ， 证 明 任 何 与 A 可 交换 的 矩阵 也 与 4 ! 可 交换 提示 : 利用 
42. 二 4)， 然 后 直接 验证 ， 
3. 用 (2.3. 瑟 证 明 ， 如 果 AE AM 有 特征 值 4,，2;，…，X,， 那 么 


Dt At k=1,2,.. 
1 1 


6, 证 明 ， 对 


[1 0 0 [一 l 2 
-1 2 0 和 B= | 一 1 -2 一 1|， 
I0 0 3 | 1 1 l 


以 及 对 所 有 强 量 a,，bEC， 有 alah 二 68B) 一 {4 一 跌 ，24 一 息 ，34 十 名， 但 是 和 和 上 B 不 能 同时 相 
似 于 上 三 角 定 阵 ， 

7. 利用 (2. 3)? 节 习题 6 中 的 论据 证 明 例 (2. 4. 14) 中 的 两 个 矩阵 不 可 能 间 时 上 二 角 化 ， 试 对 
习题 6 中 商 个 矩阵 作 同 样 的 证 明 . 


| 
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8. 在 证 明了 是 个 矩阵 不 西 等 价 时 ，MeCoy 定理 (2.4. 15) 的 指 时 思想 可 能 有 用 的 ， 没 p(t，s) 
是 两 个 非 交 换 变 所 的 复杂 数 包 项 式 ，X 设 驴 ，PE M, 两 等 价 ， 即 对 菜 个 西 第 阵 UE M,， 
有 4A=LBU .和 证明 站 AAA ) 王 UP(B，B TU ， 因此， 如 果 上 4 和 日 西 等 价 ， J 
两 个 非 变换 变 元 的 复 和 多项式 pti， 5)， tr ptA，A' 二 tr p(B，B“)， 这 与 定理 (2.,2.6) 有 什么 
关系 ? 

9 设 AEM,，BEM, 是 给 定 的 ， 甩 假定 机 必 没有 公共 特征 值 ， 即 e04)》 门 (8B) 是 空 
集 ， 利 用 Cayley Harmilton 定理 (2. 1.2) 证 明 方 程 AX XB=0， EM 只 有 解 三 一 0， 由 此 
和， 对 每 个 已 知 CE 村 方程 4 网 XB=C 有 了 唯一 解 玉 EM,.,， 提 示 : 如 果 AX= 

3， 用 内 纳 法 补 明 ， 对 所 有 下 二 1，2，，AX 二 XB ， 从 而 对 任意 多 项 式 p(y), 有 pCA)X= 
pcb 选取 p() 为 A4 的 特征 多 项 式 使 得 到 p( 4)X=0 一 XpaCBY， 因 为 p(B 一 (B 一 DD*… 
《1 一， 其 中 心力 是 的 特征 和 多项式， 所 以 矩阵 p34B) 基 非 奇 的 ， 寺 而 
XpaD) 一 0 只 有 零 解 X 一 0 由 齐 次 方程 解 的 唯一 性 ， 并 日 将 (0. 36 和 站 应 用 于 AM 鞋 的 线性 
变换 匀 一 TCX%X) 二 AX 一 BX 便 可 推出 ， 对 方程 丰 边 全 一 已 记录 阵 CC，AX 一 六 B= 人 C 的 解 存在 . 

10. 利用 习题 9 给 出 定理 (2. 4.8) 的 一 个 让 明 ， 要 求 递 推 步 又 不 超过 一 1 步 ， 提 示 : 把 肝 


写成 
A ALs 及 抽 A 
A 0 A 4 [A "] 
: LV 了 
0 0 A 


其 中 每 个 及 ,是 其 主 对 第 线 车 只 有 的 上 三 角 挫 阵 ， 量 RR, 一 [Ay0…Ah,]， 涡 


"TT 一 
5=| | s | | 
0 I 0 1 


A 0 
5 1AS 一 
0 1 


具 击 选 X 适合 才 1 这 一 XT - “Ri. 依次 按 行 做 下 去 重 可 得 出 入 相 做 于 diagt A , Ans rs A ), 


忒 


其 中 XX 与 RR 阿 阶 . 证 明 


nD 
11.A、BEM, 已 知 、 过 菏 虚 撞 位 乞 C=AB 一 BA 让 有 明 tr 一 0. 多 察 A | ”| 和 和 B= 


a 
|, |]， 说 明 奖 位 子 不 必 是 备 零 寂 险 ， 也 就 是 洲 ， 即 使 个 换 位 子 的 各 特征 值 的 和 肯定 为 尝 ， 


它 的 荣 些 特征 信也 可 以 是 非 淮 的 . 

12. 设 和 A，BEM,，C=AB 一 BA， 晶 假定 和 A 与 C 可 交 换 证 明 心 必定 是 蛙 才 所 阵 、 斌 对 
习题 11 中 的 例子 作出 说 明 ， 握 示 : 为 什么 存在 非 奇 异 矩阵 SE M, ， 合 得 SCS ‘= diagtC,, 
Ca a) 三 CY ， 其 中 每 个 CE M, 是 二 直角 引 阵 ， 2 十 2 十 二 二 nn gC ) 二 14,)， 
6 一， 2， 站 ， 且 A (i 天 j)? 设 和 =-SAS !, 志和 SBS 1， 目 把 A 一 (4,) 和 所 一 
(8B,) 瑟 成 邱 (5 的 分 拨 对 角形 式 同型 的 分 块 形式 ， 证 明 AC， CA ， 然 后 用 习题 9 证 明 ， 只 


亚 笔 价 和 正规 算 和 了 71 


要 上 >1 是 7 就 有 4 王 0， 于 是 等 个 怠 三 4 用 及 4 有 tc=0， 因 而 和 一 0 而 二] 
时 ; CC 旺 然 是 知 香 策 阵 . 

13. 采用 习题 5 的 记号 ， 利 用 定理 (2.4. 9 给 出 如 下 事实 的 另 - -个 证 明 , 车 各 与 日 没有 从 
共 特 征 值 ， 则 对 十 得 个 CE M,， 方程 A 一 人 B= 二 C 有 唯一 和 解 ， 提示 : 葵 虑 用 Ti(X) 二 AX， 


TtX) 一 六 BB 定义 的 线性 变换 本，T; ，iM 一 Mi,,， 证 明 TT 与 TT 可 交换 ， 由 {2.4.9}) 推 出 工 


的 诸 特 秆 值 是 了 和 工 , 的 请 特征 值 之 差 . 证明, 4 昆 工 的 一 个 特征 值 当 且 仅 当 存 在 韭 零 XE 
Mw 使 得 XX 4X 一 0， 这 可 以 成 站 导 且 仅 当 4 是 3 的 一 个 特征 值 [考虑 蔷 的 非 零 列 ]， 内 此 
访 的 特征 值 的 集合 与 和 A 相同， 同样 ，T, 的 特征 值 的 集合 与 六 相同 ， 因 而 , 斯 4 与 中 没有 公 
共 特 征 值 ， 则 荆 是 非 奇 异 的 ， 若 + 是 A 的 相应 于 特征 入 4 的 一 个 特征 问 景 ， 调 w 基 BB! 的 相应 
于 特征 值 & 的 一 个 特征 向 量 ， 考 虑 二 xy'， 证 明 TC(X) 一 (4 的 和 ,由 此 得 出 了 工 的 特征 值 的 
集合 由 太 的 特征 秆 与 B 的 特征 值 的 所 有 可 能 差 组 成 ， 

14. 设 了 二 {A :iE 负 CCM, 基 一 个 交换 族 ， 证 明 ， 了 在 下 述 意 义 下 可 以 同时 上 二 角 化 ; 其 
中 任意 -… 个 给 定 的 成 员 化 简 为 (2. 4. 8) 中 的 特殊 此 式 ， 而 其 他 成 员 化 简 成 共 形 分 块 对 角 上 一 和 
形 世 、 即 对 十 每 个 给 定 的 4,E 2, 证明， 让 在- -个 非 奇异 的 SE M,， 使 得 对 所 有 的 i€ 5% A, = 
SdiagCTi DS !，， 夫 中 ， 对 所 有 j= 二] 2， 六 向 十 fz 上 十 让 一 ， 以 及 所 有 区 
加 得 个 TEM 是 上 三 角 矩 阵 ， 击 每 个 了 ”的 所 有 主 对 角 天 为 4,， 若 j 产 1， 还 有 4 隆 A,， 提 
示 ; 选 定 S 使 得 S :4S 有 (2.4.8) 中 的 特 吻 分 块 对 角 上 一角 形式， 注意 矩阵 族 1S 1!A,S， iE 
外 是 交换 的 ， 把 等 个 S14S 分 成 与 5 14,5 的 分 块 形式 共 形 的 分 块 拭 阵 、 然 后 利用 交换 性 以 
及 习题 9 或 13 的 结果 ( 像 习 题 12 中 囊 样 )， 证 明 每 个 S$S 14,S 的 所 有 非 对 角 地 块 -- 定 化 为 零 ， 
现在 可 以 在 处 于 相应 对 角子 块 的 二 个 族 上 应 用 定理 (2.3.3). 除了 S 4S 以 处， 当然 不 保证 
5 4.S 的 一 个 对 角子 块 的 特征 昔 都 相等 或 不 同 的 对 角子 块 有 不 相交 的 谱 ， 

进一步 阅读 和 注释 完 理 (2.4. 151? 太 具 推 广 是 出 N. H. MeCoy 证 明 的 ， 可 参看 N，H. 
Metoy,，“()n the Characteristic Roots of Matrix Polynomials,” Bull. Amer, Maih. Sor, 42 
(1936)，592-600， 人 也 可 戎 看 TT. 5S. Motzkin and OO. Taussky, “Pairs of Matrices with 
Property Lo Trearns. Amer, Meaih. See, 73C1952), 108=]114, 其 中 讨论 了 特征 值 与 线性 组 合 
的 关系 . 一 对 站 ，BE 则 , 有 性质 工 . 是 指 对 所 有 a， EC 有 ae4 十 DB) 一 iaw 十 服 j= 
1 …， ml， 而 定 埋 (2.4. 15) 的 条 件 称 为 性 质 P， 显 然 性 质 卫 葡 涵 性 质 工 ， 反 之 不 成 立 ， 较 能 
的 性 质 上 尚未 彻底 并 清 仍 ， 但 还 荐 知道 一 些 ， 例 如 ， 一 对 有 具有 性 质 工 的 下 规 斯 阵 [网 (2.5) 节 1 
一 定 可 变换 ， 岗 而 定 吕 问 时 西 对 角 化 . 


2.5 正规 第 阵 


正规 秘 阵 是 在 讨论 本 等 价 时 自然 产生 的 一 类 斤 阵 ， 它 在 整个 此 阵 分 析 中 是 很 重要 的 ， 并 日 
它 还 推广 了 西 矩阵 ， 实 对 称 矩阵 和 IIermite 矩阵 ， 
2.5.1 定义 ” 设 知 阵 EM,， 如 果 AA' 及 二 AA' ， 即 ,如 果 寻 与 它 的 Hermite 伴随 可 交换 ， 就 
称 上 为 正规 夫 阵 . 

练习 让 明 ，AEiM, 是 正规 引 阵 ， 当 且 仪 当 西 等 价 十 A 的 每 - :个 托 阵 部 是 正规 矩阵 ， 这 
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说 明正 规 答 阵 类 在 酉 等 价 下 是 甘 闭 的 ， 
2.5.2 例 

(a) 如 果 立 是 西 怎 阵 .那么 LU=TJ=DU”， 因 而 ， 所 有 西 秆 阵 是 正规 矩阵 . 

(b) 如 果 4 一 A， 显 然 4 4 一 44 ， 国 而， 所 有 Hermite 矩阵 都 是 正规 矩阵 . 

{c) 如 果 4E 册 ,着 合 4 = 一 4， 就 称 4 是 图 Hermnite 邢 阵 。 这 时 ，4 A 二 一 A 二 AA'， 
因而 所 有 寺 Hermite 天 阵 也 都 是 正规 斤 阵 . 


一 上 
| 是 正规 多 阵 ， 但 它 不 局 于 上 述 任 一 类 矩阵 . 


练习 ”用 元 素 间 的 关系 给 出 M;(R) 中 的 正规 答 阵 的 特征 ， 并 和 且 按 (2. 5. 2a、b 和 的 分 类 
作出 回答 ， 提 示 : 如 果 4AEM CR) 是 正规 矩阵 ， 证 明 ， 如 果 六 空 少 有 一 个 元 素 为 堆 ， 那 么 或 
4 一 A ,或 A 二 一 A 如果 AA 的 所 有 元 素 晨 非 零 的 ， 证 明 ， A 一 A7. 或 对 某 个 a>0，AAT 

i100] =al. 

练习 ”给 出 一 个 2x2 非 正规 实 矩 隆 的 例子 ， 同 时 给 出 -个 2Xx2 实 矩阵 的 例子 ， 它 是 正规 
得 阵 ， 但 不 是 对 称 的 ， 八 对 称 的 或 正 交 的 . 

练习 证 明 (2.5.2a，b 和 C 的 每 一 类 各 白 在 西 等 价 下 是 封 于 的. 

练习 证 明 ，Hermite 对 角 答 阵 必 定 是 实 的 ， 而 侨 Hermite 对 角 和 矩阵 必定 是 纯 虚 的 . 


2.5.3 定义 ”如 娄 AE M, 西 等 价 于 :个 对 角 矩 阵 ， 就 称 A 是 可 西 对 角 化 ， 类 似 地 可 定 头 可 正 
交 对 角 化 概念 . 应 注意 的 是 ,“ 可 本 (或 正 交 ) 对 角 化 ?" 蓝 衣 可 对 角 化 (但 反之 不 成 立 )， 

练习 ”考察 (1. 3.7) 的 证 明 便 可 得 出 ，AE JM, 可 西 对 角 化 ， 妆 昌 仅 当 在 如 中 有 一 个 由 六 
个 标准 正 交 向 量 组 战 的 集合 ， 其 中 等 个 向 量 都 是 4 的 特征 向 量 . 

下 面 ， 列 出 关于 正规 其 阵 的 最 基本 的 事实 ， 在 下 述 定理 中 ，{a) 与 (5$) 的 等 价 性 常常 被 称 为 
正规 上 扼 阵 的 谱 定理 ， ” 


2, 5,4 定理 ”如果 有 A= 二 ja,]E M, 有 特征 值 MN ，…，2,， 那 么 下 述 命 题 等 价 ， 
(a) 凡是 正规 矩阵 ; 
(b) 和 是 可 画 对 角 北 矩阵 ; 


(Oa 了 j ak; 

《d) 存在 由 和 的 2 个 特征 向 其 组 成 的 标准 正 交 基 . 

证 明 : 由 Sehur 定理 保证 ， 在 该 证 明 中 ， 始 终 假定 ==[1;]€ M, 是 西 等 价 王 A 的 上 三角 
簿 阵 ， 即 对 某 个 西 害 阵 UE M,， 有 T= 二 U* AU， 因 为 械 西 等 价 于 入， 所 以 命题 (a) 等 价 于 工 的 
正规 性 ， 我 们 将 证 明 ，(a) 与 (b) 等 价 ，(b) 与 (0) 等 价 ，(b) 与 (d) 等 价 ， 从 而 完成 证 明 . 

为 了 证 明 (a) 葡 涵 (b)， 需 做 一 些 计算 ， 如 果 A 是 正规 矩阵 ， 那 么 工 也 是 正规 第 阵 ， 但 一 
个 正规 的 三 角 短 阵 必 定 是 对 角 和 矩阵， 这 只 要 令 T* 了 和 TT 的 对 角 元 相等 就 可 以 看 出 来 ，T* 工 

[0 前 1，1 示 与 了 * 的 1， 1 元 相等 表明 


tut = tutn + Diy 二 | | 十 > [i | 
i=2 了 一 它 


1 
td) 4=| 
1 


丙午 价 和 正 起 超 避 73 


加 


这 就 是 说 , 0 = 》 1 5 | ,车 干 非 负 项 的 和 为 零 , 那 么 它 的 每 一 项 必须 为 0. 由 此 得 出 
了 一 
ti; 一 0， 了 一 2 


T* 人 了 和 TT' 的 2，2 元 相等 表明 


tos tz 一 toa te 十 Dts 一 | ta | 十 >» | la, 1?， 
了 j=3 


同 理 可 得 
ty 一 0， 了 一 3 
报 定 采用 同样 的 方法 已 经 验证 
tf =0, ji 和 i = 1,2,.,k—1 
出 此 可 以 得 出 


外 0， 了 人 

依次 讨 沦 了 二 和 "的 每 个 对 角 元 ， 最 后 得 到 

t=0, ji 17i= 1,2.",n, 
因为 了 是 上 三 稍 矩 阵 ， 所 以 又 有 

本 0， 
因此 ， 证 明了 了 荆 是 对 角 征 阵 ， 因 而 人 b) 成 立 ， 由 于 对 角 系 阵 显然 是 正规 和 矩阵， 又 西 等 价 保持 正 
规 竹 ， 所 以 人 b) 也 曹 诅 (a)， 

要 和 证明 (b) 与 (等 价 ， 需 异 助 于 (2. 2. 2)， 岗 为 任 一 与 和 本 等 价 的 对 角 第 阵 的 对 角 元 是 特 

征 值 41，…， 4,( 按 某 个 顺序 排列 )，c2,2.2) 使 我 们 从 {bh) 推 出 (c})， 另 一 方面 ， 央 为 4，i 一 
1，…，?p， 是 工 的 对 第 元 ( 按 某 个 顺序 排列 )， 所 以 ，(2. 2, 2)? 也 表示 


DoD 
117=| 1 1 上 -了 


但 是 ic) 意味 着 
V0. 
或 工 是 对 角 短 阵 ， 由 此 扒 出 (h) 威 立 ， 
(b) 与 Cd) 的 等 价 性 ， 是 本 定理 之 前 的 那个 练习 所 要 证 明 的 事实 . | 


练习 ”如果 了 EM 是 三 角 矩 阵 ， 且 TT* 丁 与 TT'* 的 第 i 个 对 角 元 相同 ，i 一 1，…， nn， 证 
明 工 是 对 角 拖 阵 ， 说 明 为 什么 这 个 结论 连同 正规 性 在 酉 相似 下 是 不 变 的 结论 是 正规 矩阵 可 丙 
对 角 化 的 基本 理由 . 

练习 证 明 一 个 正规 失 阵 是 非 亏 损 的 (每 个 特征 值 几何 重 数 等 于 它 的 代数 重 数 ). 

练习 证 明 ， 如 果 4EM, 是 正规 矩阵 ， 那 么 EC 是 A 的 相应 于 特征 值 1 的 右 特征 向 其 ， 
当 生 仪 当 z 是 A 的 相应 于 4 的 左 特征 向 量 ， 即 A 二 Xx 等 价 王 r 4A=hz， 握 示 ， 正 规 化 r， 
且 记 为 二 U04U'， 使 x 为 UU 的 第 1 列 ， 那么 ，A:* 及 A'.r 各 是 什么 ? 参看 本 节 后 面 的 习题 20 中 
的 荔 一 个 证 明 . 

练习 ”如果 AE HM 是 正规 矩阵 ， 且 并 和， 是 相应 于 不 辐 特 征 值 的 特征 向 量 ， 证 明 与 ? 


[Tq 
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下 变 ， 提 示 : 如 此 Ac 一 Ar， Ay 王 ny， 斌 证 jr yA 一 CA’) y= CA) y=Ar' y. 可 
果 Ap， 由 此 得 出 ra 一 0， 参 看 习题 21 的 男 一 个 证 明 ， 

如 果 已 知 一 个 正规 隶 阵 的 各 特征 值 ， 那 么 它 可 以 通过 下 血 理 论 描 述 西 对 负 化 ， 确 定 每 个 特 
征 空间 ， 然 后 求 它 的 -个 标准 目 交 基 ( 例 如 ， 用 Gram-Schmidt 过 程 ;， 因 为 每 个 特征 空间 的 维 
数 等 于 其 相应 特征 值 的 重 数 ，X 人 是 正规 赴 阵 ， 所 以 这 些 基 的 并 就 是 吾 个 空间 的 一 个 标准 正 
父 有 、 拒 这 些 同 其 排 成 - :个 本 矩阵 的 列 便 得 到 所 要 求 的 对 角 化 变换 . 

下 面 赔 明 ， 可 交换 的 正规 乒 阵 可 同 西 对 角 化 ， 


2.5.5 定理 如 果 .! 王 得 , 是 下 规 第 阵 的 变 搞 族 ， 那 么 # 可 问 时 西 对 角 化 : 如 存 在 一 个 本 相似 ， 
它 把 .1 中 每 个 第 阵 襟 换 成 划 角 矩阵 . 

练习 利用 (2.3.3) 以 及 正规 的 三 角 禾 阵 一 定 是 对 和 角 猎 阵 的 事实 证 明 (2.5.5)， 说 明 
(2. 53.5) 的 茶 件 和 结论 要 比 (1.3.19) 的 强 . 

将 (2. 5.4) 应 用 于 Hermite 证 阵 的 特殊 情形 ， 便 得 到 一 个 基本 结果 ， 常 常 称 之 为 Hermite 
抑 阵 的 谱 定 理 ， 


2.5. 定理 如 果 4E 闻 下 Tiermire 和 矩阵 ， 那 么 

(a) 4 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 ; 

fb) 人 A 是 可 西 对 角 化 的 ， 

如 上 AE M.(R) 忠 对 称许 阵 、 那 么 A 可 实 正 交 对 第 化 . 

证 明 ; 一 个 Hermite 对 角 拭 阵 必定 内 有 人 实 对 第 元 ， 因 而 (a) 可 以 从 5b) 和 和 Hermite 条 阵 的 集 
全 在 西 等 价 下 身 闭 的 事实 排出 ， 内 为 Hermite 拭 阵 是 虐 规 炮 阵 ， 所 以 命题 人 b) 可 以 从 (2.5. 4) 排 
出 。 姐 果 AE 邮 ,(R) 是 对 称 乒 阵 ， 那 么 它 就 是 Hermite 矩阵 ， 不 过 ， 我 们 注意 到 ,对 角 化 和 A 所 
需 一 切 计 算 均 可 在 实数 域 上 进行 ， 因为 和 4 的 特征 值 荐 实数， 所 以 相应 的 特征 向 量 可 以 取 实 向 
绩 . 口 

在 C2,5,4) 和 (2, 5.6) 中 ， 特 征 值 相 回 上 或 不 同 已 无 关 紧 看 了 ， 在 C2. 5,5) 中 椒 必 假定 可 对 角 
化 菜 件 ， 将 这 些 与 第 1 章 中 可 对 角 化 的 讨论 作 一 比较 是 有 意义 的 ，Hermite 什 阵 和 起 筑 第 阵 从 
结构 上 就 保证 它们 有 … 个 线性 无 美的 完备 的 特征 向 量 组 (实际 上 是 标准 正 交 组 )， 这 就 是 为 什 笃 
它们 如 此 重 可 旦 有 如 此 人 台 意 的 性 质 的 理由 . 

作为 结束 ， 我 们 证 册 与 (2.5. 4 和 52, 5.5) 相 类 似 的 定理 ， 它 们 是 关于 实 正规 怎 阵 的 这些 
矩阵 是 正规 符 阵 ， 册 此 可 经 - -个 未 必 蚌 实 的 西 相似 对 角 化 ， 如 果 只 经 一 个 实 正 变相 似 ， 部 么 这 
样 的 实 正规 甜 阵 可 能 变 成 的 最 好 形式 是 怎样 的 呢 ” 因为 -个 实 正 规矩 隆 可 能 没有 任何 实 的 特征 
值 ， 所 以 不 能 保证 它 可 经 -个 实 相似 对 角 化 ， 六 一 谨 面 ， 任 一 实 和 矩阵 可 经 - -个 实 正 交 相 似 变 成 
特殊 的 分 块 上 三 角形 式 ( 见 2. 3.4)， 如 果 这 个 矩阵 述 昆 正规 上 矩 阵 ， 就 假定 它 已 变 成 这 种 特殊 的 
形式 ， 证 明 要 利用 (2.3. 纯正 像 在 (2.5. 4 中 用 到 了 (2.3. 1) 一 禅 ， 下面 的 引 理 可 消除 一 个 小 
的 技术 障 幅 ， 它 在 (2. 5. 1 的 证 明 中 不 曾 出 现 . 


2.5.7 引 理 ”如 果 AE€ M, 是 Tlermite 禾 阵 ， 且 对 所 有 EC， 有 7 Ax 这 0， 堵 么 入 的 所 有 特 
征 值 非 负 ， 媳 果 还 有 tr A 二 0， 那 么 由 二 0 
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证 明 : 利用 人 2. 5. 个 可 以 写 出 A=-UAL 其中, 品 二 [we…n jj] 全 MM, 是 西 寻 阵 ， 而 二 
diag ay: A.)。 于 是 =D* AU,， 根据 假设 可 知 ， 一 a Ans 字 0， 从 而 所 有 4 室 0， 最 
后 ;tr 六 二 tr AU ' 二 tr AU* Utr A 二 | 十 如， 因此 如 果 m A=0 和 所 有 如 之 0， 就 一 
定 有 所 有 入 一 0， 因 而 4 0 AUAU =UOU" —0. | 


2.5.8 定理 设 AE 寻 CR)， 则 和 是 正规 只 阵 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 实 正 变 矩阵 QE M, (R)， 
使 得 


1 4 0 
商 ， 
QAQ = ， € MR), 1A， (2.5.9) 
0 A, 
其 中 每 个 4 或 者 是 1X] 和 矩阵， 或 者 是 形 如 
”a 8 
六 ,一 | {2,5, 10) 
-一 户 | 


的 2XX2 矩阵 . 
证 明 : 由 直接 计算 可 知 ， 每 个 形 如 (2. 5. 10) 的 矩阵 是 正规 距 阵 [A,A! 二 diag (qi 十 记 ， a 十 
局) 一 Ar ]， 因 出 任 -个 形 如 (2.5. 9 的 直 和 也 :- 定 是 正规 矩阵 ， 由 于 前 面 的 论断 ， 如 果 利 用 
(2. 3. 4) 来 证 明定 理 ， 邦 只 需 对 形 如 2. 3.5) 的 实 正 规 具 阵 来 证 明 就 够 了 ， 因 为 在 (2. 3.5) 中 诸 
主 对 角子 块 可 以 按 任 意 规 定 的 顺序 排列 ， 拟 以 可 以 假定 
[IR WA oe An 

An A 7 A 


太一 Ax 1 An|€ MR) (2. 5. 11) 
0 . : 
A | 
是 于 规矩 阵 ， 其 中 

， 

关 

R— 本 € M,(R) 

10 Ap 


是 上 “第 年 阵 .AAA ， EM CR)， 并 且 对 i j 一 1，2，…, 下 以 及 j 广 i， 有 和 A,EE 
M:(R). 下 面 要 证 明 民 是 对 角 短 阵 ， 日 对 所 有 ji， 4 一 0， 
比较 恒等式 A474 一 AAT 中 与 (2. 5.11) 中 的 子 块 尺 相对 应 的 第 一 个 亡 Xp 主 对 角 岂 元 ,得 
到 恒等式 
RIR — RRT HAA 二 A C2. 5. 12) 
我 们 知道 ， 对 某 个 EM.,， 每 个 形 如 B 一 EE' 的 抢 阵 BE MM (C}) 是 Hermite 矩阵 ， 且 对 所 有 
7 有 性 质 .x *Br 二 x EE* 一 (E27 《By 守 0， 并 iN， 这 样 一 些 姑 阵 的 和 也 有 同样 的 性 
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质 ， 因 为 ， 按 一- 般 的 原则 ， 
tr RIR = tr RR!, 
而 且 ， 册 (2, 5, 12) 有 
tr RIR = tr RR' 二 Ttr A A 二 十 tr AAD, 
电 此 可 见 
0 = {tr A AE Tt 十 tr A 
根据 引 理 (2. 5, 7)， 且 把 上 述 结论 应 用 于 实 和 矩阵 B= AAj 一 AA5， 有 tAoAl, 空 0， 因 为 它 
们 的 和 是 零 ， 所 以 每 一 项 也 是 零 ， 因 而 AoA2 一 0，7 一 1，…， 上， 因为 A,A4 的 第 i 个 主 对 角 
元 是 A 的 第 i 行 的 ( 实 ? 元 素 的 平方 和 ， 因 此 ， 这 些 元 素 必 须 全 为 零 ， 从 而 Au =0，j 一 1， 
2，…， 表 ， 导 (2.5.12) 简 化 成 
RR = RRT， 

但 是 ,已 经 在 (2. 5. 4) 中 证 明 ， 一 个 正规 的 三 角 和 矩阵 必定 是 对 前 矩 阵 ， 所 以 有 R=diag{hy，-…， 
4,)， 这 正 是 我 们 所 断言 的 . 

比较 恒等式 4 A 一 44 中 与 (2. 5. 11) 中 子 拨 4 相对 应 的 2x2 主 对 角 块 元 ， 利用 对 所 有 
j 二 1，2… ,此 有 Aj 一 0 的 事实 ， 便 得 到 恒等式 

AAA 二 AAD 十 A 十: 十 AnAT, (2. 5. 13) 
而 trtALA1)， 像 土 面 那样 运用 引 理 (2. 5.7)， 于 是 ， 对 j 二 2，3…， 上， 有 
tr 44Ap) 十 十 tr = 0 tr(A,AL) 0, 
tAAD) =0, AAAL = 一 0 和 4 一 0， 

因此 (2.5. 13) 简 化 成 AnA 二 A A 即 2X2 子 块 45 是 正规 矩阵 . 

依次 验证 恒等式 4.4=AA7 的 与 (2.5.11) 中 子 块 4, 相 对 应 的 2X2 主 对 角 志 元 ， 其 中 ji 一 
2，3，…， 业 1， 并 且 运 用 同样 的 论证 ， 姐 我们 所 断言 的 那样 ， 可 以 得 出 ， 所 有 和 非 对 角子 块 都 
是 零 ， 且 所 有 对 角子 块 4 都 是 正规 矩阵 ， 

我 们 已 经 证 明 ， 一 个 实 正 交 相 似 可 把 -…- 个 实 正 规 短 阵 化 成 形式 (2. 3.5)， 实 际 上 可 化 成 分 
块 对 角形 式 (2. 5. 9)， 上 只 要 证 明 所 有 对 角子 块 有 形式 (2. 5. 10) ， 那 就 完成 了 整个 证 明 ， 


a 6 
如 闪 4, =|。 “|E Ma(R) 是 正规 逢 只 ， 郑 么 ， 使 恒等式 A7A， AA 的 1，1 元 和 1 2 
元 分 别 相等 便 得 到 恒等式 
六 一 中， 从 而 c= 二 土 6， 


以 下 4 十 bd 一 cd， 从 顺 ， 如 果 “= 一 二， 则 
2 人 


“二 十 bh 及 & 一 0 的 情形 可 以 排除 在 外 ， 内 为 这 时 4 将 是 实 对 称 矩阵 ， 因 而 只 有 实 特 征 值 ， 但 是 


按 我 们 的 作法 ， 子 块 A, 有 一 对 共 轿 的 非 实 特征 值 ， 因 此 ， 只 能 有 c= 二 一 bp, a=d， 且 A, 必 有 
a 4 

形式 (2. 5. 10)， 由 计算 可 知 ， 实 短 阵 | “ | 有 一 对 共 能 的 复 特征 值 2 一 a 十 4 十 沪 和 =X4 一 

ib， 口 
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作为 这 个 关于 实 正 规 朱 阵 的 定理 的 推论 ， 容 易 推 党 出 实 矩阵 是 对 称 算 阵 、 笑 对 称 和 矩 阵 或 正 
交 和 矩阵 时 的 实 标准 形 . 
2.5.14 推论 没 AEM(R}， 于 是 有 

(a) 4 一 4 ， 当 日 促 当 存在 -个 实 正 变 矩阵 QE 对 .(R) ， 使 得 


所 0 


Qr4Q = .| ， 其 中 所 有 AE€ Ri 
0 
和 
tb) 及 二 一 A 1， 当 和 且 仪 当 存 在 一 个 实 正 交 矩阵 QE MMM,(R)， 使 得 
0 _ 
0 
QAQ = ° a ， 
0 
EE 
其 中 每 个 A; EM,(R} 有 形式 
9 | 
所 加 | 中 
tc) AA7 二 了， 当 有 自 仅 当 存 在 一 个 实 正 交 第 阵 QE iM,{R)， 使 得 
a _ 
0 
QAQ = 和 
. A |， 
0 
上 EE 和 | 


其 中 ， 每 个 二 士 1， 而 每 个 A,E€ M;(R) 有 形式 
,=| cost, ”| pe 
-sing cost, ’ | 

证 明 : 在 每 一 种 情形 ， 定 理 的 条 件 都 保证 4 是 实 正规 朱 阵 ， 内 此 点 可 写成 形式 (2. 5.9) 积 
(2.5. 10)， 如 果 A=47， 那 么 每 个 4 = 三 4 ， 因 而 所 有 名 一 0， 而 QTAQ 是 对 角 和 矩阵 ， 如 果 
人 一 一 和 ,那么 每 个 ,一 一 4, 且 每 个 4 一 一 人， 因而 所 有 见 =0 且 所 有 a 一 0， 如 果 AAT 一 7 
那么 每 个 44, 二 1 且 每 个 入 1 一 J， 内 商 ， 所 有 潮 一 ] 日 所 有 民 十 忆 一 1; 这 时 及 一 十 ] 呈 
o Cos0, f=—=sing,. 口 
如 果 有 一 个 由 可 交换 的 实 正规 捉 阵 组 成 的 族 ， 它 们 可 能 不 可 同时 实 对 角 化 ， 但 是 可 以 同时 

把 它们 都 变 成 分 央 对 角形 式 (2.5.9). 
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2.5.15 定理 ”如果 .+ 王 M.( 了 R) 是 实 正规 矩阵 的 交换 族 ， 那 么 存在 实 焉 交 年 阵 Q@， 使 得 对 所 有 
六 AE.1，Q TAQ 具有 形式 (2.5. 9 和 (2. 5.10) 

证 明 : 运用 (2,.3.6)， 可 经 实 正 变相 似 忽 把 1 的 租 个 成 员 化 成 形式 (2.3.5)， (2.3.8) 的 证 
明 过 程 说 明 ， 它 们 这 时 有 形成 (2. 5. 9). 
习题 

关 二 和 E 册 ,的 与 正规 性 等 价 的 条 件 ， 除 了 (2. 5. #4) 所 户 出 的 以 外 ， 还 可 以 办 于 出 省 多 ,在 
下 面 的 当 题 中 ， 其 中 就 包含 若干 等 价 条 件 

1. 证明，AE IM, 是 正规 基 阵 ， 当 且 公 当 对 所有 .rEC，Az 与 "的 Euclid 长 度 相 同 . 
我 们 知道 ，ty xy)' 是 wEC' 的 Euclid 长度 . 

2, 让 有 明 ， 正 规矩 阵 是 两 年 阵 ， 当 上 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 有 绝对 值 1. 

3. 证明， 正规 扎 隆 是 Termite 矩阵 ， 当 日 仪 当 它 的 所 有 特征 值 表 是 实数 . 

4, 证 明 ， 正 规定 眉 是 斜 Hermite 拓 隆 ， 当 莫 仅 当 它 的 所 有 特征 值 都 是 纯 虚 数 ( 有 等 于 0 的 
实 部 ). 

5， 如果 AE 4M, 是 斜 Hermite( 相 应 地 ，Hermite) 托 阵 ， 证 明 i4 是 ermitet 相 应 地 ， 射 
IIermite) 征 阵 ， 

6. 让 明 ， 和 EM 是 正规 所 阵 ， 当 用 仅 当 它 与 - :个 具有 王 异 特征 值 的 正规 第 降 可 交换 . 

7. 如 同 定理 (2. 1. 9) 那 样 ， 展 定 4E MM 有 形式 和 一 了 1， 其 中 EM 是 韭 奇异 宇 阵 . 
(a) 证 明 ， 和 让 基 西 短 阵 ， 当 且 促 当 B 是 赴 规 垂 阵 ，{b) 如 果 BB 有 形式 BHNH， 其 中 ，N 琵 于 
规矩 阵 ， 而 玉 是 Hermite 韦 阵 (也 它 们 部 是 非 奇 时 矩阵 )， 证明 4 相似 十- -个 西 算 阵 . 


8. 定义 HUA 二 了 工 (4T4 为 4 出 , 的 Hermite 部 分 ， 而 SC 一 于 (4 -4 为 生 的 作 


Hermite 部 分 ， 邦人 么 4 一 后 (4) 十 SC 证明 4 是 正规 匈 阵 ， 当 上 且 仅 当 毛 (4 与 SA) 交 搞 . 

9、 如 果 两 个 于 规 斤 阵 可 交换 ， 证 明 它 们 的 乘积 是 正规 矩阵 ， 并 用 例子 说明 ， 见 使 两 个 下 
规矩 阵 不 可 交换 ， 它 们 的 乘积 也 可 以 是 正规 矩阵 ， 

10. 采用 习题 8 的 记号 ， 证 明 ， 如 果 号 (4 的 每 个 特征 问 量 是 SC4) 的 (相应 地 ， 和 的) 特征 
问 星 ， 那 各 A 是 正规 矩阵 ， 

11. 对 于 任意 复数 zEC， 证 明 存 在 某 个 9E RR， 局 得 z 二 ex， 注音 [e*]E AM 是 西利 阵 ， 想 
- 想 ， 西 对 角 夭 阵 UEM, 像 什 么 呢 ? 

12. 推广 习题 11， 证 明 ， 如 果 和 A 一 diag( 宙 ，…，Ai) EM,， 于 和 存在 旭 对 前 站 和 阵 UU， 使 得 
A=UA—AU. 

13. 利用 习题 认证 明 ,矩阵 A&M, 是 正规 矩阵 当 用 仅 当 存在 本 矩阵 YE RM， 使 得 4 一 
六 WV 这 与 习题 ?有 什么 关系 ? i 

14, 如 果 AEJM,(R)， 且 A 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ,证 明 ，A 是 正规 第 阵 ， 当 用 仅 当 它 是 
对 称 和 矩阵 , 

15. 证 明 ， 两 个 同 阶 正 规 抢 阵 相 做 (实际 上 是 瑞 等 价 )、 当 是 仅 妆 它们 在 相同 的 特征 多 病 


ro 01 Fo9 
式 ， 这 对 市 直 央 抵 险 也 成 立 吗 ? 提示 : 考察 | | ,| 
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16， 如 此 态 ，BE MM 是 正规 纯 阵 ， 涪 明 4 如 未 必 是 正规 矩阵 .并 说 明 某 个 阶 数 的 非 硒 异 正 
规矩 阵 不 构成 一 个 乘法 铬 ， 伯 是 西 正规 条 阵 确实 梅 成 一 个 烙 ， 非 奇异 Hermite 抢 阵 构成 一 个 乘 
法 群 吗 ? 

17,， 如果 太 E M, 是 正规 矩阵 ， 且 太 门 是 给 定 的 多 项 式 ， 上 用 定义 (2.5.1) 证 明 如 4 是 正规 
敌阵 ， 剩 用 (C2. 5. 4 对 这 个 结果 给 出 塘 一 个 证 盟 . 

18. 如 时 EAM, 有 性 质 ， 对 某 个 非 零 多 项 式 ptr)，ptA) 是 正规 给 阵 ， 那 么 A 是 正规 矩阵 


站 
中 3? 提示 : 考察 4 一 2 1 和 4 ， 


19. 设 AEM,， 朋 aEC 是 给 定 的 证明，A 是 正规 矩阵 ， 当 上 且 仅 当 A 十 gl 是 正规 矩阵 ， 

20. 设 AE M, 基 正 规 所 阵 ， 并 且 假 证 xEC" 是 使 Ax 一 Xx 的 向 鞭 ， 试 利用 习 明 1 和 19 证 
明 4 xzr= rz， 提示 : 如 果 向 量 (3 一 17 的 Euclid 长 度 是 零 ， 戌 证 (4 一 17 > 的 Euoclid 长 度 也 
号 零 . 

21. 利用 (2.5.4) 述 明 ， 如 果 和 EM, 是 正规 矩阵 且 Ar=4r 和 和 Aw 二 yy， 其 中 4 了 x， 那 
各 之 与 y 正 交 . 提示 : 设 4 一 LAL ， 其 中 UE M, 基 西 朱 阵 ， 而 4 一 diagt ，…， 刀 )， 念 
Ur 二 x 二 [x 和 yw 一 wy 证 明 4 一 Ar 月 由 此 推 册 对 每 个 使 六 径 的 指标 :i， 有 
7 一 上 0, 辐 理 ，y 也 有 类 似 性 质 ， 肯 证 明 .x 与» 正 交 ， 从 而 得 由 这 与 y 正 交 . 

22， 利用 (2. 35. 全 证 明 ， 屋 使 Hermitc 矩阵 4 的 所 有 元 素 不 都 是 实数 ， 尼 的 特征 名 项 式 必 


1] 1 Fr 3z 
23. 证 明 ，| 。 “| 和 | 者 是 复 对 称 握 阵 (和 4 一 A')， 但 一 个 是 正规 逢 陈 ， 而 另 … 个 则 不 


是 ， 央 此 ， 在 记 对 称 第 陵 和 复 对 称 撼 阵 之 问 存 在 着 很 大 的 差别 [ 见 (4. 和) 节 ]. 

24. 如 果 AE 14M, 既是 正二 矩阵 浆 是 千 零 拭 阵 ， 证 明 4 一 0 

25， 设 AE M, 蚌 给 定 的 知 阵 证明 ，A 荐 正规 矩阵 ， 当 生 仅 当 存 在 次 数 至 多 为 x 1 的 名 
项 忒 p(1)， 使 得 A' 二 p(A)， 提 示 ， 如 果 44=diag(A1，"…，)， 用 Lagrange 桶 值 法 构造 .个 
多 项 式 pl 使 pt) 一 A， 然后 引用 C2. 5. 二 这 是 如 何 * 说 明 ” 为 什么 一 个 正规 矩阵 与 它 的 伴随 
可 变换 的 此外， 如 果 A 尽 实 逢 阵 ， 证 凑合 得 4 二 p( 入 ) 的 Lagrange 揪 值 多 项 式 p(') 有 实 系 
数 日 A 二 pCA4)， 因 此 对 实 正 规 知 阵 下 有 AA7 一 ptAY， 上 其 中 p( 习 是 实 多 项 式 ， 旗 60. 9.11.47. 

26. 给 出 一 个 实 焉 规 秘 阵 的 例子 ， 它 西 相 似 十 一 个 刘 角 和 矩 血 ， 但 不 实 正 交 格 似 于 一 个 刘 角 
忠 阵 ， 让 明 ， 实 秆 阵 太 实 正 交 相似 于 一 个 对 角 定 阵 ， 当 扑 仅 当 AA 是 对 称 箱 阵 CA 二 A 站). 

27. 证 明 ， 已 知 垂 阵 AE JIM, 是 正规 矩阵 . 当 且 权 当 对 所 有 >，vECc" 有 

(4r) CAy) = (A x)' CA y), 

从 几何 上 看 ， 这 表示 对 所 有 .rc，yEC"，Axz 与 4y 之 间 的 夹 角 等 于 A' x 与 六 *» 之 间 的 夹 角 , 
这 与 习题 1 是 什么 美 系 ? 

28. 如 果 访 EM 久 ,在 正规 知 阵 ， 证 明 ，AAx 二 0， 当 县 种 当 A' r= 二 0、， 这 表明 4 的 零 空间 与 


加 ,To 1 站 他 
人 的 零 室 间 相同 ， 考 察 | 。 ,| 和 | ， |， 说 明 这 对 一 般 情形 不 成 立 
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29. 假定 有 线性 方程 组 Ax 二 y、 其 中 ，AEM, 和 ?EC 是 已 知 的 ， 且 假定 A 是 奇异 年 阵 . 
所 给 定 的 方程 组 有 ({ 非 唯一 的 ) 解 ， 当 是 仪 当 对 每 个 使 有 A" z= 二 0 的 =ECT 见 (0.6.6)j 有 和 式 yz 一 
0. 可是， 如 果 4 是 正规 年 阵 ， 人 恒 可 证 明 ， 所 给 定 的 方 穆 组 有 解 ， 当 且 仅 当 对 每 个 使 Aw 王 0 
的 wEC" 有》 w= 二 0; 即 y 正 宽 于 4 的 零 空间 ， 如 果 想 求 奇异 方程 组 Ar 一 y 的 所 有 解 ， 说 时 
为 什么 在 计算 上 A 是 正规 矩阵 时 的 求解 比 4 不 是 正规 上 给 阵 时 更 简单 . , 

30, 设 记 ， 2 ss Mk 是 给 定 的 正 整数 ， HAEM,., j=1, 2 证 明 ， 直 和 及 = 
4 中 4 由 … 由 4 是 正规 凑 阵 ， 当 时 仪 当 每 个 A 都 是 正规 朱 阵 . 

31. 证 明 ， 两 个 正规 朱 阵 相似， 当 自 仅 当 它们 西 等 价 ， 提示 : 证 明 ， 如 果 U 入 是 西 旭 
阵 ， 那 么 UAU 和 YA” 惠 等 价 ， 给 出 一 个 岗子 ， 说 明 两 个 { 非 正规 } 和 矩阵 相似 ， 得 不 西 等 价 . 

32. 如 果 入 EM (CR) 是 实 正 交 年 阵 ， 我 们 知道 ，4 要 么 有 一 个 ,要么 有 三 个 实 特征 值 ， 如 
果 它 有 一 个 正 的 行列 式 ， 利 用 (2. 5. 14) 证 明 它 正 交 等 价 于 [1]E MM 与 一 个 平 向 旋转 的 志和 ， 从 
有 几何 上 讨论 ， 可 把 这 看 作 绕 某 条 经 BR 中 原点 的 国定 轴 转 动 6 角 的 旋转 ， 这 是 关于 力学 的 Euler 
定理 的 一 部 分 : 每 个 刚体 运动 是 一 个 平移 与 一 个 绕 某 条 办 的 旋转 的 合成 . 

33， 如 果子 守 jM 是 正规 矩阵 的 变换 族 ， 证 明 存 在 Hermiter 算 阵 日 使 得 对 每 个 A, E 2, 
都 有 次 数 夺 多 为 x 一 1 的 党 项 式 pj) 使 本 一 入 人 3)， 庶 当 指 出 ,二 对 于 到 的 所 有 元 素 是 辕 定 
的 ， 而 多 项 式 可 能 与 了 的 元 素 有 关 ， 提 示 : 设 UEM, 是 同时 对 第 化 于 的 每 个 成 员 的 西 矩 阵 ， 
设 B=sUdiag(Qi 2， D0" ,A 二 DA,U* ， 其 中 ,一 diag(A ，…， A 四)， 名 后 取 p.(0 是 
使 pC 一 A、 二 1，2，…，n， 的 Lagrange 插值 宪 项 本 . 

34 证 明 ，4E Mi 是 正规 和 阵 ， 当 且 仅 当 及 的 每 个 特征 向 其 全 是 A' 的-- 个 特征 向 量 ， 提 
示 : 设 UEM, 其 西岳 阵 ， 它 的 第 1 列 是 A( 因 而 是 4* ) 的 一 特征 向 最 ， 检 验 U' AU 和 1 A*UU= 
《0 A ' ， 然 后 继续 做 下 去 . 

35， 当 及 ， BE M, 基 正规 拓 阵 时 ， 证 明 (2,2.8) 的 下 述 改 进 : A 西 等 价 于 BB， 当 生 仅 当 
tr tr BB: ,二 1，2，…， x， 提 示 : 利用 习题 15 以 及 (1，2) 节 习题 12. 

36, 设 AAE MR)， 且 假定 447 一 AAA， 因而 4 是 实 正规 上 矩阵， 如 果 AA! 的 特征 值 务 不 
相同 ,证 明 A 必须 是 对 称 和 矩阵 .提示 : 利用 定理 (2. 5. 8)， 


2.6 QR 分 解 和 QR 算法 


为 一 个 给 定 的 矩阵 AE 1M, 提供 一 种 Schur 西 上 三 角 化 (2.3.1) 的 特殊 计算 方法 ， 以 及 (在 
某 些 假设 下 ) 计 算 特 征 值 的 一 个 通用 的 数值 方法 ， 称 为 QR 算法 ，QR 算法 基于 一 般 和 矩阵 AE 
Mi 的 所 谓 QR 分 解 . 


2.6.1 定理 (QR 分 解 ) 如 果 有 EM 有 n 守 m， 那 么 存在 有 标准 正 交 列 的 算 阵 QE M ,和 上 三 
角 短 隆 尺 EMM, 使 得 A 一 QR， 如果 n=m， 那么 局 是 西 下 隆 ， 此 外 ， 如 果 A 是非 河 异 从 阵 4 
则 可 以 选取 民 为 县 有 焉 对 荐 元 的 上 一 角 和 矩阵， 并 且 在 这 种 情形 ,岗子 加 和 及 都 是 叭 一 的 ， 如 
果 4EM RER)， 那 么 和 和 及 都 可 以 取 实 生 阵 . 

证 明 ; 如 果 六 AE Ms， 且 rank 4 一 mm 则 有 的 各 列 构成 恨 稀 一 个 无 美 组 ， 把 Gram- 
Schmidt 过 程 (9. 6. 应 用 于 及 的 各 列 ， 用 征 阵 记 妇 描述 所 得 结果 下 是 A 的 QR 分 解 。Gram: 
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Schmid! 算 法 的 白 然 推广 使 同样 的 第 阵 记 号 描述 能 够 应 用 于 4 的 各 列 可 能 是 相关 的 一 般 情 形 - 
设 态 二 [arawj 写 成 了 以 它 的 列 a. 名 为 子 抉 的 分 抉 形式 ， 如 果 @ 一 0, 令 g, 二 0; 否则 令 
下 一 如 (ar GD 对 每 个 由 二 2 3, Wy 如 同 在 通常 的 Gram-Schmidt 过 程 中 那样 ， 算出 


Ve 5 (gra)g, 
如 时 Yi 一 0( 它 成 立 ， 当 且 仅 当 Ug 是 2， 人 ai- 的 线性 组 人 台 )， 则 令 gi 一 0; 次 则 全 去 二 
yer CP YD! 这 时 ， 向 量 1? Ts Gm 是 正 交 组 ， 其 中 级 每 个 元 素 或 者 是 单位 向 量 ， 或 者 是 零 
向 量 , 每 个 向 量 吕 是 ai， ey 的 线性 组 合 ， 反 过 来 ， 上 述 向 法 各 证 每 个 列 如 是 人 “0 
的 线性 组 合 、 因 此 存在 纯 量 ri 使 得 


@ = Dog j= 42 sm 《2.6.2) 
= 


如 果 对 所 有 上 7j， 令 rs 二 0， 而 对 于 所 有 使 9, 二 0 的 每 个 i， 对 所 有 j= 二 1,， 2，…，m， 邻 +, = 
5， 对 么 ， 经 过 上 述 过 程 ， 上 三 角 给 阵 民 一 [六 JE M 和 向 量 gi ,gqs 由 di ds 
ar 所 确定 ， 短 阵 和 过 Lo ，…，gjEM 有 正 变 列 (其 中 有 些 可 能 是 零 )， 因 而 (2.6.2) 表 明 
点 一 QQR. 

如 上 凡 rank A 二 mx， 则 护 有 标准 正 交 齐 ， 因 而 所 要 求 的 分 解 形式 已 经 得 到 , .特别 地 ， 如 果 zn 二 
#， 上 且 A 是非 奇异 矩阵 ， 那 么 ， 根 据 (2, 1. 4e)，Q 必须 是 西 矩 阵 ， 而 非 奇异 拢 阵 二 Q* A 的 诸 
对 角 元 必须 是 非 零 的 ， 在 这 种 情形 ， 因 为 要 求 只 是 土 三 角 和 矩阵 ， 故 % 是 @ 的 纯 基 倍数 ， 并 且 
对 于 i 一 2，…，n， gq 位 于 这 样 个 -- 维 空间 内 ， 它 在 由 e，…， 生成 的 空间 中 是 sj ，…， 
a :生成 空间 前 正 变 补 ， 央 此 ， 除 了 差 一 个 绝对 值 为 1 的 比例 因 于 以 外 ， 每 个 w 是 唯一 确定 
的 ,十 是 用 R' 寺 diag( | mn | /ray wr | ro | from) 民 代替 民 以 及 用 QQ 二 Q diag(ru/ | mu 十， 
| |) 代替 Q， 便 给 出 瞧 一 的 分 解 A 一 QR ， 这 下 是 定理 的 撤 述 中 所 断言 的 . 

如 果 A 的 各 列 不 是 无 美的 ， 取 由 QQ@ 的 非 零 列 组 成 的 {标准 正 交 ) 组 ， 然 后 把 它 扩充 为 的 
一 个 标准 正 交 基 ; 用 上 述 方法 得 来 的 新 向 量 记 作 z/，z;，…，z,，。 现 不 ,用 z 代替 Q@ 的 第 1 
个 等 列 ， 用 zs 代替 第 3 个 堆 列 ， 如 此 杉 下 去 ， 直 到 所 有 竺 列 都 被 这 种 方式 所 服 代 ; 用 Q' 表 示 
所 得 到 的 夭 阵 ， 因 为 Q 的 新 列 与 的 零 行 相对 应 ， 于 是 Q 有 标准 正 交 列 ， 且 QR 二 QR， 央 此 
A 二 QR 是 所 要 求 的 分 解 式 . 

如 果 4 是 实 和 矩阵 ， 注 意 到 所 有 必要 的 运算 都 可 经 实 的 运算 来 完成 ， 内 而 所 得 到 的 因子 是 


实 答 阵 . 图 

练习 如 果 4E My， 且 xm， 证 明 ，A 可 以 分 解 成 A 二 LP， 其 中 ,LE M, 是 下 三 角 算 
阵 ， 而 PE M,.。 具 有 标准 正 交行 : 至 于 其 余 的 论断 ， 这 个 分 解 有 与 (2. 6.1) 相 平行 的 般 述 ， 

练习 ”证明 ， 任 一 个 形 如 B 一 A* A 的 算 阵 8E MM,( 其 中 AE M,} 都 可 以 写成 8 一 LL' ,其 
中 EM, 是 具有 非 负 对 角 元 的 下 一 角 雍 阵 ， 并 证 明 ， 如 果 A 是 非 奇异 矩阵 ， 那么 这 个 分 解 尾 
唯一 的 ， 称 这 个 分 解 为 B 的 Cholesky 分 解 ; 每 个 正定 矩阵 者 可 以 按 这 种 方式 分 解 ( 见 第 7 章 ). 
提示 : 写 出 A= QR. 

QR 分 解 有 重要 的 数值 意义 [例如 ，(2.6.3)]， 然 而 作为 一 种 理论 方法 ， 它 同样 是 有 价值 
的 ， 例 如， 已 知 符 阵 4E MM, 经 酉 相似 的 上 三 角 化 ， 可 以 直接 从 它 的 通常 的 相似 上 三 角 化 得 到 . 
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如 果 5 'A5= 了 是 上 三 角 和 矩阵 、， 划 如 (2.6. 0) 中 ，S -QR; 那么 R :1Q* AQR=T HQ’ AQ= 
RTR ' ， 而 它 作 为 上 : 角 短 阵 的 习 积 仍 是 上 三 角 咎 阵 ， 用 辣 样 的 方式 可 以 推出 ， 有 关 同 时 三 角 
化 的 定理 ， 例 如 (2. 4.15)， 洋 际 上 基 同 时 西 角 化 定理 ， 这 就 是 说 ， 如 果 径 , 中 的 某 个 审 阵 族 
可 经 柑 榴 同时 二 角 化 ， 邦 么 它 同 样 可 经 西 等 价 同 时 一 角 化 . 

下 页 ， 不 加 证 扫地 叙述 计算 特征 值 的 QR 算法 . 并 简要 地 涪 明 它 的 茶 些 特性 . 


2.6.3 QR 算法 设 AEM, 出 知 ， 写 出 入 一 QR.， 其 中 人 Q, 和 RR, 如 (2.6.1) 所 沪 ， 然 后 定 闵 
和 二 及 QQ， 再 写 出 A 一 QRi， 其 中 QQ 是 查 矩 阵 ， 而且 是 上 = 前 所 阵 、 这 样 继续 做 下 去 ， 一 
般 地 ， 如 果 因 子 A =QR， 就 定义 .一 RQ,. 

练习 让 时， 用 QR 算法 得 到 的 每 个 西 等 价 于 A, 开 一 1，2，… 

在 某 些 情形 (和 例 如， 如 果 4 的 所 有 特征 什 有 不 同 的 绝对 和信)， 当 & 一 二 时 ，QR 壕 代 值 A， 
将 收 筑 于 -个 上 三 的 定 阵 ， 内 为 这 个 上 三 角 宇 阵 两 等 价 于 4 ， 所 以 A 的 各 特征 值 便 被 计算 
出 米 . 

如 来 4 是 实 和 矩阵 ，GR 迭代 值 4, 可 以 通过 实 的 运算 来 计算 如果 A, 有 非 实 特征 值 ， 那 
么 就 不 能 指望 QR 选 代 俏 会 收 伍 十 一 个 上 一 角 征 阵 ， 这 是 内 为 这 个 上 角 极 限 必 须 是 实 和 矩阵 
不 过 ， 在 其 些 情形 ， 可 以 选 上 直选 代 值 A.， 合 它们 收 化 于 一 个 具有 1x 上 人 2X2 主 对 角子 块 的 
实 分 块 1 下角 短 阵 ， 而 出 现 这 种 情形 的 充分 条 件 是 ， 踪 了 和 个 成 双 成 对 的 韭 实 复 共 辊 特征 值 有 
相同 的 模 以 外 ，4., 的 所 有 实 特征 值 都 有 不 同 的 模 . 因为 分 执 二 角 征 阵 的 各 特征 值 是 诸 对 角子 
块 特征 值 的 集合 之 并 ， 所 以 A, 的 特征 值 基 作为 QR 送 代 信 A; 的 分 块 王 角 要 限 的 1X1 对 和 角 元 
以 及 该 极限 的 2X2 对 角子 所 的 特征 值 ( 的 复 共 胃 对 ) 调 出 现 的 ， 它 们 可 以 很 容易 地 用 实数 运算 
和 .次 公式 计算 出 米 . 

2.6.4 例 下 述 例 对 说明. QR 算法 不 一 定 总 收 化 于 - -个 = 币 矩 孟 ， 设 
Fr’ 1 
"7 中 
于 是 ,at 二 1 1 站 特征 值 没 有 不 同 的 模 ， 如 时 4,=4。 这 个 算法 的 一 个 可 能 的 序列 昆 


， ro | 上 
oll 0o 了 
' [1 i 17 | 『 人 | | 
”Lo | od Li 0 Ll ol.o 1 
， rl J 1 4 
A. 一 = A 
Lo -dl 的 
另 一 个 是 


1 旺 
4 一 4 |= 4 
0 1] 


在 这 两 种 情形 都 出 现 了 循环 ， 因 而 序列 1A,} 不 收 合 于 上 二 角 捧 阵 ， 但 是 ， 存 在 {A,} 的 .个 选 
拌 ， 它 收敛 于 一 个 分 块 上 三 角 窍 阵 . 
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习题 

1 设 r di 是 C 中 的 给 定 无 关 问 其 组 ， 且 设 X 三 Ermto EM， 假定 对 向 芋 
rr 实施 人 0.6.4) 中 所 描述 的 Gram-Schmidt 过 程 得 到 标准 正 交 组 xz ，…，z 卫 设 二 三 
| EM a 村 一 1] 2 设 有 一 Local 其 中 尾 是 经 
Cram-Schmidt 过 程 的 第 上 步 和 而 得 到 的 单位 向 基 ， 因 调 2 = 二 ZZ， 让 明 ，Z = 二 XX，2; 二 
ZA 其中， 鳃 个 .部 县 韭 奇异 上 上 下角 祭 阵 ， 而 和 一 1 一 一 个 除 第 i 列 以 外 其 
余 各 刻 全 为 零 的 上 下 和 角 和 矩阵 ，(b) 设 于 二 A 下 二 1，2， 各， 说 明 工 足 上 三 角 短 阵 且 
和 二 TT 一 了 ， 轩 而 Z 二 外 TT ( 疏 建 阵 了 与 党 理 (2.6.1) 证 明 中 的 上 
: 骨 滤 阵 民 之 间 的 相互 类 系 基 什么 ?证 骨 ， 对 一 上 十 1 下 十 2， 丙 ，2, 和 了 ,的 前 二 鹿 
不 会 变动 ， 因此 ，Gram-Sehmidt 过 程 的 第 上 步 就 产生 最 终 得 到 的 知 阵 7 和 了 的 第 上 麟 . 

2 设 了 ,zx 是 C" 中 给 定 的 线性 无 关 问 量 组 ， 交 设计 三 | fx] 人 MM,.,。 考 虚 下 面 
的 算法 

| . 令 Z 二 了 苹 ，|| 记 ZZ 二 [zz j]. 一 末 销 先 让 租 州 > 一， 一 1，…， 耻 ， 

.对 二 二 1，2，…，m， 实施 以 下 代 换 ， 

(1 首先 ， 到 用 x，{zo， ww ) 和 代 迁 ， 

Ci 对 jj 一 上 十 1， 下 十 2。*…，m。， 垂询 = 用 > 一 eyes 代替 . 
我 们 用 和 22， 交 一 六 工 表 天 人 王 的 普通 肉 和 ,ay 证 啊 这 个 过 程 的 最 后 结果 中 年 阵 Z 共有 标准 
让 交 列 ， 它 与 习题 1 中 用 Gram-Sehmidt 这 程 得 到 的 系 队 之 是 相同 的 ，(b} 车 Z 表示 该 算法 在 
第 庆 步 中 止 时 矩阵 Z 的 存储 信息 ,一 1，2， mm、 证明 如一 XA Zi 一 ZA 2, 一 
Za ani 这 里 ， 科 个 ,是 一 -个 非 柯 异 上 直角 矩阵 ， 具 形式 是 ,一 1 一 个 除 第 ;1 行 以 外 其 余 各 
行 企 为 过 的 上 前 托 阵 ,5 各 Ta 天 一 2. ，m， 注意 到 工 着 1 上 二 外 斯 阵 ， 
而 忆 二 人 一 1 3， 和 m, 证 明 每 个 荆 的 前 列 与 习题 1 中 息 降 阅 的 前 直列 旺 相同 的 ， 
即使 A, 和 Z 可 能 各 不 相间 ， 没 研一 了 (9d) 证 明 ， 对 7 一 于 1， 大 2、…， 严 ， 乙 和 了 的 前 
上 列 不 会 变动 ， 因 此 该 算法 的 第 点 步 就 产生 最 终 香 到 的 距 阱 并 和 了 的 第 上 列 . 这 个 算法 称 为 修 
改 的 Gram Schmidt 过 程 ; 它 通 过 于 新 调整 计算 得 到 与 遂 常 的 Gram-Schmidt 过 程 相 同 的 结 
虽然 修改 的 算法 与 通常 的 Gram Schnidi 算法 在 数学 上 是 等 价 的 ， 但 足 对 十 数值 计算 来 说 ，、 收 
收 的 GramnrSehmidt 过 程 更 受 欢 迎 ， 央 为 它 需要 的 存储 较 少 ， 在 遇 到 立 的 某 些 列 接近 半 行 这 样 
一 些 难 题 时 ， 它 有 有 助 十 得 到 -个 能 算出 的 Z. 这 个 之 的 诸 列 要 比 用 通常 的 Gram-Sehmidt 答 法 
得 亿 的 忆 喝 接近 十 正 交 在 遇 到 难题 时 可 以 方便 地 通过 列 旋转 策略 使 它 的 人 性 能 进步 改进 ; 在 
实施 步骤 且 ( |i) 之 前 ， 首先 选 作 zx 的 是 一 个 余下 的 列 z， ，7A， 其 长 度 的 平方 z' >， 最大， 在 
数值 计算 中 每 -- 步 (不 要 求 反 演 } 实 际 上 得 到 4, 1， 然 后 累积 这 些 因 子 的 乘积 可 以 计算 总 的 QR 
分 解 中 的 二 骨 因 于 

3 说 明 如 何 用 一 系列 由 Householder 变换 组 成 的 乘积 来 实现 QR 分 和解， 证 明 上 述 过 程 必 须 
用 nn 1 个 Householder 寥 换 来 完成 . 且 息 是 这 些 变换 的 末 舱 ， 一 般 认 为 ， 这 个 方法 在 计算 上 
优 二 42, 6. 1) 证 明 中 所 采用 的 Gram-Schmidl 算法 . 

4， 吉 果 应 出 于 及 ,EM 的 QR 算法 收 合 于 一 个 上 -和 角 姑 阵 ， 可 以 怎样 计算 4 的 特征 向 量 
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班 ? 提示 : 需要 解 -个 右边 也 是 零 的 (奇异 ?三 角形 方程 组 . 
5. 设 将 QR 算法 应 用 于 某 个 矩阵 4EAM,， 且 设 144 是 QR 和 迭代 值 的 序列 ， 如 果 序 列 收 鲜 ， 
且 limA, 一 B， 用 选择 原理 (2. 1. 8) 仔 细 说 明 为 什么 B 西 等 价 于 和 .这 为 什么 是 重要 的 ? 
进一步 阅读 关于 Gram-Schmidt、 修 改 的 Gram-Schmidt 以 及 几 个 其 他 的 正 交 化 过 程 的 另 
外 的 参 状 资料 和 详细 的 狂 述 ， 可 参看 [GV1] 的 pp，146-169， 关 于 QR 算法 和 证 明 方 法 ， 以 及 
只 外 的 参考 资料 可 克 由 D，Watkins 写 的 综述 ，“Understanding the QR Algorithm,” SIAM 
Rev.，24t1982); 也 可 参看 [Ste]，427-440 


第 3 章 标 准 形 


3.0 导 引 


在 什么 情 撒 下 两 个 矩阵 嘴 相 似 的 ?我 们 知道 ， 相 似 甜 阵 有 相同 的 迹 、 行 列 式 、 特 征 密 项 式 
和 特征 值 ， 然 而 例子 


0 1 ro 0 
4=| | 和 B= | | (3.0. 1) 


说 明 . 两 个 算 阵 的 上 述 四 个 晤 可 以 分 别 相等 ， 亿 它们 却 不 相似 .假如 存在 某 个 非 奇 异 牛 阵 SE€ 
M. 使 得 A 一 SBS 1=- SOS ! 二 0， 那么 ， 因 为 六 关 0 而 得 出 矛盾 . 

练习 ”计算 63.0.1) 中 的 两 个 矩阵 的 迹 ， 行列 式 ， 特征 多 项 式 和 特征 值 ， 证 明 A:=0. 

因为 次 个 看 上 去 很 不 相同 的 矩阵 仍然 可 以 相似， 所 以 ，-- 条 确定 两 个 矩阵 是 否 相 似 的 途 往 
是 ,设想 有 某 个 具有 指定 形式 的 "简单 "第 阵 的 集合 ， 然 后 看 这 两 个 已 知 彝 阵 是 否 可 以 通过 相似 
化 成 这 些 “ 简 单 " 形 式 中 的 一 个 ， 如 果 它 们 能 做 到 ， 那 么 它们 必定 是 相似 的 (因为 相似 关系 是 传 
递 的 和 对 称 的 )， 什 么 样 的 “简单 "形式 能 符合 这 个 要 求 呢 ? 

得 个 复 矩 阵 At 西 ;相似 于 一 个 上 二 角 和 矩阵 ， 它 的 对 角 元 CA 的 特征 值 可 以 核 任 一 给 定 的 次 
序 (2, 3. 1) 排 列 ， 固 此， 如 果 两 个 年 阵 相 似 于 阿 一 个 上 王 角 矩阵 ， 那 么 它们 就 是 相似 的 .不 过 ， 
师 个 具有 相同 主 对 角 元 和 不 同 的 非 对 角 元 移 上 一 角 和 矩阵 仍然 可 以 相 做， 这 样 -- 来 ， 划 果 已 经 
两 个 已 知 定 阵 化 成 两 个 共有 相同 主 对 角 元 的 不 相等 的 一 角 短 阵 ， 还 不 能 由 此 得 出 这 西 个 年 阵 不 
柑 似 的 结论 ， 这 时 有 相当 去 的 灵活 性 ;为 了 识别 是 否 相 们 ， 在 一 个 上 三 角 短 阵 中 有 n(n 十 172 
个 非 零 元 (更 确切 地 说 "未 必 是 零 " 的 元 ) 需 要 考察 ， 人 这 个 数 月 太 大 了 . 基 寺 这 种 三 角 矩 阵 ， 没 有 
唯一 的 形式 . 

如 果 说 上 半角 和 拖 阵 类 与 所 要 求 的 形式 香 虐 甚 远 ， 那 委 对 角 抢 阵 类 区 如 何 昵 如果 两 个 已 知 
答 阵 中 的 每 一 个 都 各 相似 于 -个 对 角 和 矩阵 ， 那 么 ， 它 们 和 后 此 相似 ， 当 呈 仅 当 两 个 对 角 矩 阵 有 相 
阿 的 对 前 元 ， 其 中 相 重 对 角 元 按 重 数 计 算 历 无 需 考 虑 它们 的 顺序 ， 其 理由 是 : 可 以 用 怡 相似 入 
阵 PDP7’ 按 任 意 规 定 的 次 序 给 出 对 角 和 类 阵 了 的 主 对 角 元 ， 虽 然 这 解决 了 讨论 上 -: 角 矩阵 时 所 
涉及 的 叭 :性 问题 ， 然 而 ， 现 在 还 有 一 个 存在 性 问题 不必 竺 个 复 拭 阵 都 相似 于 一 个 对 角 
矩阵 . 

练习 证 明 (3.0. 1 中 的 算 阵 不 能 对 攻 化 . 提示: 如果 4=S43  ， 那 么 4 一 瑟 . 

如 果 对 每 一 个 算 阵 来 求 一 个 尽 可 能 接近 对 角 和 矩阵 的 上 三 角形 式 ， 而且 还 可 用 相似 变换 得 到 
它 ， 那 么 所 得 结果 是 Jordan 标准 形 ， 这 正 是 下 一 节 要 讨论 的 内 容 . 

我 们 已 经 考 虚 过 两 个 矩阵 A，BE M, 的 相似 人性， 在 矩阵 理论 中 还 存在 其 他 有 意义 的 等 价 
关系 ， 例如， 入 是否 可 以 经 再 相似 或 者 只 应 用 初等 行 和 列 的 变换 变 成 召 ; 如 果 有 丸和 B 都 是 实 
和 矩阵， 是 理 可 经 一 个 实 相 做 使 A 相似 于 B 如 果 庄 和 已 是 Hermite 矩阵 ， 是 否 存 在 一 个 非 奇 
异 上 矩阵 SE IM,， 使 得 4A=SBS ;如 果 A 和 器 是 对 称 生 阵 ， 是 否 存 在 一 个 非 奇 异 上 矩阵 SE M, 
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使 得 A 一 SB5". 

齐 工 述 每 一 个 例子 中 ， 在 一 全 和 矩阵 集合 上 有 一 个 守 价 关系 ， 而 我 们 对 符 两 个 禾 了 是 合 在 同 
一 等 价 类 中 感 兴趣 ， 解 决 这 个 问题 的 途径 是 ， 求 一 个 具有 规定 形式 的 代表 年 阵 的 “简单 ”集合 ， 
它们 各 取 自 每 个 等 价 类 中 的 一 个 息 阵 ， 我 们 试图 把 每 个 已 给 惩 阵 化 成 它们 中 的 一 个 ， 刀 果 这 - : 
方法 果真 凑 效 ， 那 么 每 个 等 价 类 实际 上 必须 包 合 规定 形 蕊 的 一 个 代表 酌 降 (这 在 作 似 下 对 于 对 
角 和 针 阵 集合 是 不 成 立 的 )， 而 且 最 好 在 每 个 类 中 具有- -个 代表 知 阵 (或 着 设 想 有 一 个 由 等 价 类 的 
代表 知 阵 组 成 的 较 小 的 且 容 易 描述 的 集合 ) {这 在 相似 下 对 于 上 三 角 扑 阵 集合 是 不 成 半 的 }， 这 
样 一 个 巾 代表 甜 阵 组 成 的 集合 常常 称 为 标准 形 ， 让 本意 里 ， 览 考虑 几 个 标准 形 ， 在 后 儿 意 的 部 
分 段落 还 将 引出 其 他 标准 形 . 


3. 1 Jordan 标准 形 : 一 个 证 明 


Joerdan 标准 形 是 一 个 “ 近 平 对 角 ? 称 阵 的 集合 ， 称 为 Jordan 矩阵 ， 它 包括 对 角 和 矩阵 . 
jordan 生路 具 丰 性 重 : 和 钴 个 (在 相 似 下 的 ) 复 方 妖 的 等 价 类 和 包 育 一 个 Jordan 征 阵 ， 并 几 按 一 各 
盟 而 荔 见 的 方式 使 得 在 同一 个 等 价 类 的 任意 两 个 Jordan 失 阵 本 质 上 是 柑 同 的 ，-- 个 与 已 知 矩 
阵 由 似 的 Jordan 焉 阵 称 为 该 知 阵 的 jordan 标准 形 (或 者 有 时 也 称 为 Jordan 法 式 )， 只 要 知道 了 
一 个 矩阵 的 Jordan 标准 彤 ， 那 么 关于 该 征 阵 ( 即 线性 变换 ) 的 所 有 线性 代数 的 信息 一 看 就 清 
楚 子 . 


3.1.1 定 凡 Jordan 正六 人 4 是 指 其 有 形状 ， 


A 1 0 
A |! 
Je 一 7 (3, 1. 2) 
) 
0 A 


的 Xk 上 一 角 和 矩阵 ， 在 于 对 角 线 上 有 -1 项 * 1 1”; 纯 量 和 在 主 对 角 线 上 出现 次， 其 他 所 
有 元 误 部 是 零 ，|4 040 一 1A， 一 个 Jordan 竹 阵 EM, 是 闭 Jordan 上 的 -个 直 和 各 
[I 1) 0 | 
J As) 
J 二 7 ;二 (3.1.3) 


0 


Oh ) 
其 中 ， 答 阶 数 可 以 相同 ， 而 值 4 未 必 不 同 . 

亦 指 出 的 是 ， 刀 泉 (3, 1. 3) 中 的 每 个 jordan 扇 了 (34,) 都 大 一 维 的 ， 即 ， 所 有 ;一 1 县 用 一 
2， 那 么 Jordan 年 阵 」 是 对 角 和 矩阵 ， 邵 果 (3.1.3) 中 的 任 -- Jordan 块 (有 m 计 1 那么 不 
仅 处 是 对 角 和 矩阵 ， 它 其 至 不 能 对 角 化 ， 假 如 jC2) 一 SAS ! 1 A 是 对 角 生 阵 ， 那么 必须 有 A 一 
diag(as A A 一 A 于 是 0 一 A1 一 SAS 1 AT A 一 0， 因而 如 果 加 ]， 这 种 情 
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形 不 会 出 现 . 相应 十 每 个 单独 的 Jordan 惧 ， 部 有 了 的 一 个 特征 同 基 ， 它 蚌 属于 三 中 每 个 
Ju 的 第 .一 个 对 角 元 的 标准 基 向 量 ， 

本 节 的 主要 结果 是 ， 每 个 复 矩 阵 都 相似 十 一 个 实质 上 是 唯一 的 Jordan 矩阵 . 我 们 将 通过 
三 步 米 得 到 最 终 的 结论 . 

第 - 步 ”注意 到 短 个 复 算 阵 相似 于 一 个 上 - 角 和 矩阵 ， 它 的 诸 特征 值 按 一 个 规定 的 顺序 出 现 
住 主 对 角 线 上 ; 这 正 是 Scheur 三 角 化 定理 (2. 3, 1)， 

第 二 步 ”然后 证 明 ， 一 个 上 三 角 纯 阵 可 经 相似 变换 成 一 个 分 块 对 角 算 阵 ， 其 中 短 个 单独 的 
对 角子 块 的 所 有 对 角 元 都 相等 [ 像 Jordan 块 (3, 12) 一 样 1， 这 吓 定 理 (2. 4. 8). 

第 .- 此 ”最 后 证 明 ， 一 个 其 主 对 着 元 都 相等 的 上 三 角 征 阵 相 似 于 蔡 王 Jordan 鼎 (3. 1, ?} 的 
吉 和 . 

只 要 证 明了 最 后 个 结论 ， 就 吓 以 通过 复合 每 一 步 所 必需 的 相似 变换 将 任 一 复 矩 阵 化 成 
jordan 标准 形 . 

另外 ， 我 们 也 注意 到 以 下 事实 : 如 果 一 个 策 旗 是 实 的 ， 且 仅 有 实 特征 值 ， 邯 么 可 以 用 实 机 
位 把 它 化 成 Jordan 标准 形 ， 为 此 ， 我 们 想到 了 (2,.3,1)， 那 是 说 ， 如 华 实 和 矩阵 4 只 有 实 特 征 
值 . 部 人 么 存在 个 实 西 ( 实 正 交 ) 短 和 阵 U， 使 得 UiAU 是 上 王 角 和 矩阵， 因而 它 只 有 实 元 素 ， 此 外 
(2.4.8) 的 证 明说 明 ， 如 果 上 三 角 答 阵 A 是 实 的 ,那么 存在 一 个 实 相似 什 阵 5S， 使 得 5S !AS 是 
一 个 { 裤 ) 分 块 对 角 和 拓 阵 ， 其 中 ， 每 个 对 角子 抉 是 上 -: 角 答 阵 ， 日 都 具有 相等 的 主 对 角 元 ， 因 
此 ,余下 只 需要 证 明 第 “ 步 是 可 以 实现 的 ， 计 上， 如 果 从 一 个 具有 相同 的 实 主 对 角 元 的 实 鞋 三 
前 短 阵 于 娘 实 施 变换 ， 那 么 ， 把 它 化 碟 一 个 Jordan 块 的 直 种 的 相似 第 阵 可 以 取 实 第 阵 . 

在 证 明 第 三 步 是 可 以 实现 的 过 程 中 ， 下 述 引 理 是 有 用 的 ， 它 的 证 明 其 实 就 是 下 接 计算 . 


3.1.4 引 理 设 坟 实 ] 是 己 知 的 ， 且 假定 有 Jordan 块 


ro 0 
JU 一 | ] | 且 知 梁 思 实 下 , 则 (0)? 一 让 
点 -| 


男 外 Joe ?1 2 10)jr 一 (rTes)el， 这 里 ，T 1 
Mi 1 是 单位 短 阵 ，e, 是 第 i 个 标准 单位 基 问 量 ， 且 rEC". 

现在 证 明 ， 第 “ 步 中 的 简化 总 是 可 以 做 到 的 ， 我 们 知道 一 个 产 格 上 一 朋 抵 阵 是 其 主 对 角 线 
上 只 有 和 零 光 的 二 角 和 矩阵 ， 同 时 注意 到 个 具有 相等 主 对 角 元 的 上 一 角 上 于 阵 是 单位 短 阵 的 一 个 纯 
基 倍 数 加 上 一 个 严格 上 -: 角 年 阵 - 


3.1.5 定理 设 AEM, 昆 产 格 上 三 角 上 矩阵 ， 存 在 个 非 奇 异 夭 阵 SE M, 和 整数 内 ，n， 
nas， 趟 由 帮 芝 下 六 人 和 1 旦 i 十 ms 十 十 站 一 并 使 得 
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4 二 . S 上 03,1.6) 


.0 J 60) | 
如 果 4 居 实 矩阵 ， 则 短 阵 5 岂可 以 取 实 矩阵 . 
证 明 : 如 梁 # 王 1， 入 =50]， 结论 是 明显 的 ， 对 # 作 归纳 法 ， 旧 假定 对 阶 数 小 于 的 所 有 
严格 上 一 角 算 阵 ， 结 论 已 经 证 明 . 把 A 块 分 成 


| 4] 
二 一 ， 
0 A 


其 中 EC 且 4EM :是 严格 上 一 角 和 矩阵 ， 根 据 归 钠 候 设 ， 存 寿 非 奇异 矩阵 S EM, ，， 
使 得 S 5249 有 所 要 求 的 形式 (3. 1.6); 部 


用 0 
了 1 0 
$1 AlS) = 一 ， (3.1.7) 
0 J 
0 J 
其 中 各 宇和 这 之 吉 全 1 和 二 如 十 十 和 = 一 1 二 J (0)， 且 
J 0 | 


j 二 ., € Mr. 
| J 


注意 到 中 没有 一 个 半角 Jordan 块 的 阶 数 超过 友 ， 所 以 ， 根据 引 理 (3.1, 4)，j" 二 0， 经 简单 
计算 可 知 ; 

[al 9 z 

Lo SIT! A s | Ln grasl {3, 1.8) 
使 分 块 a73S; 一 [a7 a ] 与 (3. 1.7) 稻 右边 的 分 块 相 一 致 ， 即 ,ay ECh， 目 a 和 C1， 然后 把 
(3. 1. 8) 写 成 

51 "af 本 E 

Lo 1! | 0 5S, 加 


现 酝 考察 这 个 矩阵 的 下 述 相似 矩阵 ， 
1 —allt 01I0 at ai | al J& 中 


0 了 OF 0 fs 0 I 0 
Lo 0 lilo 0 了 bo 0 I 
ed) a ro (CafeVel af 

| 和 959 hh 9 (3.1.9) 


0 0 | [LO 0 J 
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其 由， 内 到 六 引 理 (3.1. 4) 中 的 得 等 式 (CT JiJi)xr 二 Cxiey)el， 现 在 有 两 种 可 能 性 ， 这 取决 于 
oo 一 站 还 是 afel 关 0 
如 果 oo 天 0， 那 么 


rliale, 0 0 0 fale)e!l al ale, 0 0 
中 1 0 站 了 0 0 I 0 
0 0 {are)l. Io 0 J 0 0 ce 了 
[0 ei all h ， 
~-|0 0 =| | 
0 J 
站 D J 


7 《( 
了 fs = J )) 


是 一 个 具有 零 主 对 角 线 的 把 十 1 阶 Jordan 块 ， 利用 性 质 je 一 e,，i 二 1，2，…, 和， 容易 证 明 [12141 


|。 “| 2 [ — jesal 十 2] 
0 Tio Jo 了 0 J 


了 eal 
= | J | 
然后 可 以 递归 地 汁 算 一 系列 相似 的 矩阵 
et rj ea lif -ealif’! 7 ead 
| I ji 了 ] 1 上 LO 了 | 
1 
内 为 J 一 0， 我们 看 出 ， 在 这 一 系列 相似 的 矩阵 中 最 多 经 步 便 可 使 非 对 角子 岂 变 为 零 ， 因 
此 得 出 ， 太 相似 于 什 阵 
1 。 
Lo 中 


它 正 荐 要 求 的 严格 上 于 第 Jordan 矩阵 形式 . 
如 果 alel = 二 0， 那么 (3.1.9) 涪 明 ，A 相似 于 站 阵 
0 0 wl 
0 J 0|, 
Dn 0 Jj 
而 它 艾 置换 相似 于 矩阵 
0 0 
0 0 ai 
£0 0 J 
根据 归纳 假设 ， 存 在 非 奇异 矩阵 SEAf -ss ， 使 得 : 


| 
| C3.1. 10) 
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0 al - 
二 | 1 ls, =J€EM, -| 
本 J 


是 -个 兵 右 零 主 对 角 线 的 Jordan 掉 阵 ， 因 此 ， 和 矩阵 (3. 1. 10)， 共 而 和 本身 相 似 于 
ri "| 
Lo jy 
它 就 是 所 要 求 的 Jordan 标准 形式 ， 只 基诺 半角 Jordan 坎 呈 能 不 按 非 增 的 顺序 排列 ， 若 有 必要 ， 
经 一 个 分 块 置换 相 伺 便 林 得 到 所 要 求 秽 形 式 . 
023 基石 ， 我 们 看 到 ， 如 果 罗 是 实 盾 阵 ， 那 么 在 这 个 证 明 中 所 采用 的 所 有 相似 算 阵 痢 可 选 为 


实 的 ， 十 是 华 过 -个 实 相 似 . 起 便 相似 于 所 要 米 的 jordan 矩阵 . 品 
为 建立 起 Jordan 标准 形 ， 定 理 (3.1,5) 实 质 土 完成 了 所 约定 的 程序 的 第 三 步 ， 我 们 注意 
到 ， 刀 昔 
A | 
A 
A= 
0 A 


芋 所 有 对 角 抑 都 等 于 4 的 上 三 角 什 阵 ， 了 那么 ，A4, 一 入 ”让 是 严格 上 和 角 短 阵 ， 如 果 SE MM 是 
不 奇异 短 阵 ， 且 S 'A.S 是 由 (3.1.5) 所 兢 保 的 若 十 个 基本 jordan 上 央 了 (0) 的 -个 于 积 ， 则 
S 1'A5=S A,S+21 蚌 若 十 个 基本 Jordan 抉 了 41 的 寺 和 ， 在 (2.3) 节 中 实施 的 第 -- 步 和 第 一 
步 连 问 第 三 步 恰 好 证 则 了 下 述 Jordan 标准 形 定 埋 的 存在 性 部 分 : 

3.1,.11 定理 设 AE 有 MM 是 局 知 的 复 算 阵 ， 则 存在 非 奇异 矩阵 SE MM ， 使 得 

i CAL) 0 


dn As) | i 
和 一 人 515 (3.1. 12) 


0 pa] 
1 如果 不 计 务 对 角 Jordan 块 的 排列 顺序 ，A 的 Jordan 算 阵 尽 唯 一 的 ， 特 
行 值 4 一 1，2，… 不- -省 不 相同 .如果 A 是 一 个 仅 存 实 特征 值 的 实 第 阵 ， 那 么 相似 此 
竹 S 可 以 取 实 矩阵 ， 
证 衣 ， 除了 唯一 怀 外 ， 其 余 的 论断 都 已 证 明 . 如 果 4，BE M, 相似 ， 则 对 于 他: 纯 蔡 AEC 
和 任意 指数 普 一 1，2，…， 矩阵 (4 一 47” 种 (B41)* 也 相似 ; 特 鲁 地， 它们 的 获 相 等 ， 瞧 
此 ， 上 只 需 证 朋 ， 倍 于 Jordan 知 阵 了 EM 对 角 线 上 的 一 组 Jordan 上 (包括 相 重 的 子 热 ;可 由 有 限 
多 个 整数 rank()- AD" 完全 确定 ， 其 中 训 =1，2. ,AEa(1). 
首先 考虑 形 如 (53.1,2) 的 一 个 Jordan 抉 J (jE Mi 的 情形 ， 其 中 gEC 性 给 定 的 且 加 六 1， 
如 果 去 关 9， 刚 rank J G2" 一 rank Ge" 一 训 ， 央 调 rank J (po)”" 一 rank Jifn)" ! 二 0， 如 果 
.1261 Pr 有 mk 则 C0)" 一 J(0)* "==0， 因 而 也 有 rank jC0)” tank C0)” 1 二 0 最 后 ,如 
类 0 有 晴 m< 夺 ， 则 rank C0- rank 一 上 
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其 次， 设 JEM, 昆 形 如 53. 1.3) 的 Jorqan 矩阵 ， 艾 设 1Ea07， 并 及 对 于 天 三 1，2，…， 
定 文 着 C0 王 rank( 一 47" 且 令 44) 二 rn 从 前 述 关 于 一 个 子 抉 情 形 的 分 析 可 知 ， 差 dd (和) 二 
Pi ra 等 于 上 中 所 月 阶 数 二 兰 玉 的 诸 Jordan 霹 (和 的 总 数 ， 朋 对 所 有 吉之 nn 有 
dt) 二 0 内 此 ， 了 中 恰好 是 阶 数 天 = 产 的 诸 jordan 块 的 个 数 等 于 dA dd (2) 二 7 1 (4 一 
2rotA) 十 ,1A)， 直 中 各 二 1，2，: 国 

练习 设 AEM, 有 Jordan 标准 形 ， 设 4 是 4 的 -- 个 特征 值 ， 其 代数 重 数 为 *， 又 设 六 
表示 J 中 阶 数 为 & 的 请 Jordan 起 (和 0) 的 个 数 ， 其 中 天 一 1，…，n， 如 果 当 克 写 ] 时 x (3) 二 
rank(A 2D"， 和 而 1.(2) 三 x， 让 其， 

(ar 和 五 满足 线性 方程 组 

PA 一 一 > 十 inh, 下 一 De 一 二， 


(b) 该 方程 组 有 了 唯一 解 . (ce) 其 解 为 6, 二 7 CA) 2r, 0 二 ria) mm 二 1，2， +， WW， 此 
tir A =r A 

为 了 有 Jordan 标准 形 的 一 个 标准 表示 3. 1.2)， 我 们 约定 选 习 六 的 各 不 相同 的 特征 值 4， 
4， 的 某 个 须 序 ， 计生 首先 给 出 相应 于 的 所 有 jordan 块 : 然后 是 相应 二 4s 的 那些 
Jordan 抉 ， 如 此 等 等 ， 相 应 于 每 个 林 同 特征 值 的 诸 Jordan 上 岂 ， 按 递减 ! 非 增 } 的 湛 序 给 出 ， 首 
先是 最 大 的 子 块 ， 随 后 是 仅 次 于 最 大 的 子 块 ， 等 等 ， 因 为 ， 相 应 于 同一 特征 人 情 的 多 重 同 阶 子 块 
是 完全 相 癌 的， 所以， 一 旦 给 定 了 诸 特 征 值 的 顺序， 这 个 表示 就 给 出 了 个 叭 一 确定 的 Jordan 
标准 找 ，MM, 中 的 矩阵 的 每 个 相似 等 价 类 包含 一 -个 由 只 包含 一 个 这 样 的 Jordan 标准 形 . 

虽然 推导 Jordan 标准 形 的 过 程 是 -- 个 明确 的 算法 ， 它 原则 上 宁 以 用 来 计算 -… 个 已 知 矩 阵 
的 Jordan 标准 形 ， 但 是 绝对 不 能 指望 用 计算 机 对 它 自 动 实施 数值 计算 ， 仿 人 遗憾 的 事实 是 ， 
合用 计算 机 不 仅 可 能 得 出 虚假 的 结果 ， 而 且 实 际 上 并 没有 一 个 计算 jordan 标准 形 的 稳定 的 数 
值 方法 ， 这 只 要 举 - :个 简单 的 例子 就 清楚 了 . 


E 站 日 去 0 0 
一 - 二 一 各 ”1 - » 二 — A 
如 果 入 | ,| 上 e 了 0， 那么 A 一 SJ.S,'， 其 中 5 | | Lj | | 如 果 令 


0, 奢 么 ,J 一 | | 而 它 不 可 能 是 非 夫 夫 隆 A 一 |” | 的 Jordan 标准 形 ， 事实 上 ， 人 有 
| 。 作为 它 的 Jordan 标准 形 ， 因 为 一 个 第 阵 的 Jordan 形 术 必 是 该 第 阵 的 各 元 于 的 一 个 连 统 
数 ， 吕 能 有 这 种 情形 ， 一 个 第 阵 的 各 元 的 一个 小 的 变化 会 引起 Jordan 标准 形 的 各 元 的 一 个 大 的 变 
化 。 不 能 指望 用 稳定 的 方法 计算 这 样 的 对 象 ， 因 此 在 数值 应 用 巾 ， 儿 乎 没有 用 到 jordan 标准 形 . 

尽管 有 这 样 的 局 限 性 ，Jordan 标准 形 还 总 信 得 认 真 了 解 的 ， 它 为 透彻 理解 矩阵 提供 了 丰富 
的 源泉 ， 作 为 - 般 的 技巧 ， 当 我 们 要 证 明和 矩阵 的 有 关 结 论 时 ， 不 妨 先 考虑 能 否 对 对 角 征 阵 证 明 
这 一 结论 ， 如 昌 这 是 可 行 的 ， 那 么 就 (利用 任 一 复 抢 阵 可 以 用 .个 可 对 角 化 的 年 阵 任 意 接近 的 
事实 ) 看 -~ 看 革 个 极限 论证 是 否 可 以 一 般 地 证 骨 该 结论 ， 如 果 这 不 见效 ， 或 者 起 避 开 分 析 沦 证 ， 
那么 下 一 步 便 可 设法 对 上 一 角 托 阵 或 Jordan 第 阵 来 让 明 这 一 结论 . 

每 个 敌阵 都 相似 于 形 如 (3. 1. 12) 那 伴 的 答 阵 ， 其 路， 诸 Jordan 块 中 的 所 有 项 "| 1" 才 用 


一 1 
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s 天 0 代替 ，s 可 以 取 任 意 小 的 值 ， 了解 这 一 点 有 时 是 有 用 的 . 


3.1.13 推论 设 AEM 是 给 定 的 复 算 阵 ， 类 设 e 汪 0 是 已 知 的 .那么 存在 一 个 非 坷 异 和 矩阵 $= 二 
S(e) EM,， 使 得 


J CArsE) 0 
J CAs se) 
A=5 : . iS1, (3.1, 14) 
0 -， 
. J {Arne) 
十 十 2 二 
且 
a 三 9| 
| A 上 
Je 二 | EM 
[3 
0 
A 


如 果 及 是 只 具有 实 特征 值 的 实 夭 隆 ， 邢 么 5S 可 以 取 实 抢 阵 . 
证 明 : 首先 求 非 奇异 矩阵 S,E€ 1M,， 使 得 S71'AS, 是 Jordan 标准 撒 ( 如 果 A 是 实 的 ， 且 只 
有 实 特征 值 ， 那 么 取 实 S )， 然 后 取 D, 二 diag(1, se, ，"…，e”1)， 再 计算 DD, ' (5S, 1451)D,. 
和 站 | ”这 个 矩阵 上 共有 形状 (3. 1. 14)， 寺 是 5 二 Ste) 二 5),D, 符合 定理 的 要 求 . 站 
习题 
1, 用 详细 的 计算 来 证 明 引 理 (3. 1. 4). 
2. 试用 (C3. 1. 11}) 的 证 明 中 的 .个 步 又 ， 求 


a 

Jordan 标准 形 . 

3. 设 4E 闻 ,是 复 算 阵 ， 但 只 有 实 特征 值 . 证 明 4 相似 于 一 个 实 矩 阵 ， 相 似 矩 阵 可 以 选 皮 
实 抢 阵 吗 ? 

进一步 阅读 定理 (3.1.11) 的 让 明 思 想 取 自 R，Fleteher and D，Sorensen，“ An 
Algorithmic Derivation of the Jordan Canonical Form, "Armer, Maith. Monthiy 90(1983), 12- 
15， 文 中 另 有 参考 文献 . [Stej] 从 数值 计算 的 观点 讨论 了 Jorqan 标准 形 ， 并 且 给 出 了 例子 说 明 
符 阵 的 元 素 产 生 扰 动 时 其 Jordan 标准 形 的 灵敏 度 . [Str] 担 供 了 -一 个 好 的 证 明 . 


3.2 Jordan 标准 形 : 若干 论断 和 应 用 


3.2.1 Jordan 矩阵 的 结构 ”Jordan 短 阵 
J CAL) 0 


J (as) 
1 = | 、、 1 


3 1 2 
0 3 0 


{0 0 3 


0 J 《MA 
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者 一 个 确定 的 结构 ， 它 使 得 该 年 阵 以 及 与 其 相似 的 任 一 筷 阵 的 某 些 基本 性 质变 得 更 加 明显 ， 

1. Jordan 块 的 个 数 相同 的 子 块 计 重复 出 现 的 次 数 ) 蚌 J 的 线性 无 关 特 征 值 向 直 的 个 数 . 

2. 和 矩阵 了 可 对 角 化 ， 当 日 仪 当 站 一 

3， 相 应 于 一 个 已 知 特 征 值 的 Jerdan 块 的 个 数 是 该 特征 值 的 几何 重 数 ， 它 是 相应 的 特征 空 
间 的 维 数 ， 相 应 于 一 个 已 知 特征 值 的 所 有 Jordan 块 的 阶 数 之 和 是 该 特征 值 的 代数 重 数 . 

4. 知道 了 诸 特 征 值 以 及 它们 的 代数 重 数 和 几何 重 数 ， 一 般 不 能 完全 确定 一 个 Jardan 矩阵 ， 
我 们 还 需 知道 相应 于 每 个 特征 值 的 各 Jordan 雇 的 阶 数 ， 相 应 于 一 个 特征 值 的 最 大 Jordan 块 
的 阶 数 是 作为 其 极 小 多 项 式 的 一 个 根 的 重 数 (3. 3, 6)， 

5. 相应 于 某 个 特征 值 的 请 Jordan 块 的 阶 数 可 以 通过 计算 其 些 震 的 秩 来 确定 ， 例 如 ， 如 果 
上 1 


经 计算 


J 一 2 一 


和 (21 一 0， 国 此 ， 我 们 知道 
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(J —21: 一 0， 
Tank 一 2 = 1,， 
rankt/ — 21) =— 4， 
(一 2 是 8xg8 矩 阵 ， 
这 组 数 足 以 确定 了 的 分 块 结构 ， 事 实 上 E，(J 21); > 一 0 说 明 最 太子 块 的 阶 是 3、(J 一 21)* 的 秩 
就 是 3 阶 子 鼎 的 个 数 ， 因 而 只 有 一 个 3 阶 子 块 . (JJ -- 2 了 7) 的 秩 是 3 阶 子 热 的 个 数 的 2 倍加 上 2 
阶 子 块 的 个 数 ， 因 而 有 两 个 2 阶 子 块 .1!1 阶 于 块 的 个 数 是 8- (2 x2) 一 3=1。 可 以 把 同样 的 手 
续 应 用 于 共有 任意 阶 数 的 若 十 Jordan 据 的 上 直 和 ， 只 要 它们 是 相应 诗 辐 一 个 特征 值 的 所 有 子 块 . 
如 果 j 是 相应 子 特征 值 X 的 这 样 一 个 直 和 ， 那 么 使 (J -475 一 0 的 最 小 整数 便 是 最 大 子 块 
的 阶 数 ，(J 一 4 “的 穆 是 点 阶 子 块 的 个 数 ，( 一 41)5 :的 秩 是 二 阶 子 块 的 个 数 的 2 倍 肯 加 
上 二 一 1 阶 子 块 的 个 数 ， 和 如 此 等 等 ， 对 于 一 0，1 3， 11，( 一 47)47 1 的 秩序 别 递 果 
地 确定 出 了 中 所 有 -了 块 的 阶 数 ， 
6. 在 一 般 的 Jordan 十 阵 43. 1, 1.1) 中 的 所 有 Jordan 子 欣 的 阶 数 可 以 通过 分 析 某 些 寡 的 秩 
米 确 定 ， 如果) 基 jordan 矩阵 JE M, 的 特征 值 ， 邯 么 ， 当 我 们 取 寡 (7 一， 六、 (了 一 如 了 了 六， 
… 有 时 ， 只 有 相应 子 4 的 诸 Jordan 块 会 变 成 零 , 因为 了 -了 中 的 其 他 子 块 都 有 非 零 对 角 元 ， 最 
终 ，(J 加 呈 的 秋 将 停 下 下 降 ( 不 必 考 察 任 一 Am， 使 (J -7 的 秩 达 到 它 的 极 小 值 的 那 
个 最 小 的 上 值 是 相应 十 4, 的 最 大 子 抉 的 阶 ， 这 个 极 小 值 称 为 特征 售 的 指标 ， 对 (J -1 门 的 
各 次 医 组 成 的 序列 的 秩 进行 分 析 ， 就 足以 入 定 相应 于 的 诸 Jordan 块 的 阶 数 与 个 数 ， 然 后 肯 
对 3,，4;， 等 等 作 同 样 的 分 析 ， 央 侧 确 定 出 所 有 的 了 千 岂 . 
虽然 上 述 各 个 论断 旦 针对 Jordan 矩阵 了 作出 的 ， 然 而 ， 每 一 个 论断 也 同样 适用 子 任 一 相 
似 于 了 的 定 阵 ， 央 此 ， 如 果品 知 和 矩阵 AE JM,， 那么 4 的 Jordan 标准 形 ( 而 不 是 把 4 变换 成 
Jordan 标准 彤 的 相似 ?可 以 通过 下 述 步骤 来 确定 : 
1. 求 出 入 的 所 有 不 同 的 特征 值 ， 或 许 这 可 以 遂 过 求 特征 多 项 式 的 根来 办 到 . 
2. 对 刀 的 每 个 不 同 的 特征 值 2,， 作 (A 一 .00*， 其 中 一 1，2，…，n， 然 打分 析 这 些 算 阵 
的 秩 所 组 成 的 序列 便 可 看 出 A 的 相应 于 特征 值 4, 的 所 有 Jordan 块 的 阶 数 与 个 数 . 
这 个 算法 对 于 手 算 一 些 简单 形式 的 小 矩阵 可 能 是 有 几 的 ,但 是 几 计 算 机 计算 就 可 能 失效 ， 


内 为 确定 -个 得 阵 的 秩 的 过 程 本 米 就 是 一 个 不 稳定 的 过 程 ， 例 如 ， 4-|， “就 可 以 全 我 们 
£ 


看 清 这 一 点 ， 对 所 有 s 卫 0，A, 有 秩 2， 但 村 s--0， 它 有 秋 1 
俩 如， 这 个 算法 在 下 述 情 形 是 有 用 的 。 假定 有 这 样 一 个 问题 ， 要 确定 Jordan 块 i (0)E€ 
MM 的 平方 的 Jordan 标准 形 ， 


0 0 1 ww 0 
0 1 0 : 
1 
和 太一 1| = 
0 01 0 0 
0 | 
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全 的 各 特征 值 痢 踊 堆 ， 对 mm 一 [GT 们 一 (二 1)72 的 整数 部 分 ，A* 二 0， 而 如 果 p= 二 1，2,…， 
页 一 1， 则 A? 郑 0， 对 于 一 1，2,，*…，m 2 每 个 车 4 的 秩 比 它 的 前 一 个 里 4 的 秩 少 2. 
如 果 此 是 仆 数 ， 则 A“ 有 秩 2， 而 如 果皮 为 奇数 ， 则 4 有 秋 1 因此， 有 A 二 及 (00) 的 Jordan 
标准 形 是 
,U0) 0 | 2 是 侧 才 ， 
- 0 /0) 
以 及 
CD) 0 
-0 jl 上 一 2m 一 1 是 奇数 . 
这 一 线 困 对 于 兢 定 一 个 已 知 朱 阵 是 桩 石 平方 根 是 有 用 的 比如， 它 说 明 不 存在 和合 A 一 


|， 的 有 库 ac M. 
3.2.2 常 系数 线性 微分 方程 组 ”在 理论 上 具有 重要 意义 的 Jordan 标准 形 的 一 个 应 用 是 分 析 常 
系数 微分 方程 组 的 解 . 设 AEM, 是 已 知 的 . 且 考 虑 一 阶 初 值 问题 

1 At， 

(0) = 是 已 知 的 ， (3. 2. 2. 1) 
其 中 以 (二 [LCD (| 用 搬 号 坟 ) 表 人 对 上 上 微分， 如果 4 不 是 对 间 和 矩阵 ， 则 
这 个 方程 组 是 契合 的， 即 x,(D 不 羽 与 (有 关 、 而 生还 与 向 其 (的 其 他 分 基 有 关 ， 这 种 粳 
合 情 形 使 问题 寞 得 难以 解决 ， 们 是， 如 果 可 以 把 4 蛮 成 对 角 ( 或 近乎 对 角 ) 的 形式 ， 那 么 克 合 
的 影响 可 以 减弱 ， 或 者 总 至 可 以 消除 ， 因 而 可 以 很 容易 地 求解 ， 如 果 有 为 =SJS 1， 其 中 了 是 由 
的 Jordan 标准 形 ， 那 么 (3.2. 2. 1) 变 成 

yD Oo Jyt), 

X00) 一 是 已 知 的 ， (3. 2. 2. 2) 
其 中 让 二 Sy 中， 且 yw 一 S 1cs， 如 果 可 以 解 出 问题 (3., 2. 2. 2)， 那 么 (3.2.2.1) 的 解 的 吞 个 
分 车 就 是 (3. 2. 2.2) 的 解 的 诸 分 量 的 一 个 线性 组 合 ， 且 这 个 线性 组 会 是 由 S 给 出 的 . 

如 打 A 是 可 对 角 化 的 ， 邢 么 /是 对 角 答 了 泗 ， 且 (3. 2. 2. 2) 正好 是 一 个 形 如 y4 60 = ye 
的 非 而 合 方程 组 ， 它 有 解 yi (一 xy C0)ew'， 如 果 特 外 值 4 是 实 的 ， 这 是 一 个 简单 的 客 ， 而 如 
果 六 三 和 上 六 是 复数 ， 它 则 是 一 个 振动 项 yy (0)==y (Oe [costbit) + isin(bt) ]. 

如 果 /是非 对 角 的 ， 解 就 更 复杂 了 ， 相 应 于 了 中 的 不 同 Jordan 抉 的 y(t) 的 诸 分 量 是 非 看 
侣 的 . 因此 只 要 兽 虑 是 单独 的 Jordan 块 


A 1 0 
了 一 ,EM 
io A 


的 情形 就 可 以 了 方程 组 (3. 2. 2, 2) 是 


1133] 


[34 
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y= ay yl), 


一 和 (十 如 人 
y= Ay), 
它 可 以 由 下 往 上 直接 求解 ， 从 最 后 一 个 方程 开始 ， 得 到 
yat 一 yn (der, 
十 是 
yn 一 CO 
它 有 和 解 
yn 1 = Oe yi (Oe , 
天 大 可 以 把 它 用 于 下 :个 方程 ， 它 变 成 
W(t) 十 CO + yy, (De. 
它 有 解 
Ya (1) = ya (0) Se 十 3 ,C0 te* 二 yn 2 CO, 


如 此 等 等 ， 显 然 解 的 每 一 个 分 其 具有 形式 
J) Oo gt), 
其 中 gi (是 次 数 至 多 为 疡 一 1 的 多 项 式 ， 
从 上 述 分 析 可 以 知道 ， 对 于 和 尾 一 给 定 的 初始 条 件 mw， 问题 (3. 2. 2. 1) 的 解 x( 站 的 各 个 分 量 
有 形式 


TA = pie tt pti)e tt oe | pli er’, 
其 中 心 , 和，…， 久 是 全 的 不 同 的 特征 值 ， 而 每 个 p. (站 是 多项式 ， 它 的 次 数 严 格 小 手相 应 于 久 
的 最 大 Jordan 块 的 阶 数 ， 实 特征 入 产 朱 纯 指数 项 ， 而 复 特征 值 可 以 产 朱 混合 指数 和 振动 项 . 
3,2.3 答 阵 与 它 的 转 叶 的 相似 性 每 个 Jordan 块 置换 相似 十 它 的 转 置 ， 天 为 从 相似 性 可 以 看 出 
19 1 1 0110 1 0 


1 
二 


1 这 1 1 + 
1 01140 4111 0! 0 1 2 
因此 ， 如 果 AE M, 是 已 知 的 ， 量 A 一 SJS :是 它 的 Jordan 标准 形 ， 那么 ， 4 相似 于 ,而 J 
相似 于 J ,J ' 又 相似 于 4 一 (S0 1J7CS')， 结 论 是 ， 每 个 复 矩 降 相 柳 干 它 的 转 置 ， 由 此 椎 
出 ， 一 个 复 卸 阵 的 行 秩 (线性 正 关 行 的 最 大 个 数 ) 等 于 它 的 列 秩 (线性 无 关 列 的 最 大 个 数 )， 这 是 
内 为 秋 是 相似 不 变量 ， 同 时 也 推出 ， 和 和 Ar 有 相亲 的 特征 值 、 不过， 直接 作出 所 有 这 些 氛 论 
也 是 比较 容易 的 . 
对 任意 的 域 P， 铺 形 也 基 这 样 ，M,(F) 中 的 每 个 罕 阵 都 可 经 M, (FF; 中 的 一 个 知 阵 相似 十 它 
的 转 置 是 不 必 假 定 8=C， 实 际 上 ， 相 似 拓 阵 可 以 取 为 对 称 撼 阵 . 
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3,2,4 安 换 矩阵 和 非 减 次 矩阵 如果 户 ( 状 是 和 多项式， 而 AC M, 是 已 知 短 阵 ， 显 然 pt 及 与 办 
训 交 换 ， 这 旦 一 个 有 用 的 事实 ， 可 是 反 过 来 又 如 何 腥 ?如果 4，BE iM 是 已 知 的 ， 且 入 与 吕 
可 交换 、 忆 必定 是 关于 4 的 多 项 式 吗 ? 当然 不 是 这 样 ， 内 为 如 果 取 4 一 六 则 和 4 与 每 个 矩阵 都 
可 交换 ，p(t 了 一 p(1)1 不 可 能 产生 任何 非 纯 其 矩阵 ， 问 题 是 A 这 一 形式 使 它 能 与 许多 矩阵 可 交 
换 ， 但 又 失色 许 它 产生 少数 形 姑 六 4A) 的 矩阵 ， 为 了 得 到 这 点 面 的 在 何 结果 ， 必 须 录 求 协 疝 这 
两 种 能 力 之 间 的 关系 的 某 个 折 中 办 法 . 


3.2,4.1 定 儿 和 气 阵 4E 贞 . 电 做 非 减 决 眶 阵 ， 是 指 4 的 每 个 特征 值 有 几何 重 数 1. 

因为 Jordan 拓 阵 的 一 个 特征 值 的 几何 重 数 等 十 相应 于 沪 特 征 值 的 Jordan 块 的 个 数 ， 所 以 ， 
一 个 矩阵 是 非 铸 次 的 ， 当 且 仅 当 相 应 于 每 个 不 同 的 特征 值 恰好 有 -- 个 Jordan 块 ， 倒 如， 如 果 
EM 在 #1 个 不 同 的 特征 值 .或 者 4 只 有 一 个 特征 值 、 而 该 特征 证 有 几何 重 数 1， 那么 它 是 
韭 减 次 的 。 纯 量 和 矩阵 涉 是 非 碱 次 短 阵 ， 
3.2.4.2 定理 ” 没 AEM, 是 纵 定 的 非 减 次 矩阵 ， 征 阵 BE M 与 和 可 安 换 ， 当 且 仅 当 仓 在 个 
次 数 至 多 为 -1 的 多 项 式 pt') 使 得 B=p(A). 

证 明 ; 如 果 呈 =z4)， 那么 BB 定 与 B 可 交换 关于 道 命题 , 设 A 一 SJS ' 是 A 的 
Jordan 标准 形 ， 如果 PA 一 AB， 邦 么 BSJS :二 SJS-1B 有 昌 (S-1BS}J/ 二 J (S$S-1BS)， 如 果 能 够 
让 骨 S 'BS=p( 有 ,那么 B 一 Sp(1DS 1 二 p(tS1S  ) 二 ptA)， 因此， 只 要 假定 A 本 身 就 是 一 
个 Jordan 舍 阵 就 可 以 了 ， 因 为 A 是非 减 次 的 ， 所 以 可 以 假定 
J CAL) 0 
A J (Ae) 

| 0 J a) | 
其 中 庆 ， 放 ，。 训 大 息 的 & 个 不 同 的 特征 值 ， 如 果 拒 曙 写 成 与 A 的 上 上述 形式 相同 的 分 块 形 
式 卫 = (DB ， 那 么 48 一 84 的 相应 非 对 角子 块 具有 形式 
J NB, 一 BJC) 一 0 天 让 
内 为 特征 值 X 和 ,是 水 同 的， 由 此 可 以 得 出 [ 见 (2.4) 节 习题 外， 上 $8, -…0 是 这 些 方程 的 叭 - 解 ， 
内 此 垂 阵 B 必须 是 分 块 对 角 和 矩阵 
Bl 0 


1 0 bb 

L + 
其 中 每 个 B,E MM。 交换 性 假设 是 说 ， 对 于 所 有 i 二 1]，2，…， 表 ， 有 BJ C4) 王 J (4.)B,， 如 
果 记 J (0) 一 .1 十 NN,， 其 中 


| 


| 
ls 
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那么 这 些 性 等 式 变 成 BN, 二 N,B,，i 一 1]，2，,…， 上， 直接 计算 亲 知 ， 由 于 N, 的 特殊 形式 每 个 
B, 必须 是 具有 Teeplitz 形式 (0.9, 7) 的 上 三 角 矩 阵 ， 基 


| 
pr 

0 | 
其 中 语 着 各 对 币 线 的 诸 元 素 取 常 值 ， 如 果 可 以 构造 出 一 些 次 数 至 多 是 n…1 的 凶 项 式 p,(1), 且 


上 其 有 人 性质 ， 对 所 有 ij，p(J (00) 一 0 而 pC(J, 54.0) 二 B,， 邦 么 
pi = ptr +t t+ ptt) 


(3. 2. 4. 3) 


将 满足 定理 的 论断 ， 定 义 
£ 
gq 一 | 20% ， gt 的 次 数 一--， 


由 此 可 见 ， 对 所 有 i 沽 7 有 (40) 一 0， 这 是 因为 (04) J" 二 0， 旺 然 C54.)) 不 
… 定 等 于 B,， 可 基 它 基 帮 奇异 人 算 阵 ( 国 为 渚 4 基 各 不 相同 的 ;， 针 像 关 于 024) 的 任 一 个 多 项 
式 邢 样 ， 其 有 有 塔 式 (3. 2. 4. 3)， 

因为 展 如 C3.2. 4, 3 的 任 一 非 奇异 抢 阵 的 逆 上 共有 同一 形式 ， 艾 因为 这 种 形式 的 任意 两 个 抵 
阵 的 弱 积 还 是 这 问 一 形式 ， 所 以 第 阵 

[Ja 'B, 
是 具有 Toeplitz 形成 (3,2,4.3) 的 上 三 角 短 阵 ， 和 匀 个 这 样 的 第 阵 可 以 写成 关于 (4.) 的 一 个 多 
项 式 ， 例 如 
B,— HC QD TA TE A A DD . 
因此 ， 存 看 一 个 次 数 至 多 是 n, 一 1 的 多 项 式 r,(r)， 使 得 
[aC (03)] BB, = rit, (0)). 
如果 更 正念 pC 二 gq Cr(7，p,() 的 次 数 至 多 是 pn 一 1. 
pls CAD gs A Dr WD) = Or 0 = 0, 

如 果 jj 则 pC GD 一 gt Dr = 口 

定理 的 逆 命 熙 也 问 样 成 六 ， 因 而 导出 非 减 次 矩阵 的 -- 个 特征 ， 第 阵 4E AM 是 非 减 次 的 ， 
当时 仅 当 每 个 与 A 可 交换 的 生 阵 是 A 的 一 个 多 项 式 . 


3.2.5 收 钱 矩阵 ” 甜 阵 入 EM 如 果 有 县 性 质 ， 当 mx 一 0 时 ，A* 的 所 有 元 素 都 趋 于 零 ， 就 称 内 
为 收效 建 阵 ， 这 样 的 年 阵 看 数值 线性 代数 的 算法 分 析 中 起 着 重要 的 作用， 如 果 和 A 是 对 角 奸 阵 ， 
陵 么 显然 有 ; 及 收 人 第， 当 且 仅 当 上 的 所 有 特征 擅 的 模 都 严格 小 于 1， 并 有 同样 的 结果 可 以 推广 
到 可 刘 第 化 矩阵 . 

由 于 涉及 极限 运算 ， 如 何 运 用 扰动 理论 把 这 -- 结 果 推 广 刘 未 必 是 对 角 化 矩阵 的 一 般 情形 是 
不 曲 显 的 ， 介 是， 可 以 利用 Jordan 标准 形 ， 如 果 4=SJS ' 是 和 A 的 Jordan 标准 形 ， 那 么 4" 一 
SI"S 因而， 当 - co 时 4 一 0 当日 仅 当 mw Yo6 时 "一 0。 因 为 三 蚌 诸 Jordan 块 的 直 和 ， 
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所 以 只 要 蕉 虚 Jordan 块 


1 0 1 0 | 1 0 
一 本 1|= 十 | 
0 4 | , ’ 0 0 


一 人 上 NE 其 中 N, 二 J ,(0} 
的 各 次 时 的 性 质 就 可 以 了 因为， 对 所 有 mkR，No 一 0， 有 


- 2 - 2 
[FOV = Of No" 一 > | ve 5b ( Nr 
ru 1 := 1 "I 


对 所 有 的 六 涵 丰 成 立 ， 因 为 各 对 角 瑟 都 为 类， 如 果 J”" 一 0， 则 必定 有 2”=0， 这 说 明 | 4 | < 
反 过 来 ， 如 果 | 4 1 一 11， 我们 想 证 明 ， 对 每 个 j=D，1，2，…， 大 1， 


Hl 
当 n 一 2 时， ( 和 0. 
天 一 了 


然而 ， 

| 7 Jr | mm DCm 2)% Cm ji Da") mA” 

PE 一 上 了 | 了 | 

内 此 ， 只 要 证 明 当 和 >< 时 有 m? | 4 “0 就 通 六 ， 看 出 这 个 关系 的 -~ 个 简单 办 法 是 下 对 数 ， 
并 且 注 意 到 ， 因 为 log | 41 过 0,， 风 根 据 L Hopital 法 则 ， 当 r zo0 时 (logzj/zz 一 0， 所 以 当 
Pr 时 ， 


jlog m | mlog | 4 | 一 一 2 
土 述 证 法 主要 是 利 几 A 的 Jordan 和 你 准 形 米 证 明 ， 当 mm >» 时 有 胃 *…=0， 当 且 权 当 六 的 所 
有 特征 信 有 个 下 1 的 模 ， 另 个 证 明 将 在 (5.6.12} 中 给 出 ， 它 根本 不 依赖 Jordan 标准 形 . 


3,2.6 几何 重 数 -代数 重 数 不 等 式 ”矩阵 AE M, 的 一 个 特征 值 的 几何 重 数 是 A 的 相应 十 该 特 
征 值 的 Jordan 志 的 个 数 。 这 个 数 小 于 或 等 于 相应 于 该 特征 秆 的 所 有 Jordan 块 的 阶 数 的 和 .这 
个 和 是 代数 重 数 ， 内 此 一 个 特征 信 的 几何 重 数 不 大 十 它 的 代数 重 数 ; 试 与 (1.4. 9) 比 较 . 138; 


3.2.7 可 对 角 化 矩阵 和 寡 堆 矩阵 一 个 所 阵 AE M, 是 回 零 的， 是 指 对 某 个 下 整数 上 有 太一 0. 
任 一 Jordan 块 J (4) 可 以 写成 0 一 7 十 N,， 其 中 ，CNG)t 一 0， 凤 此 ， 作 一 Jordan 块 是 - :个 
对 角 和 矩阵 逢 与 一 个 千 零 年 阵 的 和 ， 

更 一 般 地 ， 一 个 Jordan 第 阵 (3. 2. 1. 1 可 以 写成 了 = D+N， 其 中 也 是 对 角 撼 阵 ， 它 的 主 
对 角 线 与 了 的 主 对 角 线 相同 ， 日 N=J 一 记 、 矩阵 N 是 军 零 的 ， 且 只 要 是 J 的 最 太 Jordan 块 
的 阶 ， 就 有 六 一 0， 

最 后 ， 如 果 AE MM 是 任 一 给 定 的 答 阵 ，[| 4 一 S1S-! 是 Jorqan 标准 形 ， 那 么 A 二 SDS ， 
二 SNS 一 Ap 十 Av， 其 中 4p 可 对 角 化 ，A、 是 塞 零 的 ， 及 ApA ,二 AwAp， 这 旺 因 为 了 入 
部 是 具有 相应 的 同 阶 子 鼎 的 分 块 对 角 失 阵 ， 日 也 的 庄子 块 晨 纯 基 盾 阵 , 

我 们 得 出 ， 任 一 4E MM 可 以 表示 成 一 个 可 对 角 化 拭 阵 与 个 窜 零 策 阵 的 和 ， HH 这 册 个 被 


区 | 


了 1 加 3 了 香 


加 息 阵 可 变换 . 
习题 

1 设 7 二 gE 站 C 性 Mi 是 给 定 的 矩阵 族 ， 且 附 以 指标 集 7， 闪 假定 存在 非 减 次 矩阵 
妾 ,所 了 ,使 得 对 所 有 aE5xY， 有 六, 二 及 ,A， 证 明 ， 对 每 个 EE 8， 都 存在 一 个 次 数 至 铸 为 n 1 
的 多 项 式 p01) 使 得 A, 二 p(BA4.)， 协 而 了 是 一 个 交换 族 , 

2, 设 4E 虹 是 已 其 的 ,1 是 和 的 -个 特征 信 ， 证明 站 的 相应 于 特征 值 4, 的 最 大 Jordan 
块 的 阶 数 ( 人 ,的 指标 是 使 rank(A X10 二 rank{ 有 A 一 和 Dt 的 到 =1，2， 有 -1 的 最 小 昔 ， 

3 让 果 对 基 个 pz， AEM 有 A 一 9. 证明， 对 某 个 7 去 xn， 有 40， 央 此 每 个 宕 零 拭 
阵 有 -个 次 数 不 大 十 其 阶 数 的 等 于 零 的 属 . 提示 : 证 明 0 蚌 点 仅 有 的 特征 值 ， 想 一 盘 和 4 的 
Jordan 怀 准 形 中 什么 样子 ? 再 取得 . 

1 没 Ji(0) 是 一 个 已 知 的 Jordan 块 ， 试 利用 (3. 2. 1) 来 尾 的 证 法 确定 矩阵 300) 的 三 种 可 
能 的 Jordan 标准 形 ， 

5. 设 AEM, 是 医 莓 年 阵 ， 因 而 对 某 个 上 有 4 双 一 和， 证 明 ，4 的 特征 多 项 式 是 p40 二 71. 

6. 作用 在 次 数 全 多 为 3 的 全 体 多 项 式 所 组 成 的 向 量 空间 上 的 线性 变换 di/di，p(1) -xp'11)， 
在 基 .4 一 人， 上 {下 有 基 表 示 


站 
| 
al 
a 


二 
Le 
5 


这 个 托 阵 的 Jordan 标准 形 是 什么 ” 

7. 使 A 二 了 的 短 阵 入 EM 的 各 种 可 能 移 Jordan 形 是 什么 ? 

8. 只有 特征 多 项 式 p46) 二 (十 371 0 -4)* 的 矩阵 AE HRM 的 各 种 可 能 的 Jordan 标准 形 是 
什么 ? 

9. 试用 (3.2. 1) 中 所 报 述 的 方法 确定 


i 1 
A- |， | 
的 Jordan 标准 形 . 
10， 试 证 定理 (3. 2, 4,2) 的 让 明 中 的 论断 ， 形 如 (G3, 2.4 3) 的 商 个 矩阵 的 乘 和 有 间 -形式 ， 理 
证 明 一 个 形 如 (3, 2. 生 3) 的 非 奇 异 矩阵 的 道 有 辣 一 形式 ， 提 示 : 4 的 道 是 一 个 关于 A 的 多 项 式 . 
11, 没 A，BE M,， 试用 定理 (1 3. 20) 的 证 明 中 的 但 等 式 证 明 ，AB 和 BA 的 Jordan 形 中 
的 各 非 奇 异 了 鼎 蚌 恒 等 的 ， 这 能 说 明 AB 与 B84 相似 吗 ? 如果 4B 与 B4 不 相似 ， 讨 论 这 与 它 
们 能 够 相似 有 多 大 差别 . 
12. 很 定 A ，…，A4 蚌 已 知 短 阵 ， 其 中 ，A,€ Mi 二 1 ，2，…, 率 ， 丸 假定 了， *…，J， 
是 它们 的 相应 Jordan 标准 形 ， 证 明 直 和 
4 0 
E Ms m+n n = 


0 


标准 形 10 


{除了 差 诸 对 角子 块 的 一 个 排列 以 外 ) 有 Jordan 标准 形 
DJ | 


了 
六 
13, 设 AEM, 和 日 ，CE M。 是 已 知 的 、 证 明 ， 直 和 | 
当 和 且 充 当 避 相似 于 CC. 
14. 设 B，CE Mi 是 已 知 的 ， 证 明 , 上 次 直 和 
iB 0] rc 0 
B ' Cc 
€ Mi 1 
BJ 
相似 ， 当 朋 仅 当 丑 与 C 相似 . 
15. 设 AEM, 和 B，CEM, 是 已 知 的 ， 证 明 ， 直 和 


A O01 | 人 
B | 
EE Mi 与 和 Ms: 上 kl1 
0 . 0 …。 
| BJ _ C 
相似， 当 生 丛 当 蝇 与 局 相似 . 
16. 设 AE M, 有 jordan 标准 形 J C44) 田 … 甸 J (X44}， 如 果 A 是非 奇异 形 矩阵 ， 证明 号 


的 Jordan 标准 形 是 J 04) 鳃 … 的 J (4); 却 A 的 Jordan 标准 形 恰好 由 与 A 相同 的 一 组 
Jordan 块 组 成 ， 只 是 相应 的 特征 秆 要 取 平 六 与 此 类 似 的 结论 对 所 有 窒 A'(k 实 ?2} 成 立 吗 ” 举 
一 个 2X2 的 例 隆 说明， 如 果 是 厅 异 矩阵 ， 上 上述 结 沦 椒 成 立 ， 提 示 ， 如 果 Az0， 试 证 J (A) 
的 Jordan 标准 形 ( 一 个 Jordan 块 ) 是 J.(A7)， 再 证 明 ， 如 果 A 关 0， 
rank[ ti — Al]” = rankf ia) —AT, m= 12,.. kk 

17. 如 果 AEM,， 证明，rank A 二 rank A ， 当 且 仅 当 特征 第 4=0 的 几何 重 数 与 代数 重 数 
相等 ， 即 A 的 Jordan 标准 形 中 相应 村 1 一 0 的 所 有 Jordan 抉 { 如 困 有 的 话 ) 是 1 1 的 . 

进一步 阅读 ”一 个 给 定 的 第 阵 与 其 转 置 问 的 相似 变换 乍 阵 总 可 以 取 为 对 称 年 阵 . 该 事实 的 
证 明 可 参 硒 0. Taussky and H,， Zassenhaus, “On the Similarity Transformation between a 
Matrix and lts Transpose," Pacific J ,Math. 9(1959)，893-896， 作 (3.2.4) 节 末 提 到 了 定 
理 (3. 2.4,2) 的 逆 命 题 也 成 立 ， 其 证 明 可 见 CHJ]. 


3.3 多 项 式 和 矩阵 : 极 小 多 项 式 


如 果 让 站 一 革 二 十 es 人 二 十 of 十 局 是 给 定 的 多 项 式 ， 那么 ， 对 于 任 -- AE 
M,， 可 以 定义 
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pA = 二 a A 二 ul 
在 多 项 虑 与 矩阵 之 间 存 在 一 个 重要 的 相 豆 关系 ， 我 们 已 经 论 壕 了 特征 多 项 蕊 的 重要 作用 ， 介 是 
还 有 其 他 - 些 与 个 方 阵 相关 联 的 多 项 式 ， 其 中 之 - 基 梓 小 多 项 式 . 

Cayley-Hamilton 定理 人 (2.4.2) 确 认 ， 对 每 一 个 和 EM ， 丰 在 -个 次 多 项 蕊 (特征 多 项 
成 }pa(1)， 使 得 pa 二 0. 说 :个 多 项 式 霍 北上， 下 指 它 在 和 的 萌 是 0 知 阵 ， 也 可 能 有 零 化 六 
的 “一 工交 多项式， 或 一 2 次 多 项 式 ， 伺 基 很 明明 ， 因 为 只 存在 有 限 多 种 可 能 性 ， 所 以 ， 对 每 
个 AEM,， 有 一 个 堆 化 的 次 数 最 小 的 多 项 式 ，|| 它 的 最 小 次 数 至 多 呈 %， 如 时 p(A)=0， 
其 么 对 任 -- cEECQ，cptA) 王 0， 显然 ， 总 可 以 规范 化 - -个 井 零 的 零 化 多 项 式 ， 使 其 最 高 次 项 的 
系数 是 十 I。 如果- 个 多 项 式 的 最 高 次 数 有 系数 1， 就 说 它 是 首 一 多 项 式 ， 应 指出 的 是 .一 个 
首 一 多 项 式 厅 可 能 恒 等 于 零 
3.3.1 定理 AEM, 是 已 知 矩 阵 ， 则 仅 有 一 个 零 化 和 的 次 数 最 低 的 首 一 和 多项式 gf 这 个 多 
项 式 的 次 数 宝 多 是 ww， 如 果 瑟 门 是 使 pf4)=0 的 任 一 多 项 式 ， 那 么 ，g(D 必 除 尽 p07). 

证 明 : 特征 多 项 式 是 零 化 A 的 一 个 例 疗 ， 它 基 # 次 多 项 式 ， 于 是 存在 次 数 为 mn 的 首 一 
多项式 4g0)、 使 得 gtA 一 0， 如 果 ppt) 鹤 化 A，[E gli} 足 零 化 太 的 次 数 屋 低 的 首 -- 多 项 式 ， 
堵 么 4% 昌 的 次 数 必 须 小 于 或 等 于 pt2) 的 次 数 。. 因 此， 根据 Euclid 算法 ， 存 在 针 项 式 用) 以 及 
次 数 小 于 gl 四 的 次 数 的 多 项 式 ret?) ， 合 得 PD 一 gC 有 OD 十 r(D， 人 是 0 pCA)=g(AIh(CA) 十 
下 名 ) 三 08( 有 -FA ， 因而 7CA) 0， 如果 re) 半 0， 可 以 拒 它 规范 化 ， 从 而 得 到 一 个 零 化 轧 
的 而 次 数 小 于 p50 的 次 数 的 首 一 多 项 式 ， 因 为 这 与 户 ( 门 的 极 小 性 相 闻 对 ， 所 以 得 出 rC2) 一 Jv， 
因而 gC) 除 尽 p01)， i 商 h(f)， 如 果 有 两 个 零 化 六 的 次 数 最 慨 的 首 一 多 项 式 ， 上 述 论 证 说 
明 ， 每 一 个 都 除 令 另 一 个 败 为 它们 的 次 数 相 同 ， 所 以 其 中 一 个 必须 是 另 一 个 的 一 个 纯 量 倍 
数 ， 然 而 ， 它 们 都 是 首 一 的 ， 纯 晤 因子 必须 是 十 1， 内 而 它们 是 异 等 的 . ， 口 


3.3.2 定义 ” 设 AE MM 是 已 知 短 阵 ， 零 化 和 的， 次数 最 小 的 唯一 首 一 多 项 式 yal 中 称 为 A 的 
极 小 多 项 式 . 


3.3,3 推论 相似 的 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 

证 明 : 如 果 中， 呈 ，SE ML ， 昌 由 一 SBS 1!， 那么 ,gs {A} 二 gs(SBS-1) 一 So(B)S 0 
于 是 和 (的 次 数 不 小 十 和 人 9 的 次 数 ， 可 是 有 一 5 435， 所 以 问 桩 的 论证 说 明 ga (2 的 次 数 不 
小 于 和 人 的 次 数 ， 因 此， 这 两 个 首 - :多 项 式 有 相同 的 最 低 次 数 且 都 索 化 4， 于 号 根据 定理 
(3.3. 15， 它们 必须 恒 等 . 口 


3.3,4 推论 对 于 每 个 上 EM ， 极 小 多 需 式 ga(1} 除 怀特 征 多 项 式 pa (此 让，o 04) 一 0， 当 
日 仅 当 2 是 A 的 特征 值 ， 因 而 p02) 二 0 的 每 个 根 是 g;(1) 一 0 的 根 . 

证 骨 : 内 为 pa 人 0 二 0， 由 定理 可 知 ， 存 在 多 项 式 h(t) 使 得 pC) 二 ht)gr(1)， 这 个 分 解 
使 我 们 看 到 ，ga (二 0 的 每 个 根 是 p08 一 0 的 根 ， 册 而 ga(2) 二 0 的 每 个 根 是 A 的 特征 值 ， 如 
果 4 是 A 的 特征 值 ， 且 > 关 0 是 相应 的 特征 向 生 。 那么 Ar 一 Xx 肯 0 一 ga CA}r=ga (4)r， 因此 
gatA) =0, 门 ] 

这 后 个 推论 说 了 明 ， 恕 果 把 特征 多 项 碟 pa) 完全 分 解 成 


标准 形 103 


patt) = J Ga) ， (3. 3, 024) 
其 中 庆 A 党 不 相同 那么 极 小 乡 项 式 g,( 站 必须 有 形式 
yi(1) = Ta), J (3, 3, 5b) 
上， 这 给 出 了 一 个 求 已 知 矩 阵 的 极 小 多 项 式 的 算法 ; 
- 首先 ， 假 定 遂 过 求 特征 多 项 式 以 及 对 它 向 完全 分 解 ， 计 算出 入 的 各 个 特征 值 和 它们 的 
代数 刘表 设法 确定 分 解 (3. 3. 5a). 
2. 存 13,3.5b) 中 ， 有 布 限 多 个 乘积 形式 的 多 项 式 ， 从 所 有 六 =1 的 乘积 并 通过 直接 验 
算 ， 确 定 零 化 4 的 ， 次 数 最 低 的 和 多项式， 这 就 旦 所 米 的 极 小 多 项 式 . 
从 数 信 计算 号 虑 ， 这 不 蚌 -… 个 好 的 算法 ， 央 为 对 于 一 个 大 矩阵 ， 驱 厌 涉 到 分 解 其 特征 赂 项 
蕊 的 问题 ， 但 是 ， 对 于 手 算 一 些 形 式 简单 的 小 矩阵 的 极 小 多 项 式 ， 它 可 能 是 很 有 效 的 ， 


练习 设 4-| “| 求生 的 极 小 多 顶 式 9 


所 的 Jordan 标准 拱 和 A 的 极 小 多 项 式 之 间 有 着 密切 的 联系 ， 概 定 六 = SJS-! 是 刀 的 
jordan 标准 上 撒 ， 旦 先 假 定 


0 A 
只 荐 - -个 Jordan 据 ， 态 的 特征 多 项 式 是 (一 4"， 交 因为 如 果 下 nn， 则 (一 47 了 0， 所 以 极 小 
多 项 式 也 是 (1 一 4)"， 如 果 
J (a) 0 ] 
0 0)| 
其 中 如 宇 #:， 那 么 了 的 特征 多 项 式 仍 为 (1 一 A)"、 可 是 现在 (一 47)" 二 0， 并 且 没 且 较 低 的 绕 等 
于 零 ， 轩 此， 极 小 多 项 式 是 (1 一 A2”。， 如 果 有 更 多 的 了 块 ， 结果 是 相同 的 ，】 的 抠 小 多 项 式 是 
(一 4， 其 中 是 相应 十 的 最 太 Jordan 块 的 阶 数 ， 如 果 /是 一 般 的 Jordan 矩阵 ， 那 妈 极 小 
用 项 式 必 定 包 含 每 个 不 同 特征 值 六 的 ”个 因 式 (1 一 4,)" 二 -定居 相应 于 4, 的 最 大 Jordan 
块 的 阶 数 :没有 更 低 的 寡 可 以 零 化 相应 于 的 所 有 Jordan 顽 ”并且 也 不 需要 更 上 沿 的 短 ， 因 为 
相似 的 矩阵 有 相同 的 极 小 多 项 此 ,我 们 已 经 证 明了 下 述 定理 ， 


3.3.6 定理 设 AEM, 是 已 知 矩阵 ， 其 不 间 的 特征 值 古 和 2，…，xw。A4 的 极 小 多 项 式 是 


EE M,, 


ga [Te 4), C3, 3.7) 
1= | 
其 中 六 是 内 的 相 度 于 特征 值 4, 的 最 大 Jordan 块 的 阶 数 . 
实际 上 ， 这 个 结果 在 计算 极 小 多 项 式 时 不 是 很 有 用 的 ， 因 为 确定 一 个 扰 阵 的 Jordan 标准 
形 比 确 完 它 的 极 小 多 项 式 喝 礁 一 些 : 沈 凡 ， 只 要 知道 了 一 个 矩阵 的 诸 特征 依 ， 它 的 极 小 多 珊 式 


[Ee 
Hr 
< ， 
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可 以 通过 简单 的 试 污 法 来 确定 ， 不 过 ， 存 一 个 重要 的 理论 性 推论 .因为 一 个 年 阵 可 对 贡 化 ， 当 
且 仅 当 它 的 所 有 Jordan 上 有 阶 数 ]， 所 以 ， 在 (3. 3.7) 中 ， 可 对 角 化 的 一 个 必要 充分 条 件 呈 所 
有 7 二]. 
3.3.8 推论 ” 设 丰 是 己 知 和 矩阵 ， 它 的 不 同 的 转 征 值 是 4，2:，…，4。， 那 么 ， 克 可 对 角 化 ， 当 
且 仪 当 g(4) 一 0， 其 中 
qt) = FAD Mt Oo A) {3. 3. 9) 

在 确定 一 个 已 知 第 阵 脸 否 可 对 衣 北 时 这 个 准则 是 很 实用 的 ， 因 为 如 昌 知 道 一 个 已 知 拭 阵 
的 特征 值 ， 就 容易 写 出 多 项 式 (3. 3.9)，、 然 后 看 它 是 否 徐 化 A， 如 上 果 它 零 化 态 ， 它 - - 定 是 4 的 
极 小 多 项 式 . 因为 没有 亚 低 次 的 多 项 式 能 以 A 的 mm 个 不 同 的 特征 值 为 根 ， 拒 上 述 结果 用 下 述 
几 种 等 价 的 方式 来 表述 ， 有 时 很 有 用 . 


3.3.10 推论 设 4E 邮 是 已 知 矩阵 ， 下列 条 忻 中 的 每 一 个 都 是 A 可 对 角 化 的 必要 充分 条 件 : 

(a) 极 小 多 项 式 4q,(1) 有 不 辣 的 线性 因子 . 

Cb) git 四 的 每 个 根 有 备 数 1， 

Cc) 对 于 使 q4t1) 二 0 的 所 有 根 ， 导 数 93fD 天 0. 

对 于 已 知 矩阵 AE M,， 忆 经 讨论 了 米 一 个 零 化 4 的， 次 数 最 低 的 首 一 多 项 式 的 问题 ， 然 
让 ,甘于 它 的 道 癌 题 交 如 何 蜡 ?给 定 一 个 首 -多 项 式 

PE (3.3,11) 

在 在 个 给 阵 态 使 得 pt 是 其 极 小 多 项 式 凤 ? 如 果 有 ，A 的 阶 至 少 必须 为 n Xn 要求 这 样 -- 
个 年 阵 是 不 困难 的 ， 考察 矩阵 


0 Qu 
: 0 
1 0 : 
4 一 i : |€M,, (3. 3. 12) 
0 D0 一 和 
L | -a 


并 且 看 到 
el =¢e = A 
el 一 名， 
es = es = Aiel, 


Aes = tp, = Aiel, 


天 1 
Ae, 1 一 《一 A” eis 
Ae, =— dy 6- duets Hie TT dtl 
_ 1 2 
一 一 gr 和” ei dA ee Oo A Oe A 


= [A*— plA) le,. 


ple = (oe TaAe taAe Fta A ie} Are, 
[pitAy - Arle [A — piA}le 一 小 
另外、 对 每 个 二 1] 2, Rr pA)e 二 pAAe 一 At 1p(A)e 一 A 10 一 0， 因 为 村 每 个 
基 同 量 es 有 pt 和 es 一 0， 我 们 得 知 pt) 二 0， 因 此，£(2) 基 零 化 让 的 4 次 首 一 多 项 忒 ， 如 此 
存在 零 化 太 的 ， 和 里 有 较 低 次 数 nn 的 多 项 蕊 gq( 站 二 十 Bj 十 十 吉 t 十 扣 ， 那 和 

0= gtAYe = Arel tb, A ee t+ 十 Ael 十 二 el 

= ew tT hie tt behe = 0, 
它 推出 基 向 量 “与 基 问 址 me ，…，ew 线性 相关 ， 国 为 这 是 不 可 能 的 ， 由 此 得 出 p(1) 是 
零 化 4 的 ， 次 数 最 人 的 唯一 首 一 黎 项 式 ， 另 外 ， 因 为 疡 (站 有 次 数 zz，4EAM， 用 特征 多 项 式 
Pi 站 好 是 零 化 太 的 nn 次 首 一 多 项 式 ， 所 以 03, 3. 11) 必 须 星 (3. 3. 12) 的 特征 多 项 谍 . 


3.3.13 定 多 年 阵 (3. 3. 12) 称 为 多 项 式 (3.3. 1 的 友和 矩 阵 ， 
已 经 证 明了 下 述 定理 


3.4.14 定理 每 个 首 -多 项 式 既 是 它 的 友 算 阵 的 极 小 多 项 式 ， 嗓 是 共 特 征 儿 项 式 . 

梢 后 ， 我 们 将 提出 区 种 不 同 的 方法 来 确定 包 售 一 个 矩阵 的 诸 特 征 值 的 区 域 ， 因 为 一 个 才 硕 
式 的 零点 是 其 友和 矩阵 的 特征 值 ， 所 以 这 些 方法 可 以 用 来 估计 一 个 多 项 式 的 各 霉 点 ， 见 (5. 6) 节 ， 

如 果 AEM, 是 一 个 已 知 矩阵 ， 我 们 可 以 计算 其 特征 移 项 式 户 ,() 以 及 多项式 p10) 的 友 姑 
阵 (3. 3. 12)， 如 内 筷 相似 十 这 个 友人 滤 阵 ， 那 么 (因为 相似 的 捧 阵 有 相同 的 极 小 多 项 式 )， 由 
(3.3,1470 知 、 丰 的 极 小 多 项 式 g (7) 一 定 但 等 十 4 的 特征 多 欧式 p, (1)， 一 般 说 来 不 会 有 这 
种 情况 ， 林 过， 如 内 AE IM, 是 一 个 其 极 小 多 需 式 gatrz) 与 其 特征 多 项 式 p,(i) 恒 等 的 撼 阵 ， 必 
么 和 的 jordan 标准 形 -- 定 恰好 含有 每 个 不 同 的 特征 秆 的 一 个 Jordan 块 。 每 个 Jordan 块 的 阶 数 
等 于 作为 A 的 特征 ( 极 小 ) 多 项 式 的 一 个 零点 的 相应 特征 值 的 重 数 。 但 是 ， 多 项 式 p, 0) 的 友 休 
阵 的 Jordan 标准 睛 与 入 恰好 有 相同 的 Jordan 块 结构 ， 因 而 它 必 须 与 4 相似 ， 这 笑 论 证 就 是 下 
述 定理 的 - -个 证 明 . 


3.3.15 定理 生 阵 AE MM 相似 于 其 特征 多 项 式 的 友和 矩阵 ， 当 目 仅 当 A 的 极 小 儿 项 式 与 特征 多 
项 式 性 等 . 

练习 ”让 明 ，AE M, 相 伺 村 其 特征 多 项 式 的 友 关 阵 ， 当 才 仪 当 A 是非 减 次 彝 隆 ， 
习题 

1 设 4， PE 是 苦 鹤 矩阵 ,证明 ，4 与 8 相似 ， 当 且 仅 当 有 和 BB 有 相同 的 极 小 多 项 
式 ， 这 在 Mi 中 成 立 吗 ? 

2 假定 AE MM, 是 已 知 的 县 A 的 不 同 的 特征 值 h， 心 ，…，i 也 是 已 知 的 ， 试 用 
43. 3 6) 证 明 ， 极 小 多 项 式 (3.3.7} 可 以 用 下 述 算 法 来 确定 ， 对 每 个 i 一 1，2，…，m， 计算 
CA XT,k1 2， RR 设 7 是 使 rank(A4， 4.1)* 一 rank( 有 A 一 .1)*11 的 最 小 上 值 ， 这 个 数 
六 称 为 特征 秆 4, 的 指标 . 

3, 息 阵 AE M, 是 容 等 的 ， 如 果 启 一 A， 利 嵌 (3. 3, 10) 证 明 ， 每 个 容 等 算 阵 是 可 对 角 化 
的 ， 提 示 ; 试 证 站 “= 一 5- 册 ) 鹤 化 4，A 的 极 小 多 项 式 是 什么 ? 如果 刀 是 三 次 办 等 的 (A 一 


id3] 
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4)， 你 能 说 些 什么 ? 如 果 A 二 及 呢 7? 

4. 如 果 及 E MM,， 且 对 某 个 Rn， 有 A 二 0， 让 明 对 某 个 7 夸 n 有 六 "一 0， 因 此 ， 每 个 适 等 
算 阵 有 一 个 其 指数 不 大 于 该 答 阵 的 阶 数 的 等 于 零 的 里， 提示 ， 恕 江 pt 二 +* 零 化 AA， 想 -- 想 
(3,3.1) 关 于 极 小 名 项 式 是 怎么 说 的 ? 

5. 证 明 Gram-Schmidt 过 程 有 下 述 应 用 ， 屠 就是， 对 于 一 个 并 定 的 组 阵 态 E ML ， 上 既 不 圳 要 
知道 它 的 特征 多 项 式 吧 不 需要 知道 它 的 任何 特征 值 ， 也 可 以 直接 计算 4 的 极 小 和 多项式 - 

(a) 设 映射 十， AM -=C 定义 如 下 : 对 于 人生 一 下 €M,， 把 它 按 列 块 分 成 A 一 fay，as， +***， 
as]: 设 T(A) 表 示 C" 中 唯一 确定 的 向 量 ， 它 的 前 4 个 分 量 是 第 1 列 @ 的 各 个 和 分量 ， 它 的 十 1 
到 2 个 分 晤 是 第 2 列 的 各 个 分 量 ， 如 此 等 等 . 证 明 ， 这 个 映射 工 是 向 量 空间 Mr, 与 C" 间 的 同 
构 ( 线 性 的 、 一 对 ~- 的 和 到 上 的 》. 

(b) 考察 C" 中 的 诸 向 基 

本 一 TD 一 Ta 
其 中 有 =0，1，2.，…， 中 试用 Cayley- Hamilton 告 理 证 明 ，(m，m 和 昼 } 是 一 个 相关 组 ， 

(0 把 Gram-Schmidt 过 程 按 给 定 的 顺序 应 用 于 上 向 量 组 ta，m ，…，w! 直到 产生 第 一 个 零 
向 量 为 止 . 为 什么 一 定 会 得 到 一 个 零 向 量 ? 

(中 如 时 Gram-Schmidt 过 程 在 第 上 步 产生 第 一 个 零 向 量 ， 证 明 A -是 A 的 极 小 多 项 式 的 
次 数 . 

ej) 如果 Gram-Schmidt 过 程 产生 癌 量 wm 十 中 轨 十 …… 十 ww 一 0， 证 明 

Tw 二 十 六 4 二 人 0， 
由 此 得 出 ，g4 CD 二 Co 十 十 ga 牛 十 gj [十 gn) rmx 是 和 4 的 极 小 多 项 式 ， 为 什么 a 1 关 03 


i. 次 习题 5 中 算法 的 要 求 进行 计算 ,分 别 求 | 小 |， -| 和 |。 1 的 极 小 多 项 式 ， 


ro 1 0 
7. 考察 A=| | 和 8 | : 
BA 的 特征 多 项 式 足 相 同 的 ， 说 明 竺 征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 之 间 为 什么 存在 这 一 差别 。 


, |， 说明 AB 各 BA 的 极 小 多 项 式 不 一 定 相同 ， 但 AB 和 和 


8. 设 AEM, i 一 1，2，*…, 且 二 92 表 汰 每 个 二 的 极 小 多 项 式 ， 证 曲直 和 
| 0 
A 
AA 二 
[0 A 


的 极 小 多 项 式 是 @ 000， 和 00，… 对 (的 最 小 公 倍 式 . 这 个 唯一 的 ， 次 数 最 低 的 首 -- 多 项 式 
可 被 每 个 4. ( 除 尽 . 注意 ,上述 论证 给 出 了 引 理 人 1, 4, 10) 的 一 个 不 同 的 证 明 . 

9， 如 果 4E MM 的 特征 多 项 式 pa 一己 一 40504+ 6)? 和 极 小 多 项 式 ga (二 (1 一 4 (十 
6)， 那 么 4 前 Jordan 标准 形 是 什么 ? 

190. 外 直接 计算 证 明 ， 儿 项 式 (3. 3. 11) 是 友 卸 阵 (3, 3. 12) 的 特征 多 项 式 ， 提 示 : 利用 余子 
式 计算 行列 式 . 
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11， 有 了 时 ， 包 项 式 (3, 3, 11) 的 友和 矩阵 定义 为 


a a 
国 0 | 。 0 
] 本 或 : 、， ，， 
0 本 | 0 0 1 
. 1 0 | 
证 明 ， 这 两 个 矩阵 与 (3, 3. 12) 有 机 局 的 性 质 ，(3. 3. 11) 既 是 该 算 阵 的 极 小 多 项 式 ， 又 足 它 的 特 


征 多 项 式 . 

12, 说 明 ， 不 存在 其 极 小 多 项 卡 为 * :1 的 3X3 实 什 阵 ， 但 是 存在 其 有 这 --- 性 质 的 一 个 
2X2 实 年 阵 及 一 个 3X3 复 算 阵 ， 提 示 : 利用 (3, 3, 4). 

13. 虽然 相似 的 矩阵 有 相同 的 特征 多 项 式 和 极 小 多项式 ， 说 明 4 阶 或 更 高 阶 的 两 个 矩阵 可 


能 有 相同 的 极 小 多项式 和 特征 多 项 式 而 它们 椒 相 似 ， 提 示 : 蕉 虚 
rm 100 Pr 1:0 0; 
[0 0.0 0 I0 O00 0 
i | 
0 0:0 1 0 00 0 
0 0 0 0 0 00 0 


说 明 4 是 这 种 情况 可 能 出 现 的 最 低 阶 数 . 

14, 如 果 外，BEA4, 是 相似 的 ， 而 p( 四 是 个 多 项 式 ， 那 么 pA 二 0 当 且 仅 当 p(BY 一 0. 
试用 前 一 个 习题 移 例 于 说 明 ， 妈 使 六 与 B 不 相似 ，p(34) 一 0 当日 仅 当 p(B)=0 也 可 能 对 每 个 
多 项 式 pt2) 城 立 ， 为 什么 会 出 现 这 种 情形 ? 

15, 设 六 EE 有 4, 是 已 知 短 隆 ， 且 设 PCA}= {p(tA)y， pli) 是 一 个 多 项 式 ;， 说 明 P(A) 是 ML, 
的 子 空间 ， 且 它 还 是 M, 的 也 代数 [PCA) 在 乘法 下 封闭 ]， 证 明 PA) 的 维 数 是 A 的 极 小 多 项 式 
的 次 数 . 

16, 如 果 4，BE M, 有 相同 的 特征 多 项 式 和 相同 的 极 小 多 项 式 ， 且 它们 的 极 小 多 项 式 与 它 
们 的 特征 多 项 式 柑 同 证明 AA 与 B 相似 ， 肯 利用 这 个 事实 证 明 ， 关 于 习题 9 中 所 提 到 的 友 矩 
阵 的 其 他 各 种 形式 都 相似 于 (3. 3, 12). 


3.4 其 他 标准 形 和 分 解 


除了 Jordan 标准 展 以 外 ， 还 有 几 种 其 他 的 证 阵 分 解 ， 它 们 可 以 用 于 各 种 不 同 的 情形 . 

当 从 阵 太 只 有 实 元 素 时 ， 首 先 考虑 Jordan 标准 撒 (3. 1. 12) 的 一 个 变形 。 这 时 ， 所 有 的 非 
实 特 征 值 必须 成 此 二 对 出 现 ， 此 外 ， 如 果 A 是 实 的 ， 那 么 rank (A 一 41)* 二 rank (有 二 Ay: 二 
rank(A 一 4D" 对 所 有 4 EC 和 所 有 下 一 1，2，… 成 立 ， 央 而 ， 相应 于 任 - :特征 盾 1 的 诸 Jordan 
块 的 结构 气相 应 共 四 特征 值 % 的 诸 Jordan 块 的 结构 相同 . 因此 ， 相 应 于 各 非 实 特征 值 的 所 有 
阶 数 的 全 体 jordan 块 (不 促 仅 是 1X1 子 块 ) 成 相同 阶 数 的 共 罗 对 出 现 . 

例如 ， 如 果 4 是 实生 阵 4 的 一 个 非 实 特 征 值 ， 日 J 20) 以 某 个 确定 的 重 数 出 现在 A 的 
Jordan 标准 形 中 ， 那 么 卢 册 也 必须 以 相同 的 重 数 出 现 ， 分 鼎 征 阵 


108 种 3 阐 


A 1:0 0 
i ? 上 = " A ee 0 (3. 4.1) 
0 2A) 0 0:a4 1 
0 OU A 
(变换 共 第 2， 第 3 行 和 和 列 ) 置 换 相 似 于 
la 0:1 0 
I0 3.0 | pow 1 1 
ooa0 Lo Dj 
0 .0.0 4 
其 中 
0 
一 —- AT ， ! 一 NM, 
onl emaie 
一 般 地 ， 任 一 形 如 
0 
MW EE Mo, (3. 4..2)} 
0 A) 
的 怎 阵 都 痪 换 相 似 于 分 块 算 阵 
ID 1 0 
DG) 1 
E AT 
0 [ 
DO 
其 中 主 对 角 线 上 有 下 个 子 据 DD(4)， 而 在 上 对 角 线 二 有 一 1 个 2X2 单位 矩阵 
up 
SDeays 1 一 | = Clab), (3, 卫 ， 3) 
—p a 


其 中 4=atib, a, bER， 有 as-| ， _ 办 此， 和 鲜 个 具有 非 实 的 共 狗 2X2 Jordan 块 的 


rs 0 
子 块 (3， + 经 | 。 。 | 相似 于 一 个 其 有 形 次 
rT a 1 0] 
ai 0 1 roa,b) 了 ] 
0 0: 2 0 Clasb) 
0 0 一 二 a. 


的 1X4 实 分 块 害 阵 ，- - 般 地 ， 每 个 具有 三 实 4 的 此 因 二 XAJordan 块 子 和 对 53. 和 2 相似 于 具有 
ab) 1 0 


, Cua,h) ， 
Cash) 一 (3. 1..1) 


0 Ce | 
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的 2X2 实 分 抉 和 矩阵， 这 些 论述 早出 了 实 Jordan 标准 形 . 


3.4.5 定理 ”每 个 实 惩 阵 AE MM 《R} 相 似 于 具有 形状 
fC Ca sh) 


Co (as sha) 0 


Cs (pbs) (3.4. 6) 


J Ar) 
的 分 卖 对 角 实 短 阵 其中， 对 于 衣 二 1，2 加 一 di 十 油 : 是 非 实 特征 信 ，a 和 5 是 实数 ， 
而 1，…' 和 是 和 的 实 特征 值 ， 钳 个 实 分 块 二 角 抢 阵 CCar，5) EM 具有 形状 (3.4.4)， 且 
对 应 于 入 的 Jordan 标准 形 (3.1,.123? 中 其 有 非 实力 的 一 对 其 罗 Jordan 据 JI，J Gi) EE 
M (3 二 5) 中 的 实 Jordan 块 ,04) 谷 好 是 (3.1.12) 中 具有 实 的 Jordan 块 ， 

我 们 已 经 从 一 个 实 算 阵 的 一 般 ( 复 )Jordan 标准 形 (3.1.12) 扒 导出 它 的 实 Jordan 标准 形 . 
这 样 处 理 的 优点 是 ， 它 正好 说 明 实 子 块 CCart，54) 的 阶 数 和 个 数 与 4 的 复 Jordan 块 结 构 是 什 
么 关系 ， 但 是 这 样 姓 理 的 缺点 是 ， 把 4 变换 成 (3.4, 6 的 相似 宛 阵 可 以 选取 实 和 矩阵 这 个 事实 是 
不 明显 的 ， 

事实 上 ， 如 果 4 是 实 矩 阵 ， 那 么 总 有 一 个 非 奇 异 的 实 抢 阵 S， 使 得 5S-!1AS 成 为 实 jordan 
形 (3.4.6)， 可 以 道 过 下 述 -个 步骤 来 证 明 这 一 事实 ， 这 些 步骤 正 是 在 (3. 上) 中 的 Jordan 标准 
形 定理 的 证 明 中 所 采用 的 . 首先 ， 用 Schur 三 角 化 定理 的 实 形式 (2, 3. 4) 代 替 复 形式 (2. 3.11)， 
在 第 二 步 和 第 三 步 ， 可 以 模仿 在 复 情形 下 的 论述 ， 说 明 在 每 个 步 又 都 可 以 采用 实 相似 ， 最 终 将 
实 形式 (2. 3.4) 化 简 成 变形 的 清二 角子 块 或 渚 Jordan 对 角子 块 的 一 个 直 和 ， 苏 中 ， 主 对 角 线 
上 可 能 有 形 如 (3. 4. 3) 的 2X2 实 子 块 Cla, 六 ). 

复 Jordan 标准 形 (3.1.12) 是 渚 上 三 角 和 矩阵 的 - :个 下 和 ， 而 实 Jordan 形 (3.4.6) 是 诸 
Hessenberg 什 阵 或 “近乎 上 三 负 ” 人 矩阵 的 … 个 直 和 ， 这 是 因为 每 个 实 2x2 子 块 Ca, 加 在 主 对 
角 线 下 在 -- 个 元 素 . 

我 们 也 能 提出 其 他 的 标准 形 ， 它们 蚌 一 些 友 帘 阵 的 志和 .这 种 形式 对 复 拭 阵 有 一 定 的 要 
求 ， 但 也有 以 下 优点 ， 它 们 适用 于 不 同 于 人 的 域 ， 而 Jordan 标准 形 对 这 样 的 域 却 无 能 为 力 ， 

设 AE€ M, 是 .个 已 知 抢 阵 ， 且 它 的 Jordan 标准 形 是 (3. 1. 12)， 把 相应 于 每 个 不 同 的 特征 
值 的 所 有 Jordan 块 组 合 企 - -起 .从 每 一 给 中 选 一 个 最 大 阶 数 的 jordan 抉 、 并 把 它 从 该 组 中 有 取 
出 ， 设 8 表示 所 有 这 些 取 出 的 子 块 的 直 和 .入 有 多少 不 同 的 特征 值 、 那 么 3 中 将 有 名 少 个 直 
加 定 阵 ， 现 在 从 每 一 组 所 祭 下 前 子 块 中 选 一 个 最 大 阶 数 的 Jordan 块 ， 且 把 它 从 该 组 下 取出 ， 
斌 应 表示 质 有 这 些 千 映 的 直 和 ，B; 中 直 加 年 阵 的 个 数 可 能 少 于 B, ， 因 为 革 个 子 执 可 能 已 是 
空 集 ; 即 A 的 茶 个 特征 仿 可 能 只 有 一 个 相应 于 它 的 Jordan 块 ， 继 续 作 直 和 B,， B,, B,, *, 
5B,.， 直 到 所 有 Jordan 块 组 部 成 为 空 集 ，B, 的 阶 数 是 单调 不 增 的 ， 于 是 Bi 外 应 四 … 四 呈 咒 换 
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相似 于 坚 的 诛 Jordan 形 (3.1. 12). 

下 于 已 作出 的 各 个 直 和 B; 是 按 上 述 方 式 构造 出 来 的 ， 所 以 每 个 Bi 的 极 小 多 项 式 与 特征 多 
项 式 嘴 相同 的 ， 事 实 上 ，3 的 特征 ( 极 小 ) 多 项 成 恰好 是 A 的 极 小 多 项 式 ， 央 此 ， 根据 
(3.3. 15)， 每 个 B: 相似 十 它 的 特征 ( 极 小 ) 多 项 式 的 友 短 阵 . 

短 阵 B; 的 特征 ( 极 小 ) 多 项 式 称 为 和 的 不 变 因 式 f; (1)， 社 意 ,， 它们 的 次 数 是 单调 不 增 的 ， 
且 每 个 t(D 除 尽 六 人 1，2，……，5 -1， 第 一 个 不 变 因 式 有 (二 gu (4) 是 A 的 极 小 多 
项 成 ， 且 所 有 不 变 因 式 的 习 积 是 4 的 特征 多项式 、 诸 不 谈 因 式 按 --… 种 确定 的 方式 由 A 的 
Jordan 决 结构 所 确定 ， 而 4 的 Jordan 块 结构 被 A 的 名 特征 值 , 大 (4 一 2 刀 的 寡 的 秩序 列 所 确 
定 . 内 此 ， 相 做 的 托 阵 将 有 相同 的 不 变 因 式 ， 又 因为 不 变 内 式 也 确定 A 的 Jordan 块 铺 构 ， 所 
以 ， 具 有 相间 的 不 变 因 式 的 黄 个 算 阵 必定 相似 ， 因 此 一 个 矩阵 的 不 这 因 式 序列 ( 它 包 括 极 小 多 
项 共用 确定 特征 狗 项 式 ) 是 多 项 式 相似 不 变量 完全 全 : 两 个 矩阵 4，BE M, 相似 ， 当 且 仅 当 它 
们 的 各 个 不 变 因 式 是 便 等 的 ， 

为 一 种 措 述 4 的 不 点 因 式 的 方式 是 定义 六 (二 一 0% 一 A) 为 A 的 极 小 多 项 式 . 
首先 4 的 Jordan 标准 形 中 去 控 相应 于 f; (站 的 每 个 因 式 (1- 4.0 的 一 个 Jordan 块 * 这 些 正 昆 构 
成 总 的 诸 Jordan 块 )， 且 设 了 (一 (一 35-…(1 一 42)m 是 余下 的 Jordan 形 的 极 小 多 项 式 ， 之 
后 丸 去 掉 相 应 于 每 个 因 式 (1 一 4.)" 的 一 个 于 抉 , 且 没 方 (六 是 余下 的 Jordan 形 的 极 小 多 项 起 ， 
等 等 ， 诸 不 变 因 式 六 ( 间 正好 是 一 系列 被 卜 缩 的 第 阵 的 极 小 多 项 式 ， 存 每 一 步 都 要 从 被 压 交 的 
惩 阵 中 去 掉 基 些 Jordan 睦 ， 

刑 不 合 因 式 米 刻 划 相似 第 阵 在 理论 上 是 受 欢迎 的 ， 这 是 央 为 它 清楚 地 说 晶 为 什么 极 小 铬 项 
忒 和 特征 包 项 式 一 般 不 足以 判别 相似 性 ,但 是 它 实际 上 没有 把 任何 内 容 加 到 已 经 知道 的 准则 
里 : 两 个 扼 阵 相似 ， 当 且 仅 当 它 们 的 Jordan 标准 形 是 相隔 的 . 

男方 而 ,这样 的 描述 可 导出 A 的 一 个 新 的 标准 形 ， 称 之 为 有 理 形 ， 这 是 因为 只 需 对 和 矩 
阵 二 的 诸 元 素 施 以 有 理 和 运算 便 可 算 骨 它 的 各 个 不 变 因 式 . 


3.4.7 定理 每 个 窃 阵 AE M, 相似 十 它 的 各 不 变 央 式 的 友 征 阵 的 齐 和 和. 

因为 已经 有 了 Jordan 标准 形 ， 复 矩阵 的 有 理 撒 (3.4.7) 似 和 平 就 没有 什么 用 处 了 ， 引 进 了 它 
的 理由 是 ， 它 的 男 一 种 形式 在 任意 域 上 成 立 ， 不 只 限于 复数 域 ， 域 上 的 尾 一 矩阵 在 下 上 相似 
十 它 的 各 不 变 因 式 的 友 短 阵 的 直 和 ， 这 些 不 变 因 式 是 系数 起 自 的 唯一 确定 的 多 项 式 ， 我 们 对 
实数 域 来 说 明 这 一 事实 . 

如 果 AAEMCR) 是 已 知 实 矩 阵 ， 那么 及 (可 能 经 一 个 复 相 似 变 换 } 相 似 十 寺 和 BBB dD 
中 下 ， 拓 这 个 次 序 ， 它 相似 十 它 的 不 变 央 式 (项 B 的 特征 和 多项式，& 一 1，… ,jj 的 友和 矩阵 的 一 
个 让 和 - 访 的 相应 寺 非 实 特 征 值 的 诸 Jordan 块 必须 成 其 卉 对 出 规 ， 如 果 相 应 于 一 个 非 实 特征 
值 的 一 个 子 块 小 现 在 任 一 BB 中 ， 那 么 它 的 共 示 也 一 个 出 现在 同一 个 Bi 中 ， 天 一 1，-…， 于 
是 ,每 个 B, 有 个 实 特 征 多 项 式 ， 且 由 (3. 4.7) 所 确定 的 形式 是 一 个 实 算 阵 ， 实 姑 阵 上 有理 形 的 
这 个 形式 实际 上 可 经 一 个 实 相似 得 到 ， 我 们 略 去 了 它 的 证 明 . 

3.48 定理 每 个 实 促 阵 4E M,(R) 存 R 上 相似 于 实 首 一 多 项 式 p(0)，ps (1)…p,( 由 的 友 生 阵 
的 一 个 直 和 ， 其 中 全 个 志 ..( 让 除 是 pC， 二 1，2， 1， 多 项 起 和 (0 是 上 在 了 上 的 极 
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小 多 项 式 ， 乘 积 名 (… 记 (是 生 的 特征 密 项 式 ， 月 每 个 六 的 是 4 在 及 上 上 的 一 个 不 变 因 式 . 多 
项 式 户 ( 六 是 唯一 确定 的 ， 内 而 及 上 的 两 个 实 符 阵 柏 似 ， 当 且 公 当 它们 有 相同 的 不 变 因 式 . 

我 们 着 重 指出 ， 相 条 形 式 的 定理 在 有 埋 数 域 忠 或 任 一 其 他 域 上 也 成 立 ， 之 所 以 得 有 理 形 
这 个 名 称 ， 其 原 央 椒 外 平 是 ， 将 矩阵 号 E 邮 F) 作 成 所 述 形式 一 般 下 以 对 和 在 F 中 的 元 素 作 有 
限 多 次 有 理 计算 来 完成 ， 因 此 ， 如 果 卫 是 有 理 数 域 ， 只 需 采 用 具有 有 理 元 束 的 相似 矩阵 和 有 理 
系数 多 项 式 ， 

一 个 涉及 友和 矩阵 的 不 同 标准 形 也 可 以 由 Jordan 标准 形 (3. 1. 12) 锥 导出 来 注意 到 每 个 单 
独 的 Jordan 抉 有 性 质 : 它 的 极 小 多 项 式 和 特征 多 项 式 是 相同 的 ， 手 是 每 个 Jordan 块 J。 (4 ) 相 
粘 寺 它 的 特征 多 项 式 (一 % 和 六 的 友 和 矩阵， 因此， 整个 Jordan 标准 形 相 似 于 这 些 多 项 式 (1 一 4.)" 
的 友和 矩阵 的 一 个 直 和 ;这些 多 项 式 称 为 4 的 初等 因子 ， 值 得 指出 的 是 ， 用 这 种 方式 分 解 A 时 
的 直 加 矩阵 的 个 数 比 分 解 A 为 有 理 形 时 要 名; 每 个 不 变 因 式 可 能 提供 包 个 初等 内 子 ，A 的 所 
有 初等 内 子 的 乘积 是 人 的 特征 多 项 式 . 

如 果 4E MCR)， 则 在 C 上 计算 它 的 Jordan 形 和 初等 因子 时 要 注意 到 它们 必须 成 共 轿 对 
出 现 。 如果 将 子 直 也 (和 ) 和 .4) 组 合成 一 个 下 和 ， 所 得 色 的 子 鼎 有 实 多 项 起 (1 一 和 "(一 0)" 
作为 它 的 特征 多 项 式 和 极 小 多 项 式 ， 因 而 它 相 似 于 [一 (2ReA)1 十 | | ?的 实 友 上 矩阵， 后 一 
个 多 项 式 是 A 的 一 个 实 初等 肉 子 。 实 线性 因子 的 曙 也 可 以 作为 A 的 每 个 实 特征 值 的 初等 因子 
而 出 现 . 

为 了 避免 混淆 ， 通 常 将 与 初等 因 弛 相关 联 的 标准 形 称 为 有 理 标 准 形 . 


3.4.9 定理 ”每 个 算 阵 4E MOR) 在 及 上 相似 于 它 的 各 ( 实 ) 初 等 因子 的 友 第 阵 的 直 和 . 

相同 形式 的 结论 在 任 一 域 了 上 也 成 立 ; 每 个 4E ME) 在 上 也 相似 于 它 的 各 初等 因子 的 
友 矩 阵 的 直 和 ， 且 这 些 初等 因子 是 系数 让 自 下 的 才 项 式 ， 

例如 ， 考 察 筷 阵 


全 


旧 设 和 A=A 由 ADBADADAIEM, 那么 六 在 RR 上 的 有 理 标准 撕 是 4 一 4 四 4 个 4; 引 4 四 
[4 四 [4， 寺 者 等 因子 为 -1， 人 一 2 ， 下 十 8， 19。，x 一 4 xz 一 4 在 C 上 ,4 的 有 理 标 
准 形 是 4 申 4 四 6 门 旨 [ 3 四 1 一 3 缮 由 [所 后 [ 雪 ， 且 初等 因子 为 z 一 1，(z 一 1 ，z 一 3 
了 一 3 十 21， 了 十 5 一 4 7 一 4 站 在 及 上 的 有 理 形 是 (4; 外 4; 四 4;G[d] 的 友 虐 阵 ) 四 (4， 
是 上 4] 的 友和 矩阵 )， 且 不 变 因 式 是 
D0 DO 2 二) 和 f(D) = (+) 4). 

在 C 上 ,A 和 4 的 有 理 形 是 (41 狼 A 和 ;外 [3 让 四 [一 3iDL4j 的 友和 矩 阵 ) 甸 (3 门 龟 [ 一 3 让 名 [4]) 的 友 短 
阵 )， 上 应 注意 的 有 是， 不论 把 4 看 成 是 M。(R) 中 的 ， 还 是 MCC) 中 的 矩阵 ， 这 两 个 直 加 矩阵 以 及 
不 变 因 式 都 相同 ， 这 对 于 有 理 标准 形 及 其 初等 因子 是 不 成 立 的 ， 见 本 节 末 的 习题 2 和 3， 

在 本 节 的 其 他 地 方 ， 基 本 上 不 采用 实 Jordan 形 、 有 理 形 、 有 理 标准 形 、 不 变 因 式 或 初等 
内 于 ， 在 这 里 讨论 它们 ， 仅 是 因为 它们 在 历史 上 的 重要 作用 ， 同 时 还 因为 在 不同 于 C 的 域 上 作 
低 阵 分 析 时 ， 它 们 是 必 不 下 少 的 . 
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还 有 许多 其 他 有 用 的 标准 形 和 年 阵 分 解 ， 

(a) 极 分 解 : 每 个 AE M, 可 以 写成 4= PIT， 其 中 4E M, 是 与 A 有 相同 秩 的 半 正 定 矩 降 ， 
而 UE IM, 尾 西 矩阵， 外 07. 3.3)， 每 个 非 奇异 拖 阵 AEM, 也 可 以 写成 太 =GQ， 其 中 ，GE MM 
是 ( 复 ) 对 称 矩 阵 (G 二 G )， 且 QE M, 是 复 正 交 和 矩阵 (QQ =， 

(b) 奇异 值 分 解 ， 每 个 AE M, 本 以 写成 和 A 二 VEW'， 其中, V， WWE M, 是 亚 价 阵 , 而 号 
E M, 蚌 具 有 韭 负 主 对 角 元 的 对 角 算 了 泗 ， 且 5 的 秩 与 4 的 秩 相 同 ， 见 (7. 3.5)， 

(c) 王 角 分 解 ， 每 个 AE iM 村 以 写成 A 二 URU” ， 其 中 ,UE M, 是 西 盾 阵 ， 而 RE M, 是 
上 三 角 汗 阵 ， 每 个 实 秆 阵 AE M,(R) 可 以 写成 A 二 QRQT， 其 中 QE M,(R}) 是 正 交 炬 阵 ， 激 民 
MR 是 具有 一 个 特殊 结构 的 上 Hessenberg 矩阵 ， 见 {2. 3. 5), 

(d) 每 个 Hermite 矩阵 AE M, 可 以 写成 4 一 SI(A)S: ， 其 中 ，SE M, 是 非 奇 异 年 阵 ， 而 
1A)EM, 基 以 十 1， 一 1， 或 0 为 主 对 角 元 的 对 角 抢 阵 ， 在 FA) 中， 元素 十 1( 一 1) 的 个 数 与 和 
的 正 〈 负 ) 特 征 值 的 个 数 昨 相同 的 ; 0 元 的 个 数 等 于 mrank A、， 风 (4. 5. 8)， 

(e) 每 个 正规 矩阵 AE M, 本 以 写成 A 二 UAU"* ， 其 中 UEM, 是 西 炬 阵 ， 而 AE M, 是 其 主 
对 角 元 为 4 的 各 特征 值 的 对 角 扼 阵 ， 每 个 实 正 抑 阵 AE M,CR) 可 以 写成 A 二 QDQT7， 其 中 QE 
MR} 是 正 交 和 矩阵， 而 DE M,(R) 是 具有 一 .个 特殊 结 徇 的 分 块 对 角 定 阵 ， 见 (2. 5. 8)， 

(有 每 个 使 得 4 二 A" 的 年 阵 六 € M, 可 以 写成 4=SK(4)ST， 其 中 ，SE M, 有 是非 奇异 矩 
阵 ， 而 天 CA)EM, 是 主 对 角 元 为 11 或 6， 二 其 秩 等 于 A 的 秋 的 对 角 和 矩阵 ， 兄 (4. 5. 12)， 

Cg) 每 个 使 得 A=AT 的 矩阵 站 可 以 写成 A=USU， 其 中 ，USM, 星 西 短 阵 ， 而 三 是 其 有 
非 负 主 对 角 元 的 对 角 撼 阵 ，3 的 秩 等 于 4 的 秩 ， 见 (4. 4. 4)， 

(h) 等 个 西 算 阵 DTE M, 可 以 写成 = 人 =， 而 每 个 ( 复 ) 正 交 竹 阵 PE M, 可 以 写 战 P= 
Qe” ， 其 中 国 ，E，FE M,(R)， QQ 是 实 正 交 引 阵 (QQ7=1) ， 下 是 实 对 称 知 阵 (E 二 ET)， 自 下 
是 实 斜 对 称 知 阵 (F= 一 F7). 

人 每 个 抵 阵 AE 2M, 可 以 写成 A 一 SUSUTS 1， 其 中 SS 是 站 奇异 审 阵 ， 世 是 阿 矩 阵 ， 而 卫 
起 具 有 非 鱼 主 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 ， 抱 (人 4. 10) 


1 下 
所 8 b ] 
] - COS 81H 
| sin COM 辐 


不 RR 和 C 上 计算 它们 的 概 小 多 项 式 ， 特征 多 项 式 、 不 变 轩 式 ， 初 等 因子， 有 埋 形 各 理 标 
准 形 . 

2. 设 AE MCR)， 假定 90D 是 入 在 RR 上 的 楼 小 多 项 式 ， 而 f(0) 蚌 由 在 CG 上 的 极 小 多 项 趟 . 
为 什么 A 的 次 数 去 90D 的 次 数 ? 为 什么 关门 一 定 除 尽 43 假定 f(D) 二) 十 jp) 
其 中 产 (和 疡 (0 有 实 系 数 ， 试 证 A 一 g(i)， 为 什么 pi CA) 二 志 (A) 二 03 

3 试用 定 埋 (3. 二 7) 让 明 ， 如 果 A，BE MF)， 上 HF 基 忆 的 一 个 于 域 (例如 F=R 或 0)， 
那么 4 与 BB 在 上 相似 ， 当 月 仅 当 它们 在 C 虐 相似 提示 : 试 证 A 在 F 上 的 有 理 形 与 入 存 C 
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上 的 有 理 形 是 相同 的 ， 划 对 于 B 也 有 类 似 的 结果 .这 一 结论 是 如 何 推广 习题 2 的 ? 
4 没 AEM.(R)， 有 假定 点 二 --1， 证 明 , 必须 是 偶数 ， 有 是 有 一 个 非 奇异 实 短 阵 SE 


M,, 使 得 
0 一 了 
和 | iAS 一 | | 
了 0 


其 中 每 个 单位 年 阵 TE Ms， 

进一步 阅读 本 节 所 论述 的 有 建 标准 形 是 十 分 经 典 的 ， 其 更 详细 的 论述 可 以 在 [HKuj 中 
找到 .在 一 段 时 间 里 ， 实 Jordan 标准 形 也 为 从 事 年 阵 理论 研究 的 人 所 熟知 ,但 有 关 它 的 文献 
涉 多 见 ， 例 和 如， 关于 实 jordan 形 的 论述 可 在 [Kow] 中 找到 ， 关于 其 元 素 有 是 有 理 数 或 整数 的 抑 
阵 的 标准 形 的 讨论 可 见 [New |， 关 十 特殊 标准 形 的 更 为 详细 的 讨论 可 见 LGan]，vol，2， 
1Gant] 和 [DBJ]. 


3.5 三 角 分 解 


如 果 线 性 方程 组 4r= 如 有 一 个 非 奇异 三 角 (0.9. 3) 系 数 矩 阵 AE AM， 那么 计算 它 的 唯一 解 
2 是 杠 当 容易 的 . 例如， 如 果 4 是 上 二 和 角 纯 阵 


_0 ei 
表 和 又 det 和 eg 洋 0， 然后 利用 后 向 替换 : dm kn 确定 让 性 Tn yy :十 ds 1 
Bb， 1 是 售 一 个 未 知 笋 的 方程 ， 它 确定 zx,. ,1 ; 一 般 ， 方程 组 


Vaz, 一 上 一 


中 的 每 一 个 是 含 一 个 未 知 数 的 方程 (只 要 ri ，…， 心 已 被 确定 ) ， 它 确定 r 
练习 设 和 EM 是 非 奇 异 上 二 角 迄 阵 ， 如 果 采 用 后 向 替换 ， 试 算出 解 4r 一 5 所 必需 的 纯 
练习 ”如果 4E 朵 , 是 非 奇 异 下 三 角 和 矩阵 ， 写 出 作为 Ar 一 的 -个 解法 的 前 向 孝 氢 ， 
设 AE M, 是非 奇 皇 矩 阵 ， 但 不 是 一 角 第 阵 ， 应 指出 的 是 ， 如 果 4 是 几 形 如 
A=LU 
的 分 解 形式 给 出 的 ， 上 其中, 工 是 下 三 角 和 矩阵 ， 苛 是 上 三 角 和 矩阵 ， 那 么 解 出 4 一 大 放 以 说 是 很 
简便 的 ， 
练习 垦 果 4= 工 已 如 土 所 述 且 非 奇异 ， 证 明 , 工 和 者 必须 是 非 栖 异 的 ， 央 而 必须 有 非 
零 对 角 元 . 
为 子 解 4zr-s0， 订 以 先 用 前 向 替换 解 
Ly = hp, 
然后 用 后 向 替换 解 
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Ur 一 + 
且 质 需 计 算 其 只 是 系 数 矩 阵 为 简单 的 三 角 和 矩阵 时 的 两 倍 ， 因 此 ， 如 果 得 到 分 解 LU 所 需 计算 量 
不 太 大 ， 那 么 这 种 分 解 对 解 线性 方程 组 是 有 用 的 ， 在 这 里 投 述 它们 也 是 适 宜 的 ， 峙 为 它们 的 形 
式 特 殊 ， 而 把 一 个 矩阵 分 解 成 这 种 形式 可 以 不 用 特征 值 ， 而 是 利用 线性 方程 组 . 


3.5.1 引 于 假定 AE AM, 可 以 写成 
A=ILU, 


其 中 LEM, 是 下 三 角 第 阵 ， 而 UEM, 是 上 三 角 垂 阵 ， 对 和 任 一 分 块 形式 


4 [人 "| [一 | |] v=[ | 
A A La ze 0 Le 


其 中 A 工 1 UE MM sn， 我们 有 
LuUy 三 Au， 
LuU,, = A LaUy < An, 
是 
LU 十 Lss Uy 一 A 
特别 是 ， 和 忌 的 左上 仙子 块 一 定 构 成 4 的 相应 于 块 的 一 个 同型 的 分 解 ， 
练习 用 分 块 乘法 运算 验证 (3. 5. 1)， 


3.5.2 定理 人 航 定 4E M,， 且 rank 4 一 ， 如 果 
det 由 CT， 了 一 
耶 么 4 可 以 分 解 成 
六 一 工 U， 

其 中 ，LE M, 是 下 = 角 和 矩阵 ，UE LM 是 上 三 角 和 矩阵 ， 并 强 可 以 适当 选择 分 解 使 得 上 或 U 是非 
奇异 的 ; 上 和 U 都 可 以 选取 非 奇 异 矩 阵 ， 当 月 公 当 上 二 xn， 基 当 且 仅 当 4 是 非 奇 异 的 . 

证 明 : 首先 证 明 ， 在 关 十 前 主子 式 的 假设 条 件 下 ，4C11，…， 天 站 可 以 分 解 成 过 (11，…， 
ADUC …，&))， 且 它们 都 是 非 奇 异 的 ， 能 够 逐个 地 求 出 工 和 的 各 相关 元 素 ， 设 工 一 
[i ] 且 U=[wj. 令 届 一 1 月 令 鹿 二 wj i 二 1，…， 大 求 出 


= 


fu 
继 绾 做 下 去 ， 令 ts 一] 用 令 ts un dds i 二 2, "yy k， 求 出 


21 dal LA 
Hi 一 1 
了 全 


骨 继 续 下 去 ， 依 次 没 U 的 各 对 角 元 为 1， 然后 求 出 上 41，…， 素 ) ?的 下 - 列 和 UC{l， +， 上})) 
的 下 一 行 ， 每 次 痢 有 一 个 会 一 个 未 知 数 的 方程 需要 求解 ， 因 为 每 个 4 不 为 零 [ 因 为 根据 
3.5.17， det LO 2 Xdet DC 让) 二 det AC{1l1，…， 让 )]， 所 以 这 个 方程 特 是 
可 解 的 .这 就 完成 了 AC{1，… ,不 )) 的 分 解 . 

将 4 如 (人 (35 1) 中 那 伴 分 坎 ， 因 为 rank A= 上 上 =rank Au， 由 此 可 知 LA, A:] 的 各 行 是 
[AiiAiz | 的 诸 行 的 唯一 线性 组 合 ， 即 对 每 个 叭 -确定 的 BE M，,，， 有 


了 王 33 电 ， 
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An = BA 和 Az = BAls. 
现在 将 窝 求 的 工 各 同样 如 (3.5.1) 中 那样 分 据 ， 注意 到 非 奇 异 的 工 , 和 Ui 已 被 确定 ， 于 是 可 
以 用 (3.5, 1) 发 出 
Us =LiA 和 La = AuUi. 
然后 求 出 
Aw= Eat aU = A Un Li 十 LU = BA A A + Lzsl),s 

= A 二 LeaUs, 

为 了 完成 分 解 ， 必 需 谭 且 只 需 


LaU,, = 0. 
例如 ， 可 以 选取 1s( 相 应 地 ， Uy) 六 -中 的 任 一 非 奇 异 下 (相应 地 ， 上 ) 三 角 和 矩阵 ， 希望 选 
取 [LC 相应 地 ，L:s) 为 0。 因为 Li 和 Us 是 非 奇异 的 ,上 或 可 以 选 为 非 奇 异 的 .如 果 此 = 二， 
工 一 工 , 和 口 王 [7 就 是 可 非 奇异 的 ， 如 果 kw， 因 为 A 是 奇异 的 , 1 和 UU 不 可 能 都 是 站 至 异 
的 ， 这 就 完成 了 证 明 ， 口 
3.5.3 例 不 是 每 个 什 阵 都 有 一 个 LU 分解， 考虑 


如 内 4 可 以 写成 
i 0 ru de 
ta bdo | 
iut1 一 0 将 要 求 上 或 U 是 奇异 的 ， 但 是 LU 一 A 是 非 奇 异 的 . 
练习 证明 ， 一 个 非 奇 异 矩 阵 的 左上 角 有 一 个 Xk 奇异 主子 隆 ， 它 就 不 可 能 有 LU 分 解 ， [ET 


3.5,4 例 AEM, 可 以 有 LU 分解 而 不 满足 (3,5.2) 的 主子 式 条 件 ， 例 如 
ro 0 ro ol 1 
1 , |- |， J 上 

有 秩 1， 但 是 它 的 1，1 元 昆 心 


练习 (3.5.4) 中 的 LU 的 分 解 是 不 唯一 的 ， 即 全 要 求 品 的 各 对 角 苑 者 为 1， 试 写 出 


4=-LU=| 


| ， | 的 其 他 儿 种 分 解 


现在 已 经 很 清楚 了 ， 一 个 已 知 矩阵 的 LU 分 解 是 不 唯一 的 ， 它 可 能 存在 ,或 可 能 不 存在 . 
不 过 ， 这 许多 麻烦 ， 或 者 是 由 A 的 奇异 性 ,或 者 是 出 A 的 前 主子 阵 的 奇 在 性 引起 的 ， 然 而 可 
以 采用 (3. 5. 1) 和 (3, 5.2) 的 方法 ， 对 非 奇 异 的 情形 给 出 一 个 完美 的 描述 ， 并 且 可 以 利用 规范 化 
使 分 解 是 唯一 的 5 标准 的 )， 

3.5.5 推论 假定 4E M, 是 非 奇 异 的 . 那么，A 可 以 写成 
A=LU, 
中 使 LE M 是 下 三 角 什 阵 和 EM, 为 上 三 角 第 阵 ， 当 且 仅 当 
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det AC pt) ED j= 1 n, 
此 外 ,上 和 各 UU 是 非 背 异 的 ， 而 分 解 实质 上 是 唯一 的 ， 害 阵 4 可 以 写成 
A= LDU’, 
其 中 .了 (相应 地 ，U) EM, 是 折 有 对 第 无 等 于 1 的 下 (相应 地 ， 上 ?一 薄 短 阵 ， 而 也 是 由 
det 下 
所 确定 的 古奇 异 对 第 逢 阵 ， 因 子 1 ，I7 有 和 了 被 4 崔 - 确 定 . 
练习 ” 和 用 (3. 5. 1)，(3, 5. 2) 和 前 一 个 练习 ， 详 细 证 明 (3. 5. 5). 
再 周到 线性 方程 组 
总 xz 一 睫 
的 解法 ， 假 定 AE M, 木 能 分 解 成 IU， 但 能 分 解 成 PLU， 其 中 ，PE MM, 是 置 措 夫 阵 (0.9.5)， 
机 工 和 [i 如 前 ， 是 下 二 角 朱 阵 和 十 三 角 算 隆 ， 这 相当 于 在 分 解 之 前 重 排 各 个 方程 ， 在 这 种 情 
形 ，Azr 一 5 的 解法 情 然 是 相当 简单 的 ， 内 要 作 普 斤 
Iy=Pb 和 Ur=y 
就 是 了 应当 知道 ， 任 一 非 夺 异 的 AE M 部 可 以 这 样 分 解 ， 而且 任 一 AAE IM, 可 以 分 解 成 
PILUQ， 其 中 QE M, 也 尾 一 个 置换 个 阵 


3.5.6 引 理 设 A 和 EIM, 蚌 非 奇异 第 阵 ， 那 么 ， 存在 一 个 轿 换 朱 阵 PE IM,， 使 得 
detCPIAYCL ,yh) EO j= 1 k, 
注意 ，P24 正好 是 A 的 各 解 的 - -个 重 徘 ， 

证 明 : 证 明 是 对 站 作 归 纳 法 ， 如 果 =1 或 2， 经 过 验证 ， 结 沦 显 然 成 立 ;， 假定 结论 一 并 到 
-1 都 是 正确 的 ， 券 虑 非 奇 异 矩 阵 4E AM ， 并 且 去 害 它 的 最 后 一 列 .、 余下 的 有 -1 列 是 线性 无 
闫 的 ， 因 而 售 有 一 1 个 线性 无 大 解 。 把 这 些 解 调换 到 前 有 一 1 个 解 的 位置 ， 然 后 对 丛 于 上 方 的 
韭 奇异 的 全 一 了 1) 义 { -1} 子 全 阵 应 用 轨 钠 假设 .这 就 确定 了 一 个 欲求 的 整个 置换 知 阵 ， 央 为 
P' 是 非 奇 异 的 ， 所 以 证 肯定 毕 . 汪 


24,5.7 定理 设 AEM， 则 存在 置换 扼 阵 了，QE M， 下 一 角 和 矩阵 工 EM, 利 上 一 朋 些 阵 Te 
AM,， 售 得 


A= PLUGQ. 
如 果 4 是 非 奇 异 托 孟 ， 可 以 取 Q= 了 ， 且 入 可 以 写成 
过 =- PLU. 


证 明 ; 如 果 rank 4 一 上 则 4 有 -个 上 X 大 非 奇 异 子 矩阵 (0. 4 4d)， 它 可 以 通过 互 换 A 的 各 
行 和 各 询 调 换 色 左上 和 负 的 位 置 ， 现 在 把 (3, 5.6) 应 用 于 左上 和 角 ， 再 应 用 (3. 5. 2) 便 得 到 第 -- 型 必 
的 分 解 ， 如 果 A 是 非 奇异 的 ，(3.5.6) 表 明 ， 为 庶 用 (3.5.2)》， 右 边 的 置换 矩阵 是 不 必要 的 ， 
这 说 明 第 一 个 分 解 是 正确 的 ， 证 毕 ， 口 
习题 

1. 本 节 所 提出 的 理论 是 就 了 分 解 而 论 的 ， 其 中 上 是 下 三 角 第 阵 ，U 是 上 三 角 扎 阵 ， 试 
说 明 ， 可 以 平行 地 提出 UL 分 解 的 理论 ， 得 这 两 个 办 下 - - 艇 与 LU 分 解 的 因子 不 相同 . 

2， 从 (2, 6) 节 习题 3 可 知 , 任 一 AEM, 的 QR 分 解 可 以 有 效 地 经 nn 一 1 次 Houscholder 交 
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换 得 到 ， 这 里 ， 久 基 西 箱 阵 ， 而 RR 是 上 - 角 迅 阵 ， 如 果 4A 分解 成 QR 形 ， 试 捕 述 可 以 怎样 解 
Hi A 一 bh, 

3. 证 明 ，AEM, 可 以 写成 

A=1PU, 

共 中 上 EM 基 非 奇异 下 三 角 知 阵 ，U EM, 旦 非 育 异 上 下 和 胡 自 聊 ， 而 P. 是 一 个 次 置换 捧 阵 [ 当 
rank AA 时， 加 换 和 矩阵 中 的 一 些 元 素 1 换 成 元 素 0， 使 其 元 巡 1 的 个 数 与 rank A 相同 ]， 提 
示 : 进行 初等 行 变换 和 初等 列 变换 . 

it， 如 果 AAEM 的 所 有 前 主子 式 部 韭 零 ， 试 描述 如 何 运用 第 -种 初等 行 变 换 将 A 的 对 角 线 
下 方 的 各 个 元 素 都 化 成 零 ， 从 而 使 4 有 TD 分 解 . 

5.《Lanrzos 一 对 角 化 算法 . ) 设 和 EM 和 EC 都 是 给 定 的 ， 定 尽 买 =Le Ar AYxA" ! 
Tz]， 称 的 诸 列 构成 -个 krylov 序列 .假定 夺 是 非 奇异 的 ，(a) 证 明 夺 14X 是 A 的 特征 多 
项 武 的 友 振 阵 43.3. 12).，(D) 若 及 E 对 是 任意 一 个 给 定 的 非 奇 异 上 三 角 韦 阵 上 LS 反 XR， 证 明 
S TAS 呈 上 Hessenberg 形式 ，(e) 设 yEC 时 定义 Y= 二 [vA yA y(tA 1 y]， 假定 YY 
是 非 奇 异 的 目 Y 和 可 以 写 或 LDU， 其 中 . 工 基 下 三 角 外 阵 ，U 是 上 二 角 短 阵 ， 昌 都 是 非 夺 异 
的 ， 面 忆 是 对 角 和 些 阵 且 是 非 奇 异 的 证明， 存在 非 奇 异 上 三 角 和 矩阵 只 和 了 工 使 得 (XR) ! 一 
7 Y' 和 且 使 了 "Y* AXR 是 相似 于 A 的 三 对 角 竺 阵 . (dd) 车 AE M, 是 Hermite 第 阵 ， 利 用 下 述 
思路 彤 定 一 个 算法 来 得 到 -个 相似 十 A 的 二 对 角 Hermite 持 阵 ， 

6. 两 个 短 阵 A4，BE M,. 称 为 等 价 ， 指 的 是 存在 韭 夺 异 算 陈 SE M, 和 和 TE JM,， 使 得 

B— SAT., 

(ai 评 明 这 个 等 价 概 念 是 凶 ,., 上 的 一 个 等 价 关系 ，(b) 证 明 ， 每 个 朱 阵 AE M, 等 价 于 一 个 形 


1 0 
| EM 的 逢 阵 ，1€ MU ，kscmintmy， 对 ， 提 示 : 利用 初等 行 变换 得 钊 行 简化 杭 形 , 
然后 对 所 得 刘 的 抢 阵 采用 初等 列 变换 ，(e)? 述 明 ，M, ,中 的 两 个 矩阵 等 价 ， 当 且 仅 当 它 们 和 相 
同 的 秩 ， (中) 候 案 AE MM。 :等 价 于 (b2 中 所 述 的 特殊 下 起 ，S| 1 一 人 试用 等 从 必 关 还 关 


7 
0 
于 线性 方程 组 A.x 一 的 解 理 论 ， 
进一步 阅读 工 述 习题 5 是 从 FSrej 改 编 过 来 的 ， 检 [Ste | 中 还 可 以 找到 关于 LU 分 解 的 数 
值 庶 用 的 其 他 资料 ， 


Eu 


第 4 章 ”Hermite 和 矩阵 和 对 称 和 矩阵 


4.0 导 引 


4.0.1 例 如 果 f:， D>R 是 某 个 域 DCR" 上 的 二 次 连续 下 徽 函 数 ， 实 矩阵 
Hir}) 一 [a, Cxr)] = |e RAT， 


称 为 了 的 Hessian 短 阵 . 它 是 的 冰 数 ， 革 为 下 以 用 它 来 确定 一 个 临 狂 点 是 否 为 相对 极 大 值 点 
或 极 小 值 点 ， 所 以 它 在 最 优化 理论 中 起 着 重要 的 作用 [ 见 ?.0)]. 
目前 ， 使 我 们 特别 感 兴趣 的 五 = Htx) 性 质 来 源 于 混合 偏 导 数 相等 的 重要 事实 ; 这 就 是 对 
所 有 1 7 二 1，2，…，nn 有 
9af .97 


dr, dr 了， 
用 Hessian 矩阵 万 =1A] 米 表示 ， 这 意味 着 ， 对 所 有 ij 一 1，2，…，az， 有 如 一 岂 即日 一 
日 '， 设 短 阵 4EM， 如 果 有 4 一 4 ， 就 称 它 是 对 称 答 阵 ， 因 此 ， 一 个 二 次 连续 可 微 的 实 值 晃 
数 的 Hessian 盾 阵 总 是 实 对 称 矩阵 . 
4.0.2 例 作为 第 二 个 例子 , 设 4 一 [au ]E M, 是 某 个 具有 实 或 复元 素 的 给 阵 ， 状 虑 由 A 产生 
的 RR" 或 C" 上 的 二 次 型 ， [了 


和 (Cr 一 .47 一 了 age， 
| 
一 5 La, 十 TT, 
m= 2 
[1 r 
= x [54+ 40 


十 是 、 人 和 二 (AT AT7) 引 出 同一 个 一 次 青 ， 且 后 一 个 拭 陈 是 对 称 的 ， 因 此 ， 为 了 研究 实 的 或 复 


的 二 次 型 ， 只 要 研究 由 对 称 矩阵 产生 的 那些 二 次 型 就 可 以 了 ， 例 如 ， 在 物理 中 ， 作 为 物体 的 惯 
性 表达 式 ， 自 然 会 遇 到 实 二 次 型 . 


4.0.3 例 ” 作 为 第 三 个 例子 ， 考 虚 用 


El EP 
Lf (7) = Ma, (ry -Te (4.0, 4) 
trr=] 


dr ar, 
定义 的 二 阶 线 性 偏 微分 算 子 LL， 假定 系数 a; (x) 和 函数 A(x) 都 是 定义 让 同一 个 区 域 DCR* 上 
的 ， 且 六 在 DD 上 应 当 是 二 次 可 微 的 .可 以 用 一 种 自然 的 方式 把 算 子 工 与 一 个 条 阵 联系 起 来 ， 


矩阵 A& 一 [a (x) | 不 - 定 是 对 称 的 ， 但是， 因为 f 的 混合 篇 导数 相等 ， 因 而 有 
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一 了 本 [as (C7) 二 a (-] 5 


因此 ， 对 称 矩 阵 ? 〔 册 十 吕 号 与 矩阵 4 产生 间 一 个 算 子 上 ， 并 电 为 了 研究 形 如 (4.0.4) 的 实 的 或 
的 归 性 凡生 人 了， 只 要 考虑 对 称 系数 所 阵 就 够 了 ， 
4.0.5 ,| 考虑 无 向 网 PP 印 卫 由 集合 和 和 集会 EE 组成， 其 中 N 是 " 结 点 ”的 集合 {Pl，P,， 
， 下 是 无 序 结 点 秽 ( 称 为 * 边 ”) 的 集合 上 =1{ P,P 1，tP，P,)，…)， 图 广 可 以 简 

避 克 用 忆 的 所 名 接著 人 | 汉 氏 还、 这 

-| 如 果 {P,.P,) < EE， 

0， 否则 . 
因为 栈 是 无 向 图 ， 所 以 入 是 实 对 称 垂 阵 ; 好 A 一 A 


4.0.6 例 设 4=[ojE 册 是 实 敌阵 ， 考 虑 实 双 线 性 型 


Qe = yAr 一 Dayzr Yiy ER (4.0,7) 


当 A==T 时 ， 它 简化 为 普通 内 积 .， 如果 希 望 对 所 有 r，y， 有 Qtz， 妇 一 Q(y，z)， 那 么 它 必 需 
且 哄 需 对 所 有 i，j 王 1]，…，n、 有 a 一 &， 为 了 证 明 这 一 点 ， 只 需 注 意 到 ， 如 果 x 二 e; 和 
y 二 @， 那么 Qs: ej 二 a 二 Qe， 6e) 一 a;， 因 此 ， 实 对 称 双 线性 型 自然 与 实 对 称 矩阵 相对 应 ， 
现在 设 A=[a, ]€ M. 是 实 的 或 复 的 第 阵 ， 考 虚 复 形式 


Hrsy) 一 六 Ar 一 oa riy ECr， C4. 0. 8) 


同 (4,0.7) 一 样 。 当 六 =] 夺 ， 它 简 化 为 沽 这 内 积 . 这 种 形式 不 由 是 双 线 性 的 ， 但 是 它 对 第 一 
变 元 是 线性 的 ， 而 对 第 二 变 元 是 “ 共 辐 线性 ”的 (Htar， by) 一 6 日 (x，y))， 这 正好 与 复 Euclid 
内 积 相 则 . 有 人 称 这 种 形式 鸭 半 双 线 性 的 ， 如 果 希 望 像 内 积 一 样 有 昌 (x，y) 一 HC(y，x)， 郊 
么 ， 与 前 述 情形 相同 的 论证 说 明 ， 它 必需 而 HH 只 和 需 有 a, 二 a,， 凤 A 一 AT' 三 A'， 要 注意 的 是 ， 
如 果 AA 是 实 抢 阵 ， 那 么 A* 一 入 

使 A=A' 的 AEM, 的 矩阵 类 在 许多 方面 蚌 实 对 称 和 矩阵 类 到 M,CC} 的 自然 推广 ， 这 样 的 逢 
阵 称 为 Hermite 孝 吻 ;要 注意 的 是 ， 实 Hermite 和 矩阵 就 是 实 对 称 矩 阵 ， 非 实 的 复 对 称 矩 阵 类 没 
有 实 对 称 和 矩阵 类 那么 密 重 要 性 质 ， 在 本 章 ， 我 们 将 赋 究 复 Hermite 矩阵 和 复 对 称 和 矩阵， 并 且 要 
特别 指出 存 实 对 称 情形 成 立 的 那些 拍 质 . 


4. 1 Hermite 矩阵 的 定 六 、 性 质 和 特征 


4.1.1 定 答 阵 4 一 [asjcM, 称 为 Hermite 夭 阵 ， 是 指 4 一 4 ， 其 中 A* 三 A7=[a;]， 如 
果 4 一 一 4 ， 珊 称 之 为 料 Hermite 趣 阵 ， 

关于 由， 吾 E 邮 .的 一 些 论断 ; 

1. 对 所 有 AEM,， 站 十 A ，AA' 和 A' A 都 是 Hermite 于 人 阵 ， 

2 如 果 4 是 Hermite 卸 阵 ， 那 么 ， 对 所 及 二 ]，2，3，…，At 是 Hermite 和 矩阵， 如 果 及 
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还 是 非 奇异 的 ， 那 么 ，4 也 是 Hermite 矩阵 ， 
3 如果 4, 了 刁 是 Hermite 和 矩阵 ， 那 么 ， 对 所 有 人 实 纯 量 aa、#，x44 二 6B 是 Hermite 和 引 阵 . 
4. 对 有 所 有 站 E BM ，A4 一 4 是 于 Hermiie 短 阵 . 
5. 和 如果 A，B 是 斜 IIermite 和 估 阵 ， 都 么 ， 对 所 有 实 纯 量 a， 5，4A 十 5B 是 斜 Hermite 


6. 如 果 入 是 Hermite 定苗， 烤 么 ;4 是 射 Hermite， 
7. 如 果 太 旦 和 斜 Hertnite 所 阵 ， 那 么 由 是 Hermite 人 第 阵 . 
8. 任意 4E AM 可 写成 
A 一 卫 (A 二 向) 十 (4 一 4 ) = (A) 十 SCA)， 


其 中 H(A)= 记 (A+ ) 是 六 的 Hermite 部 分 ， 而 S(tA)=L(4 上 ) 是 让 的 竺 Hermite 


2 
部 分 ， 
9. 如果 入 是 Hermite 和 矩阵， 者 么 4 的 主 对 角 元 都 是 实数 ， 为 了 给 出 4 的 记 个 元 素 ， 我 


们 可 以 自由 地 给 定 任意 » 个 实数 (对 于 主 对 角 范 ) 和 任意 切 n(n 一 1) 个 复数 (对 于 非 对 角 元 ). 


4.1,2 定理 每 个 AEM, 可 以 叭 一 地 写成 A 二 $ 十 :TT， 其 中 S$S 和 下 都 是 Hermite 矩阵 ， 它 也 
亲 以 唯一 地 写成 六 二 B 十 C， 其 中 B 是 Hermite 和 矩阵， 而 尼 是 斜 Hermite 矩阵 ， 


证 明 : 把 A 写成 A 一 (A FA) 十 计 ( 一 /2) CA- A*)]， 并 且 注 意 齐 S= 广 (4+A4: 和 


了 = 一 z20A A' ) 都 是 Hermite 第 阵 ， 关 于 叭 -性 论断 ， 我 们 知道 ， 如 果 4= 王 十 正 ， 其 中 
玉 和 下 者 十 Hermite 条 阵 、 那 么 
25 = A+tA'= {EI} 二 (E+iF)’' = E+F" -iF'" = 2E, 
因而 =$S。 类 似 地 可 以 证 明 ，F== 了 了， 甘于 表示 式 4 一 BC 的 论断 也 可 用 同样 的 方式 来 证 明 . 
门 
上 述 论断 使 我 们 联想 到 ， 如 果 把 邮 , 比 作 复数 ， 那 么 Hermite 捧 阵 就 可 以 比 作 实数 .CC 中 
的 复 共 卉 运算 类 似 于 M, 上 的 (伴随 ) 运 算 ` ， 一 个 实数 是 使 z=z 的 复数 <， 一 个 Hermite 矩阵 
是 使 和 =A" 的 矩阵 AEM,， 正 如 每 个 复数 z 可 以 写成 x 二 5s 十 并 一 样 (其 中 4，:E€R)， 每 个 复 
矩阵 A 也 可 以 唯 -- 地 写成 4 一 St， 其 中 S 和 了 是 Hermife 掏 阵 ， 还 有 另外 一 些 性 质 进 一 步 
说 明 这 种 类 似 性 . 


4.1.3 定理 设 AEM, 是 Hermite 算 阵 . 那么 
(a) 对 所 有 xEC "，x' Ar 是 实数 ; 
tb) A 的 所 有 特征 值 都 是 实数 ， 
to) 对 所 有 SEM,，S' AS 是 Hermire 年 阵 ， 
证 明 : 计算 (xz Ar) 二 (rz Ary' 一 7* A 一 x'Ar, 于 是 x'Ax 等 于 它 的 复 共 罗 ， 国 而 它 
是 实数 ， 如 果 4zr=jz 且 xY 二 1， 那 么 ， 根据 (a), 4 二 47 了 二 zx* hr 一 x' Ax 是 实数 ， 最 后 ， 
(SAS)’ 二 5 A'S5=5' AS， 所 以 SAS 总 是 Hermite 入 阵 , 
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练习 当 2 一 1 时 ，Hermite 矩阵 内 各 4M, 的 上 述 每 个 性 质 指 的 是 什么 ? 
(4. 1, 3) 的 每 一 个 性 质 实际 上 (几乎 都 ) 基 Hermite 矩阵 的 一 个 特征 ， 


4.1.4 定理 设 A=[a,]EiM, 是 给 定 的 ， 那么 ， 4 是 Hermire 矩阵 ， 当 县 仅 当 下 述 条 件 全 少 
有 一 个 成 立 : 

(a) 对 所 有 xzEC"，r' 入 r 是 实数 ; 

《b) 各 是 正规 矩阵 ， 且 二 的 所 上 特征 值 部 是 实数 ， 

ce) 对 所 有 SEE M，S+aAS 星 Hermite 给 陈 . 

证 明 : 这 只 要 证 明 每 个 条 件 的 充分 性 就 可 以 了 ， 如 果 对 所 有 EC，zr Ar 昨 实 数 ， 那 
从， 对 所 有 xz，sEtY CT 十 yy) AACr 十 yw) 二 (Cr 六 十 yy 六 了) 十 Cr" Ay 十 y' cr) 是 生 数 .因为 
根据 假设 条 件 ， x A 太 r 十 y* 六 y 蚌 实数 ， 得 出， 对 所 有 x， yEC ， zx Ay 二 yy' AX 基 实 数 如 
果 选 取 x 一 et 和 一 +,， 这 就 是 说 ，as 十 a 是 实数 ， 因 而 Im 4 二 一 lm are， 如 果 选 取 z 一 上 和 
yy 一 e;， 这 就 是 说 ， 一 ias 二 ian 是 实数 ， 因 而 Re as 二 Re as， 这 网 个 恒等式 结 从 起 来 就 等 价 于 
有 as =qa， 交 因为 ,不 是 任意 的 ， 因 此 得 出 A 二 A ， 

如 朵 有 A 十 正规 拭 阵 ， 它 就 是 可 西 对 角 化 的 ， 所 以 A==UAU" ， 其 中 ，A 二 diagG Aye 
2,) 是 由 A 的 各 特征 值 构成 的 对 和 和 矩阵. 一般 地 ,有 有 4 二 UALU" 但是， 如 果 4 是 实 知 阵 ， 就 
有 A 二 UAU' 和 一 4， 最 后 一 个 条 件 推出 和 是 Hermite 矩阵 ， 这 只 需 取 $= 

因为 Hermite 托 阵 显然 是 正规 线 阵 (44 二 入 二 A* 4)， 第 2 章 中 有 关 正 规矩 阵 的 所 有 鱼 
果 都 适用 于 Hermite 息 阵 ， 例如， 相应 于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 正 变 的 ， 存 在 正 交 特征 何 基 
的 一 个 完备 集 ; Hermite 矩阵 是 可 以 商 对 角 化 的 :等 等 ， 

作为 参考 ， 我 们 特别 报 述 下 述 午间 结果 . 


4.1.5 定理 (Hermite 矩阵 的 谱 定理 ) 设 六 EM 是 纵 定 的 ， 那么， 六 A 是 Hermute 婚 阵 ， 当 日 
仅 当 存在 一 个 西 矩 阵 UE MM, 和 -个 实 对 角 和 矩阵 A EM,， 使 得 A 二 UAU*， 此 外 ,A 昆 实 
Hermite 失 阵 ( 即 实 对 称 的 )， 当 下 代 于 存在 一 个 实 正 交 第 阵 PE M, 和 … 个 实 对 角 和 矩阵 各 EM， 
使 得 4 一 忆 4P1. 

虽然 Hermite 乍 阵 的 实 线性 组 合 总 是 Hermite 矩阵 ， 但 它们 的 复线 件 组 人 台 就 不 一定 是 
Hermite 知 阵 ， 例 如， 如 果 4 是 Hermite 年 阵 ， 那 么 ， 只 月 当 A4=0 时 这 才 是 Hermite 和 矩阵 . 
另外 ， 如 果 4 和 了 是 Hermite 矩阵 ， 那 么 (4B) 二 B* A = 二 BA， 因 此 ，AB 是 Hermite 短 阵 ， 
当 且 仅 当 4 与 如 可 交换 . 

关 十 交换 的 Hermite 年 阵 的 最 著名 的 结果 之 一 (因为 在 量子 力学 中 它 是 到 算 子 的 重要 推广 ) 
是 定理 (2.5. 5) 的 下 述 特 不 情形 . 


4.1.6 定理 设 7> 是 给 定 的 Hermite 下 阵 族 ， 对 所 有 AE >， 存在 本 矩阵 局 ， 合 得 UAI 是 对 
骨 阵 ， 当 目 仅 当 对 所 有 A，RBE5F 有 AB=BA. 
Hermite 符 孟 太 有 及 和 莹 于 A' 的 性 质 ， 推 广 Hermite 旧 阵 概念 的 一 种 方式 是 苦 察 A 相似 于 


. 态 ' 的 矩阵 类 .下 述 定理 用 几 种 方式 刻 划 了 这 -- 类 矩阵， 其 中 第 - -个 是 说 ， 这 样 的 矩阵 必定 相 


似 于 (但 不 一 定西 相似 十 ;一 个 实 的 (但 不 一 定 是 对 负 的 ) 答 阵 , 
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4.1.7 定理 设 AE M, 是 给 定 的 ， 下 述 谱 命 题 等 价 : 

Ca) 太 相 似 于 算 阵 BE M.(R); 

Cb 上 相似 于 各 

tc) 4 经 于 ermite 相似 变换 相似 于 A ; 

(gd) 六 = HK， 其 中 日 ，K EM 都 是 Hermite 矩阵 ， 且 至 少 有 一 个 是 非 奇 异 的 ， 

te) 及 二 及， 其 中 日 ，KE M, 是 Hermite 矩阵 ， 

证 明 : 首先 要 指出 的 是 (ay 和 (等 价 ;， 如果 (a} 成 立 , 则 5S !AS=8=T 1B87?T=T !B8*T 
二 本 71S* A (S71)* 个 ， 这 就 是 说 ，A* 一 (SS 140ST 3 )， 或 者 说 (by 成 立 ， 如 果 (hb) 
成 立 ， 那 么 入 和 A' 有 相同 的 Jordan 标准 形 ， 因 为 对 仔 意 矩 阵 A，A 与 47 相似， 这 说 明 ， 如 
果 江 是 A 的 Jordan 和 矩阵， 那么 了 必须 相似 于 J， 因此， 对 了 中 的 每 个 Jordan 块 J,(4)， 在 J 
中 有 一 个 由 应 的 (相同 阶 数 的 }Jordan 刁 1 如果 4 是 实数 ， 就 没什么 可 说 的 了 ， 如 果 不 
是 实数 ， 这 就 是 说 ， 相 应 于 每 个 非 实 特征 信 的 诸 Jordan 卖 和 它 的 共 辆 必须 成 对 出 现 . 利用 推 
时 (3 二 5) 的 论证 ， 得 出 了 必须 相似 于 形 如 (3.4.4) 的 实 夭 阵 的 - -个 直 和 ， 因 而 (a) 成 立 ， 

为 了 证 明 (b) 草 油 (e， 假 证 3 'AS5 二 A ， 明 注意 到 ， 如 此 对 任 态 非 零 a==re* EC，1= 
xd， 那么 工 AT 一 4 因而 47T 一 T4” ， 或 等 价 地 4T 二 TT" A*， 相 加 这 两 个 恒等式 得 恒等式 
ACT 十 TI) 一 (十 4， 而 如 果 了 十 工 是 非 奇 异 矩阵 、 这 便 说 明 和 可 经 Hermite 具 阵 了 十 
全 相似 于 嫩 ， 但 是 可 选 记 < 使 了 十 们 非 奇 异 ， 这 是 因为 ， 了 十 下 非 奇 异 ， 当 且 仅 当 了 (个 
1 T) 二 1 十 了 全 非 奇异 .或 当 且 仅 当 一 1Ee(T IT ) 但 是 ，Y71T* 一 e 8 3 ， 又 因 
为 可 以 选取 a 来 得 到 任意 9E [0，2rx 1， 所 以 只 需 选 取 8 使 一 EatS 1S') 即 可 ， 因 而 (b) 蕴 涵 
Ce), 

其 次 .假定 (ec) 成 立 ， 并 且 写 出 RR 1AR=A*' ,其 中 REM 是 三 奇异 Hermite 生 阵 ， 于 是 
民有 二 A'kR-I 有 是 A=-RECATR ') 但 (A R71)' 一 RR 1A=A'R II， 因 此 和 是 两 个 Hermite 娃 
阵 有 和 4 有 的 乘积 ， 且 其 中 的 民 是 非 奇异 的 ， 内 而 5d) 成 立 . 

如 果 <) 成 让，|1 太一 有 HK， 其 中 日 是非 奇 异 矩 阵 ， 那么 HH 'AH=KH=(HK)' =A'， 
从 而 tb) 成立， 如 果 坟 是 非 奇 异 卸 阵 ， 证 明 是 类 似 的 . 

好 然 (d) 弟 涌 te); 我 们 要 证 明 (e) 昔 育 (a)， 如 果 4A= HK， 其 中 吉 和 K 是 Hermite 条 阵 ， 
日 都 是 奇异 的 ， 考 虑 [大 AU== CU* HOD (CU?* KU)， 其 中 ，UE M, 是 西 从 阵 ， 它 把 日 对 角 化 成 
形式 

D 0 ， 
U* HU 一 | ,| H’, 

使 得 DE Mi 是非 奇异 对 角 短 阵 ，k<<a。 把 矩阵 U?* KU 划分 成 与 吾 ' 同 形 的 分 块 ， 使 得 

加 ps D OK x 

U' AU = HT KIN)= | ,| ”| 
TDK’ 六 
- 0 ,| 
子 据 有 KR E M, 是 两 个 Hermite 矩阵 的 局 积 ， 其 中 有 一 个 是 非 奇异 的 ， 于 是 根据 (dd) 与 (a) 的 等 
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价 性 ，DK 相似 于 实 答 阵 呈 EM 用 JE Mi 表示 B 的 Jordan 标准 形 ， 使 得 A 相似 于 形 如 
了 
C= |, |] 

的 矩阵 C， 征 阵 过 是 上 二 戎 矩阵 、 且 它 的 各 特征 值 是 上 的 各 特征 值 青 附加 = 一 上 个 零 特 征 值 ， 
对 于 相应 于 任 一 非 零 特征 值 的 诸 子 块 ，C 的 jordan 标准 形 的 jordan 块 结 梅 必须 与 了 的 相同 ， 
这 是 因为 ， 如 果 4 取 0， 每 个 界 (C 一 47)' 的 ( 列 ) 秩 显然 等 于 = 一 上 1 rank( AD，r 一 1，2， 
…，n， 特 别 是 ，C 移 相 应 于 性 一 非特 征 值 的 Jordan 块 必须 成 共 思 对 出 现 ， 因 而 CC 的 Jordan 标 
准 形 相似 于 形 如 (3.4. 6 的 定 阵 ， 它 是 一 个 实 矩阵 ， 口 
习题 

1. 证 明 Hermite 短 阵 的 每 个 主子 知 阵 是 Hermite 和 矩阵， 这 -一 性 质 对 斜 Hermite 矩阵 成 立 
吗 y 对 正规 矩阵 呢 ? 

2. 如 果 AEM, 是 Hermite 千 阵 ， 晶 SE M 证 明 SAS" 是 Hermite 和 矩阵， 郁 果 5 是 非 奇 
异 的 ，SAS 5 又 怎样 呢 ? 

3. 设 4，DBEM. 是 Herinite 箔 阵 ， 证 明 ， A 与 B 相似 ， 当 且 仪 当 它们 西 相 杞 提示: 如 
果 肪 ==SBS '， 证 明 A=UAU' 和 8 一 YAVY*， 其 中 U 和 VW 是 首 夭 阵 ， 夫 而 U' AU=A4= 
V" BV. 

4. 验证 (4.1.1) 下 面 的 性 质 1 一 9. 

5. 有 有 时， 通过 证 明 一 个 矩阵 与 一 个 Hermite 宕 阵 相 似 ， 可 以 让 明 它 只 有 实 特征 值 ， 关 于 
这 方面 的 一 个 经 典 例子 如 下 所 述 ; 设 =La, ]E€ MtR) 是 三 对 角 知 阵 ; 即 a, =0， 著 17 
>1、 假定 它 的 元 素 有 很 弱 的 对 称 性 质 ， 妈 对 所 有 i 二 1，2,，… ,nn 一 1， 有 wna in 证 
明 ， 存 在 一 个 具有 正 对 角 元 的 实 对 第 和 矩阵 品 使 得 DAD 是 对 称 的 ， 因 出 得 出 4 只 有 实 特征 

0 
值 ， 考察 | 。， 
明 ， 如 果 Hit ll 0 那么 特征 值 是 实 的 结论 仍然 成 立 . 

6. 证 明 在 下 述 意 义 下 每 个 矩阵 AE M, 由 它 产生 的 Hermire 型 > Ar 唯一 确定 :如果 A= 
[es ]， BB 一 [6 ]€ M。 是 给 定 的 证明， 对 所 有 xEC" 有 x' Ar 一 xz"*Br， 当 且 仅 当 A=B， 担 
示 : 如 果 对 所 有 xEC"，x" Ar 一 0， 痢 虑 (z 十 轨 " Atx 十 y)， 然 后 证 明 ， 对 所 有 +，y€C"， 有 
Ay 十 y 和 xr 一 0， 选 取 ==e4， yete,，9€R， 证 明 ， 对 所 有 ER 和 所 有 j， 一 1 ，2，…， 
Nn 有 du = 

7. 证 明 ， 如 果 ?之 2， 和 扼 阵 4E M, 不 能 出 它 产 生 的 一 次 型 r74x 唯一 确定 ; 妈 ， 如 果 n 宇 
2， 则 存在 A，BE M,， 昌 A 天 及， 使 得 对 所 有 rEe 有 xi4r 一 rTBr， 提示; 如果 C= 一 CT， 
"CY 是 什么 ? 

8. 证 明 ， 和 矩阵 AEM, 不 能 由 它 产生 的 Hermite 型 的 绝对 值 | Ar ， 所 确定 ， 提 示 : 设 
A=- | 然后 让 明 ， 对 所 有 rEC ,| 4 一 | A |, 

9. 证 明 ， 在 下 述 意 义 下 ,给 阵 4 才 乎 由 它 牛 成 的 Hermite 双 线 性 地 的 绝对 值 所 确定 ， 若 


1 
1 | ， 二 说 明 为 什么 关于 下 对 角 元 的 符号 假定 是 必 不 可 少 的 ， 试 用 极限 理论 证 


Hermite 算 克 和 对 和 铸 夫 降 125 


六，BE MM, 是 给 定 的 ， 证明， 对 所 有 xz，yEC 有 |x Ay| 王 |x'By|， 当 且 仅 当 对 某 个 
8ER 有 A 二 oe*B. 提 东 ; 设 A 二 [a, ] 月 3==[5]， 利用 x 二 e, 和 yy 二 8; 证 明 ， 对 所 有 i, jj 二 1， 
有 a | 二 | | 设 x 一 e,， wy 一 36, 十 tex， 证明 | sa, tas 并 一 | 5 到 ;十 tbB | ， 因 而 对 
所 有 s，!EEC 有 Relst[Lasan 一 bsj) 二 0， 基 如 ba 闪 0， 推出 a 7b, 一 yi bx. 

10. 证 明 ，AE€ MM 是 Hermite 拓 阵 ， 当 有 自 仅 当 i 是 们 Hermite 短 阵 ， 证明， 一 个 身 
Hermite 挫 阵 的 各 特征 值 都 是 纯 虚 的 ， 而 一 个 锋 Hermite 矩阵 的 平方 的 各 特征 值 是 非 正 实数 . 

11， 如 果 态 ，BE MM 是 Hermite 矩阵 ， 证 明 trCAB)? str A:B:， 提 示 : 证 明 AB 一 BA 是 
用 Hermite 和 拓 阵 ， 然 后 考 虚 irtAB 一 BBA}. 

12, 如 果 AE M 是 Hermite 年 阵 ， 证 明 ，A 的 秩 等 于 及 的 非 零 特征 秆 的 个 数 ， 但 是 对 于 

0 了】 

非 Hermite 给 阵 一 般 不 成 立 ， 提 示 ; |, 中 

13. 其 4EM. 是 Hermite 第 阵 且 A 和 0， 证 明 


[tr AJ 
rank{A) > A 


上 述 等 式 成 立 当 日 仅 当 存在 一 个 具有 标准 正 交 列 的 匈 阵 U 一 [光志 EM 和 某 个 aeER 使 得 
a ; 即 太 是 一 个 西 射影 的 实 纯 量 倍数 . 提示: 若 必 ，…，, 4, 是 入 的 非 零 特征 值 ， 
Cauchy-Scbwarz 不 等 式 是 说 ， 


[tr 4 下 一 (Sa) A ro rirA’, 
其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 所 有 相等 ， 
14， 斜 Hermite 秆 阵 AE M, 满足 恒等式 A 二 一 AA* ， 如果 58ER， 证 明 ，A 二 pe*A* ， 当 上 丘 仅 
当 * “A 是 Hermite 和 矩阵 、 对 十 9 一 r， 这 是 什么 ”对 信 -0 呢 ? 说 明 为 什么 斜 Hermite 个 隆 类 
可 以 看 作 “ 广 Hermite" 和 矩阵 的 无 限 多 个 类 中 的 一 个 ， 并 且 描 述 等 一 个 这 样 的 矩阵 类 的 结构 . 
15, 设 Hermite 起 阵 各 一 [ao EM 已 气 成 如 下 的 分 据 形 式 ; 


加 [a x 
“ 


其 中 ，.r€EC" !, AEM_1， 证明 

det A= uudet A~r' (adi A)x 
其 中 adj 和 是 全 的 经 典 伴 随 [ 见 (0. 8.2)j. 使 4 满足 更 弱 的 什么 条 件 就 能 保证 这 个 公式 成 立 ? 
提示 : 按 4 的 第 1 列 进行 行列 式 的 Lanlace 余子 式 恨 开 (0, 3.1)， 然 后 对 所 得 到 请 余子 式 的 第 
一 行进 行 展开 ， 
4.2 Hermite 答 阵 的 特征 值 的 变 分 特征 


烛 上 上 一 般 的 矩阵 AE€ M,， 美 上 特征 值 的 叭 一 特征 是 、 它 们 是 特征 方程 p4Cr) 0 的 撒 ， 但 
是 ， 对 于 Hermite 矩阵 . 特征 值 可 以 表征 为 -系列 向 优化 间 古 的 解 . 

内 为 Hermite 知 降 AE M, 的 特征 值 都 是 实数 ,我 们 将 约定 ， 它 们 将 按 其 大 小 如 增 (不 减 ) 
顺序 排 州 : 


= 
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hn 二 A 和 An {4.2.1) 
很 容易 把 最 小 的 和 和 最 大 的 特征 值 描述 成 约束 最 小 值 和 约束 最 大 值 问 题 。 王 述 变 分 特征 定理 冠 上 
了 商 个 英国 物理 学 家 的 名 字 ， 并 且 称 .x* Ax/zX 为 Rayleigh-Ritz 上 比 . 


4. 2. 2 定理 (Rayleigh-Ritz) 设 AEM, 是 Hermite 和 矩阵 ， 且 设 4 的 请 特征 值 取 (4. 2. 1) 中 的 顺 
序 ， 那么 
A 有 成 六 ; 
ana 二 A 二 max 2 7 = max rx’ Ar. 
二 站 T+ 


了 


”网 ， 
Ann = A = TU 一 一 min x' Ar. 
A TT 


证 有 明 : 因为 A 是 Hermite 矩阵 ， 所 以 存在 西 千 阵 UE M, 使 得 A 二 UAU"， 其 中 A= 
diag (Al, 有 tty An), 对 性 一 xEC， 有 


"Ar= rr UAU r= (Ux) A(U' ry 
= Va) 
内 于 每 项 | CU) | :是非 负 的 ， 于 是 有 
A DD A Da Ut Sh YY UD | 
因为 可 是 西 符 降 ， 所 以 上 


日 n 


> | (Ox) |: = > | 1, |: = rx, 


因而 我 们 已 经 证 明 ， 
MT 一 An rr 一 AnT {4.2.3) 
因为 ， 如 果 了 是 4 的 相应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 ， 那么 rz 4Axr 一 zz 一 zx， 且 对 于 也 
有 类 仆 的 结果 ， 因 此 ， 这 些 不 等 式 可 取 等 式 ， 其 余 的 论断 容易 从 人 4, 2. 3) 推 出 ， 如 果 天 0， 
则 有 
I" Ar 
下 


当 了 是 4 的 相应 于 4, 的 特征 向 量 时 ， 等 式 成 立 ， 因 市 


< 


max ~ = A,. (4. 2, 4) 


kw 
rT Tr 


最 后 ， 如 果 zt 兰 06， 则 有 


-4( 启 ( 启 ) (二 
因此 ， 条件 (4. 2. 4) 等 价 于 条 件 
max Ar 一 和， 4. 2 5) 


ra-l 


关于 四 的 论证 是 类 似 的 ， Li 
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(4.2. 5) 的 几何 解释 是 ， 当 工 取 遍 C” 中 的 单位 球 ( 它 是 紧 集 ) 时 ， 函 数 x" Ax 的 最 大 值 是 
42。。X' Ax 的 取 值 范围 (4. 2. 3) 则 给 出 了 下 述 特征 值 包含 结论 . 

4.2.6 推论 设 AEM, 是 一 个 给 定 的 Hermite 撼 阵 ，rEC" 是 一 个 给 定 的 非 零 向 量 ， 又 设 a 二 
ArAr， 那么， 在 区 则 (一 ，aj] 中 至 少妇 的 一 个 特征 值 ， 同 样 在 区 间 [a，co) 中 也 至 少 
有 让 的 一 个 特征 值 . 

练习 证 明 推 沦 (4.2. 6)， 

毕 习 ” 关 十 的 类 似 于 (4, 2. 5) 的 结论 及 其 几何 解释 是 什么 ? 

Rayleigh-Ritz 定理 给 由 了 Hermite 矩阵 A 的 最 大 特征 值 种 最小 特征 值 的 一 个 变 分 特征 ， 
然而 ， 其 余 的 特征 种 又 怎样 呢 ? 假定 A=UAU ， 扰 U=[w， ww "uj; U 的 诸 列 是 A 的 
标准 下 变 问 基 。 如 果 只 考虑 与 ww 正 交 的 那些 向 量 7EC"， 那 么 ， 对 在 (4. 2.2) 证 明 中 的 主要 蛋 
等 式 ， 应 做 如 下 修正 ; 


x" Ar 一 YA | (U7), 一 > | ae 和 一 > | | 
这 是 生 ;加 ，…， 训 的 “个 本 组 合 ， 因 而 ， 只 要 = 与 芒 的 第 1 个 列 向 量 正 交 ， 就 有 
Ar 一 > | > >， | = | 《CU | = hx 

如 果 取 x 一 册 ， 这 个 不 等 式 就 变 大 等 式 ， 于 是 .有 第 二 个 最 小 特征 信 的 一 个 特 和 


min Ar = minx’ Ar = hh,. {4.2.7) 
3 工 册 -人 Cl 
ra 1 
练习 ” 试 推 广 上 述 论 证 ， 进 而 证 明 
inin 工 Ar 一 mn x Ar=Aa: k=2,3,,n, {4.2.8) 
| A TT 2 一 | 
练习 ”证明 
max EA max rr 
[Ed TA rr 1 


a 
! nt ey 


洁 娘 的 是 ， 这 些 么 \ 式 的 实用 价值 不 大 ， 这 是 因为 它们 要 求 明 确 知道 菜 些 特征 向 其 ， 而 通常 
尽 没 有 这 方面 的 信息 . 但 是 ，(4.2.7) 以 及 相关 的 公式 (2.8 和 (4. 2.9) 可 以 作为 推导 出 个 
有 用 的 特征 的 出 发 点 ， 设 w&EC" 是 给 定 的 向 量 ， 陡 么 

supr Ar 一 supz “TAU'x = 一 sup ya [DO"*r), |? 


:一 r=] :一 


TIuw Te i 
= sup Dsl sp jz 
! :=] zs 1 t=t 
人 上 lw r Uw 
sup pa | 六 。 | 
= "4=1 ‘=1 
3 
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一 sub ， 由 1 | 宅 n 一 ] | A, | Ty | hl ‘4, 2. 10) 
| sl ls 1l 


在 上 上述 第 二 行 论 证 中 ， 令 x 三 Ur， 且 用 到 了 以 下 捉 实 ， 如果 zz=1， 那 么 这 是 西 矩阵 可 推出 
xz 一 1]， 上述 第 一 个 不 等 式 从 以 下 事实 得 米 的 ， 如果 缩小 某 集 合 ， 然 后 在 其 上 取 上 确 界 ， 则 
上 确 界 的 值 不 会 增加 ， 最 后 一 个 不 等 式 是 从 次 序 关 系 刀 ji 以 及 常用 的 凸 组 性 质 得 来 的 ， 
在 上 述 论证 中 ， 间 基 名 是 固定 的 ， 但 又 是 任意 的 ， 因 而 可 以 在 所 有 ww 上 取 (4.2.10) 的 下 
确 界 ， 这 便 得 到 
inf supr 各 Fr A, 1 


ET 一] 


但 是 ， 如 果 we=w ， 则 (4 2. 10) 中 等 起 成立 ， 因 此 有 
inf supz Ar = A, 


这 个 存 形式 十 比 (4. 2.7) 稍 微 复杂 一 些 的 特征 并 不 需要 知道 A 的 任何 特征 向 量 ， 因 为 < 一 
时 有 x" Ar 二 4,-1， 所 以 常常 看 到 这 个 公式 用 max” 代替 “sup”"， 用 “min" 代 替 "inf”， 这 是 下 述 
Courant-Fischer* 极 小 一 极 六 定 埋 * 的 基本 思想 . 


4.2.11 定理 (Courant-Fischer) 设 AEM, 是 共有 特征 值 A 筷 入 各 … 太 的 Hermite 矩阵 ， 
是 给 定 的 整数 ，1 志 志 Xn， 那 么 


min max i (4. 2. 12) 
人 Er cut 1 
” TL 
4# 
， x Ar 
max min = td, 2. 13) 
ry IE 2 7 TT 
r 证 mt 


附注 和 如果 在 (4. 2. 12) 中 下 一 5， 或 在 (4.2, 13) 中 及 一 1， 约 定 去 掉 在 外侧 取 夫 小 或 往 
大 过 程 ， 因 为 这 时 取 概 小 或 家 太 的 集会 是 空 全 ， 在 这 两 种 情形 ， 上 述 结 论 简化 为 
Rayleigh-Ritz 定理 (4. 2. 2). 
证 明 : 我 们 只 考虑 (4. 2. 12) ， 测 (4. 2. 13) 的 证 法 是 类 似 的 ， 把 4 写成 4 一 DAU" ， 其 中 局 
”是 西 和 矩阵， 而 A 二 diagCAL Ao， …， hr)， 且 设 1< 和 nn， 吉 果 过 0， 则 


加 汪汪 x Ar LA Ux)’ A(U'x) 
[179] Xr Xr (Ux) (Ur “ 
且 {U x rzEC 且 Xx 了 中} 二 1yEC"， 3930， 因此 ， 如 果 给 定 襄 ， 加 ，…， 四 入 侣 ， 便 有 
sup 蔷 Ar 一 sup 2 Ay 
四 2 了 二 性 Fy 
了 下 
一 sup 2 | y, 
a 
这 sup Dl 
% 1 ul 
下 
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一 sup 5, i 
yal tha lt 一 下 
JL UR 
这 说 明 ， 对 任意 nk 个 向 量 Wi， Wes sy Te Es 
sup 2 
2 人 


a" 


调 (4. 2.9) 说 明 ， 为 使 等 式 成 立 ， 详 向 量 z 总 有 一 种 选择 ， 即 w, 二 ww,+1， 其 中 U= [ww 
因此 ， 


int sup Ar = Ms 
| 人 a ， TI 
亲 因 为 极 值 是 可 以 凶 达 的 ， 故 可 应 用 "min” 和 "max” 代 替 “inf{f” 和 ”sup”， 美 十 (4. 2. 13) 的 证 明 是 
类 似 的 . 国 | 
练习 ”给 出 (4.2,13) 的 详细 证 明 . 


习题 
1. 汕 AE MM 是 具有 特征 值 4 所 和 太太 的 Hermite 矩阵 ， 试 利用 (4. 2, 11) 证 明 


. ,Ar 
At CO nn max 一 一 一 二 1,2. 


Ee 2 


在 这 两 个 式 于 中 ，S, 表示 了 维 子 空间 ， 其 中 在 外 侧 取 极 小 和 取 极 大 是 对 所 有 指定 维 数 的 于 空 间 
而 言 的 . 
2. 如 果 AAEM 是 Hermite 矩阵 ， 证 明 下 述 三 个 求 极 太 值 的 问题 有 相同 的 解 : 


{ay maxr’ Ar, 
rr 一 上 


， 
Lr" A 

th) Iax 一 一 
本 


{c) max ， 如果 4 至 少 有 一 个 特征 值 是 正 数 ， 


1 
3, 如 果 AEM, 是 Hermite 捧 阵 ， 且 和 ==1， 逊 上 明 
ma 之 rn 


1! 2 
4, 通过 考察 A 一 | 。 | 来 说 明 ， 在 (4. 2.2) 中 ， 关 于 上 A 是 Hermite 矩阵 移 假 定 必 不 可 少 . 


maxiz Ar 0F.rER ;等 于 什么 ? max Relr’ ArirY: 0 关 xrEC 等 二 什么? 
5. 设 AE M 有 特征 值 i3,}， 证明， 即使 A 是 Hermite 矩阵 ， 其 特征 值 志 有 如 下 界 腿 ， 


. |r’Ar| . - | 
min| ||, | max| 
下 tT i | | 


_ 1 1 
提示 ; 坡 x 为 4 的 一 个 特征 向 是， 并 且 用 4-| ， ， | 说 明 上 、 下 两 个 界 都 是 可 以 达到 的 . 
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4.3 变 分 特征 的 某 些 应 用 
在 Courant-Fischer 定理 的 许多 重要 应 用 中 ， 最 简单 的 应 用 是 关于 怒 十 B 的 渚 特征 信 与 A 
的 特征 值 的 比较 问题 ， 我 们 用 (4 表示 矩 阵 A 的 诸 特 征 值 . 


4.3.1 定理 (Weyl) 设 人 BE M, 是 Hermite 策 阵 ， 义 设 诸 特征 值 4.CA)，A.CB) 以 及 (4 一 
有 ) 均 接 递 增 顺 序 (4. 2. 1) 排 列 ， 则 对 每 个 训 =1，2，…，n， 有 


RD FAB AA EB) EAA LAB). 人 
证 明 : 对 于 任意 非 re C*， 有 不 等 式 
LBD EB 8), 
4 Tr 


181 因而 对 任意 上 二 1]， 2 "+ Hs 有 


atA+B)= min max 三 (A+ PB)r 
EC 2 _ 了 
加 ， rx Ar | r' Br 
= min max | 一 | 
Cy A ， i 区 
六 min tiax |: Ar 和 有 |= 4A + (B). 
re I 
类 似 的 论证 间 样 可 以 确定 它 的 上 四 . 口 


练习 说明 在 (4. 3.1) 中 给 出 的 界 中 可 以 取 等 号 ， 提 示 : 设 iw，ws，…，w,) 是 出 入 的 特 
入 向 量 组 成 的 标准 正 交 组 ， 用 和 A 一 旋 CA) ， 分别 对 a>0 和 a0 者 宪 B=awu:. 

Wey| 定理 对 任意 Hermite 矩阵 A 和 B 给 出 了 A 十 B 的 特征 人 的 上 界 和 下 界 ， 各 果 限 制 8 
具有 一 种 特 吻 的 形式 ,例如 B 为 正定 矩阵 、 秩 1 短 阵 、 秩 不 矩阵 或 如 边 休 阵 ， 还 可 以 得 到 更 为 
精细 的 表述 . 

和 矩阵 BE M, 称 为 半 正 定 的 ， 是 指 它 对 所 有 ze CY 有 zx"Br 守 0， 一 -个 等 价 的 条 件 是 ，B 是 
Hermite 矩阵 ， 且 所 有 特征 值 都 是 非 久 的 (多 第 7 章 )， 下 述 结果 是 Wey] 定理 的 直接 扒 论 ， 称 
之 为 单调 性 定理 ， 它 说 明 ， 旭 果 一 个 Hermite 给 阵 加 上 一 个 半 正 定 目 阵 ， 则 它 的 所 有 特征 值 都 
会 增加 . 


4.3,3 推论 设 A，BEM, 是 Hermite 和 矩阵 假定 上 8 是 半 正 定年 阵 ， 尺 4 和 及 十 B 的 诸 特 征 
值 均 按 递增 顺序 (4. 2. 1) 排列。 则 对 所 有 站 =1，2，…， 几 。 
A (A 十 日 ). 
证 明 : 利用 (4. 3. 2) 中 的 下 界 及 4%.(B) 实 0 的 事实 . 
如 果 符 阵 B 有 秩 1， 那 么 用 4 的 特征 值 作为 A 十 BB 的 特征 值 的 界 具有 交错 定理 的 形式 ， 在 
4 十 了 的 每 对 相 邻 的 单 号 数 (或 双 号 数 ) 特 征 值 间 至 少 存在 A 的 一 个 特征 值 . 


4.3.4 定理 设 AE 邮 是 Hermite 畴 阵 ，xEcCr 是 给 定 的 向 量 。 如果 和 及 和 及 圭 zz: 的 诸 特 征 值 
[182| ” 均 按 递增 硕 序 (4. 2. 1) 徘 列 ， 则 有 
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(Ca) A 二 ze jh A (A 二 we’ ),， kg&=1, 2, *, mn—2, 
《hb AA At er A Al, kl 2, "nn—2. 
证 明 ; 设 1 祈 上 所 x 2， 利 用 (4. 2.12) 可 导出 下 述 关系 ， 


和 (十 下” ) 一 min Inax 7 (A+t er I 


* 
+ 开 TT i 
ET Lai wk 
， x AA 二 zz" x 
S| min max ~ 
- 了 区 
TO :EV TW 
TT 
加 xr Ar 
= min max = 
a ITB 本 
We te Le 
1 
i AL 
字 min max > 
EE 人 
2 Tk i LE 1: we wl 
并) 


现在 设 2 二 k 所 nn - 1}， 利 用 {4,2,13) 可 以 学 出 下 述 关 系 ， 


: ， 77" 人 (六 十 ze ). 
NA 十 下) 一 tax min 7 ( i 2 
EC pj i ， Tt 
4 器 * 
国 . EE 
近 - max mui { 22 )7x 
| ww EC 了 Le 了 
| = 
I Ar 
一 tmax mn - 
Wt 下 了 TA 
1 a Tir 2 ee 
rx Ar 
SE max min AT 
站 2 i 1 人 
合并 这 两 组 不 等 式 ， 由 此 得 到 所 页 求 的 不 等 式 组 ， 口 


如 果 BE MWL 是 一 个 Hermite 矩阵 ， 间 B 二 UAU* ， 其 中 ，D 一 [直属 册 是 酉 矩阵 ， 由 一 
qiagt8 ， 记 、…， 访 )， 则 旺 的 特等 于 非 零 特 征 值 的 个 数 ， 如果 B 的 秩 小 于 或 等 于 +， 则 可 假 
定 吕 一 人 … 一 访 一 0 如 果 秩 小 于 r， 则 六, 记 ，…， 有 员 含有 某 些 为 零 的 特征 值 ， 表 小 式 


= DB (4. 3.5》 
“一 ] 


是 表示 8 二 UAU' 的 另 一 种 形式 ， 友 过 来 ， 形 如 (4. 3,5) 的 尾 何 多 阵 ， 只 要 所 有 民 天 0 且 {i4} 是 
无 天 组 ， 那 么 它 就 有 秩 r; 如 果 不 知 道 {4.} 是 否 无 关 ， 那 么 B 的 秩 至 多 是 r+。 Weyl 的 下 一 个 定 
理 给 出 了 当 BB 有 秩 x 时 妨 十 B 的 诸 特 征 值 的 界 ， 它 来 源 于 积分 方程 理论 ， 本 定理 是 (4. 3.4) 的 
秩 1 情形 的 简单 推广 . 


4.3.6 定理 没 A，BEJM, 是 Hermite 算 阵 ， 并 县 假定 B 至 多 有 秩 r， 则 
(a) A 二 BA 有) 和 A+B)， 上 二 1， 2， "ss 一 2 
{Cb} AA AHERN A) k=], 2, 一 
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(ce) 如 果 有 A=UAU* ， 其 中 ,UU 二 [twwt,]EM, 是 西 矩 阵 ，A 一 diasg (和,，'…， 4,)， 上 且 

is 妇 SN 交 如 果 
B= at cA WW 二 十 A i ts 

网 A tA B= (AY). 

证 明 : 设 昌 ==gyti 十 … 十 zi ， 其 中 集合 fw} CC 不 一 定 无 美 ，(a 和 (人 b) 的 
证 明 恰好 与 人 4. 3.4) 中 (ay 和 (b) 的 证 明 相 同 ， 只 是 在 前 面 放 上 一 个 和 条件“z | z* 的 地 方 ， 现 在 加 
上 个 条 件 "x ww，*…，z,”， 并 完成 相应 的 论证 ， 关 于 (c)， 注 意 到 ww，…，z 都 是 六 - BB 的 
特征 向 量 ,， 但 是 对 于 不 二 -了 十 1，n 一 fr 十 2 型， ， (A 一 Bm 一 0， 而 对 于 丰 =1，2.、 
因为 和 所 以 A 一 日 的 最 大 特征 值 是 4，. 口 

练习 给 出 (4.3.6) 中 的 (a) 和 和 tb} 的 详细 证 阴 . 

上 述 结果 所 提供 的 足够 信息 ， 使 我 们 能 够 推导 出 Weyl 关于 两 个 Hermite 和 矩阵 之 和 的 特征 
值 的 下 述 -…- 般 结果 ， 


4.3.7 定理 (Wey]) 设 态 ，BE MM, 呈 Hermite 矩阵 ， 有 明太 ，B 和 A 十 B 的 诸 特 征管 按 (4.2.1) 
的 递增 顺序 排列 ， 那 么 ， 对 于 使 得 1] 委 六 ss 且 j -上 之 n 十 1 的 每 对 整数 六 有， 有 

heaf 及 十 BB) 所 (A) 十 入 (BY， 
而 对 于 使 得 1<&7， 筷 n 和 j 十 入 十 1 的 每 对 整数 ;，， 有 

AAD TACB) El (A+ BY. 

证 明 : 设 ;，* 是 满足 第 -- 组 条 件 的 已 知 整 数 ， 设 A 二 UACA)U" ,B= 二 VA(B)JV' ， 其 中 ， 
U=[Liwwnw jE M, 和 VV-[v vo jE M, 是 两 矩 阵 ，A(A) 一 diagG CA), ,A CAD EM, 
且 4ACB 一 diagu (0B)，…，A.CB))E M,， 因 而 

A; Aa Fh A 二 
的 秩 至 多 为 n 一 六 及 去 1 十 一 十 和 .1(B)w_ivi1 的 秩 吾 多 为 jn 一 上 k， 而 A, 十 BB 的 秩 至 
多 为 2n--j 一 上 于 情 ， 根据 (4.3.6c)， 4 (有 4 一 太一 (A)， 4.(B 一 B) 一 4(B)， 拥 根据 
(4 3.6b) ，)(A 一 由 十 有 一 如 一 (4 十 且 一 (4 TBD 05 (A+B) =1+4.a(A+B)( 其 
中 下 十 r= 二 且 r 二 2w 一 ) 一 有 ， 舅 外 根据 (4. 3.2) 有 
hl 外 一 起 十 B 一 BD) 所 和 (A 一 六 ) 十 和.(B 一 B,)， 
{其 中 不 二 n}， 因 此 .有 
4) TB)= A 一 AhiB— BI)AA—A+B—B,) 
一 Ant 六 十 B 一 (A 十 BD) 宇 6(A 十 B)， 
这 就 是 要 证 的 第 一 组 不 等 式 ， 第 二 组 不 等 式 可 直接 由 第 一 组 不 等 式 推出 ， 只 需 把 它 应 用 于 一 A 
和 一 B 央 可 . 口 
练习 ” 试 给 出 从 (4. 3.7) 中 的 第 一 组 不 等 式 推导 出 第 二 组 不 等 式 的 详细 证 明 ， 提 示 ; 利用 
(4.3.7) 得 到 和 +- 一 A 一 B) 的 一 个 上 界 ， 然 后 利用 下 面 的 事实 ， 如 果 AE MM 是 Hermite 矩 
阵 ， 则 (一 A)== 一 4% 14), 

作为 这 种 类 型 的 最 后 一 个 结果 、 考 虑 关于 4 十 如 的 特征 值 的 交错 定理 ， 其 中 ， 假 定 4 和 如 

中 的 每 一 个 部 具有 特殊 的 形式 ， 这 个 结果 类 似 于 (4. 3. 4) 中 假定 B 有 秩 1 的 情形 ， 称 之 为 如 过 
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下 阵 的 交错 特征 值 定理 , 
4.3,8 定理 设 4E 导 ,是 给 定 的 Hermite 条 阵 ，wEC" 是 给 定 的 向 有 量 ，aR 是 给 定 的 实数 . 
设 AE AMf, 是 在 和 旁 镶 上 yy 和 a 后 得 到 的 Hermite 第 阵 ， 如 下 所 述 ， 
i TAL.y _ 
A= [2 引 [| 
设 4 和 人 的 特征 值 分 别 用 :和 全 ,} 表示 ， 且 假定 它们 按 递增 顺序 过 和 … 妥 和 和 扫 和 委 … 所 
js 1 排列 ， 那 么 
让 和 (4, 3.9) 
证 上 明 ， 设 k 是 给 定 的 整数 ， 是 ] < 我 们 要 证 明 A 1。 设 了 一 [z 字 ] EC""! ' 
TEC, EEC, EH wo [ww] EC weEr, wecC, 利用 Courant-Fischer 定理 的 
(1 2.12) 可 导出 


. XA 
ART 一 min max 一 一 
Wa EC ET 
Da 
. rx" A 
之 min Imax 一 
i et Fy TT x 
Fla 
De 
= mon max = 
EC PA TT 
二 
关 二 入 的 下 界 ， 利用 (4.2.13). 
~ . x” Ax 
A 一 max min 一 一 
EC Er TI 
了 
. 了 及 于 
所 < max min 二 
5 EC = TT 
FI hE 
Ee 
由 
. XT" Ar 
= TAX inin - = Ap 加 | 


_ ee rer TI 
我 们 已 经 看 到 关于 特征 值 的 交错 定理 的 两 个 例子 ， 如 果 给 某 个 Hermite 矩阵 加 上 一 个 秩 
1Hermite 矩阵 或 者 通过 吉 过 造 出 一 个 新 的 Hermite 矩阵 ,那么 新 旧 矩 阵 的 特征 值 必 定 交 错 . 
关于 它们 的 道 命 题 叉 怎样 呢 ? 如 果 给 定 两 组 交错 的 实数 ， 能 否 造 一 个 Hermite 矩阵 ， 以 及 一 个 
对 它 作 了 适当 修改 的 怎 阵 使 得 它们 分 别 以 这 两 组 交错 实数 为 其 特征 值 呢 ? 回答 是 肯定 的 ， 作 为 
例子 .我 们 给 出 定理 (4. 3. 8) 的 道 定理 . 


4.3,10 定理 设 ? 是 给 定 的 正 整数 ， 日 设 
1 二 2 和 1 186 


悦 
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是 适合 关系 

A El i | 扫 如 A A 
的 两 个 给 定 的 实数 序列 ， 没 下 一 diag (和 ， 和，…， 4,)， 则 存在 实数 a 和 实 向 晤 >ER'， 使 得 
tA， 是 实 对 称 和 矩阵 


< f : 
A=} 了 ?|e M1 CR) 
L 


的 特征 值 集合 
:显然 1 各， 是 贞 的 特征 什 集 合 ， 交 因为 tr 及 二 tT 不 十 我 们 必定 有 站 一 


下 | ] 


tr A—tr A= 2 -2 ， 计 算 和 4 的 特征 多 项 式 p3 (2) 是 容易 的 ， 这 是 因为 


_ 了 一 点 :一 
dettd -de "| 

L 一 ‘tit—ua 
『 了 | > | 《一 全 "| 

= det| | Ee 
[fe — AY liy]i i1i—y ft—aJlo: 1 
rz A 9 

= det ee | 
L 0 yy QA 'y 


=[G- a yuo—Ay yjdetdul —A) 


= | 一 (4.3.11) 
1=1 1 j=l 


我 们 已 经 确定 了 值 ， 因 此 ， 剩 下 要 证 明 的 是 ,个 实数 y, 可 以 由 (4.3.11) 来 人 确定， 使 得 对 
=1,， 2, R11 有 pi) 0. 


定义 名 项 式 
此 十 
fe 下 和 一 5)， 了 的 次 数 二 十 1， (4. 3. 12) 
1 1 
RD 二 [[ G- %.)，g 的 次 数 = (4. 3. 13) 
i—1 


根据 Euclid 算法 ， 一定 有 
Fl) = gD) Fri), 


其 中 ,是 实数 ， 而 r(r) 是 次 数 至 多 为 4 一 1 的 多 项 式 ， 通 过 衣 接 计算 , 求 得 一 3 Sn 


三 a, 另外， 因为 gG10 一 0， 所 以 对 十 上 k=], 2 ny FA) 二 gO (0 一) 十 r(A) 二 70Y 
因此 ， 就 知道 了 多 项 式 xt) 在 个 点 的 值 ， 如 果 插 值 点 4,，…，4, 是 互 不 相同 的 ， 则 x 可 以 
用 Lagrange 插值 公式 明确 写 出 。 在 这 个 假定 下 ，g (1) 只 有 单 根 ， 因 而 ， 关 于 r(z) 的 Lagrange 
揪 值 公式 是 

r(i) = 2 f0, ) PDCA et ] 
于 是 ， 


1D _ ri) _ fA) 1 
gD Tg te 2 By fA 
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因为 ， 对 所 有 下 二 1，2， ,#4 十 1 ， 了 (和) 二 0， 就 必定 有 


hn DA 1 0 hlsndl. 4.3. 14) 


我 们 看 氏 ， 如 时 对 i 二 上 1 或 有 i 二 A,。 则 相应 的 项 1/(z -4,) 有 零 系 数 ， 因 而 在 1 二 时 不 
会 有 奇 红 性， 如果 半 i 一]，…， nn， 可 以 命 浊 二 一 A)7g (4.)， 都 么 (4.3.11) 保 证 pi (i) 一 
0， 寺 是 就 定 成 了 证 明 ， 因 此 我 们 必须 证 明 ，FGayAg ti 和 0 一 1，2，…，7 而 现在 该 用 
变 错 性 假设 了 ， 利 用 六 让 和 g(t) 的 定义 及 交错 假设 ， 得 知 


LE] 
fa = TD 一 六， 
? 上 


gt= "Ea ml, 
因而 了 040) 和 gg"(4,) 总 有 相反 的 符号 . 

不 难 修改 上 述 论证 以 适用 于 有 些 4, 项 相等 的 情形 ， 例 如 ， 妈 从 对 某 个 上 守 2， 有 一 和 一 
2 中 的 项 式 g (由 有 因 于 G4 一 了) (一 4 1; 
{4.3.13) 中 的 事项 式 gC 人 有 因子 一 .0*:， 吓 吉 悦 好 是 4 作为 关门 的 零点 的 重 数 ， 内 此 ， 可 以 
用 一 40 除了 )，8 (四 和 ri) 来 修改 这 全 一 个 多 项 式 ， 修 改 后 的 多 项 式 gr) 将 以 1 和 作为 其 
单 重 等 点 ， 如 果 继 续 用 这 种 办 法 肥 消 g (1) 的 所 有 重 根 ， 则 证 明生 以 如 前 继续 下 去 ， 且 结论 是 
相同 的 . 门 

上 述 各 个 结 失 讨论 了 在 :个 Hermite 矩阵 旁 * 馈 ”上 新 的 最 后 一 行 和 最 后 :- 列 的 情形 ， 但 是 
这 也 可 看 成 是 给 出 了 当 把 :个 Hermite 矩阵 的 最 后 - 行 和 最 后 一 列 划 去 后 其 特征 值 的 变化 信 
上 县， 当然 最 后 一 行 或 一 列 并 没什么 特殊 的 ， 在 (4. 3.8) 中 ， 如 果 划 去 矩阵 肌 的 第 ; 行 和 第 i 列 ， 
调 不 是 第 tx 1 1) 行 和 (az 十 1) 列 ， 那 么 在 证 朋 中 ， 只 是 使 , 变 成 ， 并 用 得 到 相同 的 交错 不 等 
式 组 (4 3. 9). 

把 定理 (4 3.8) 与 (4.3.10) 合 在 一起 就 说 明 ， 交 错 不 等 式 组 (4. 3.9) 是 Hermite 虐 阵 的 诸 特 
征 值 与 它 的 任 一 a 一 1 阶 主子 短 阵 的 诸 特 征 值 之 间 的 机 互 关系 的 一 个 完整 的 描述 ， 如 果 同 时 考 
虑 所 的 所 有 ?> 个 (2 一 De- 1) 主子 系 阵 ， 那 么 还 可 以 少 说 几 句 ， 设 4 表示 划 去 4 的 第 j 行 和 
第 j 询 后 得 到 的 主子 卸 阵 ，j=1，2，…，n， 用 设 太 和 及, 的 诸 特 征 值 按 递增 硕 序 排列 ， 对 于 
每 个 1 一 1，2,…， 7 一 1， 有 


max Ai( 六 ,) 守 
lin 


Pe 


31 A) + aA) 


n 


a 


min 4.(A) < A) 十 了 CA， 
和 
max A 1 (A,) — min aCA,) 之 () [A A) Oo A CA). 
如 果 和 的 所 有 特征 值 非 负 ， 即 如 果 4 是 半 平 定 些 阵 ， 那么 由 这 三 个 不 等 式 中 的 第 -- 个 推出 ， 
至 少 有 一 个 主子 答 阵 A,， 可 使 


L188] 


、 | 
A (A,} 六 


因此 ， 半 正定 Hermite 十 隆 的 年 个 十 子 短 阵 的 谱 半 和 会 “很 小 ”. 

人 们 可 能 希望 从 … 让 关 下 生 有 直下 和 应 的 列 ， 祭 下 的 定 阵 是 原 和 矩阵 的 
一 个 主子 第 阵 ， 下 述 结果 可 以 遂 过 重复 应 用 交错 不 等 式 组 (4. 3.9) 来 得 到 ， 但 是 从 Courant- 
Fischer 定理 卫 接 证 明 这 个 论断 也 一 样 容易 ， 有 时 称 这 个 结果 鸭 包 伟 原 理 ， 
4.3.15 定理 设 4E 导 是 Hermite 和 矩阵 ，r> 基 整数 ，1sr 委 9， 又 役 4 表示 (从 A 申 划 去 一 
r 行 和 相应 的 上 > 列 后 得 到 的 )4 的 任 -……rxr 主 子 矩阵 ， 则 对 于 使 1 入 r 的 每 个 整数 上 ， 有 

189| AD) AA ) si A AY), 

证 明 : 假定 A,EM, 是 从 到 中 划 去 训 、…， i , 行 和 相应 的 诸 列 后 得 到 的 ， 且 设 1 所 用 7 

利用 (4.2,12) 可 导出 


. 了 
4 一 maif max 二 ， 
eC rer TA 
1 a 
~ . Ar 
实 min max 一 
0 EE 2 [il 之 这 
Mr 
人 
， A 
一 min max 2 = tA,). 
Eo EE » 


假定 1 所 k 夸 r， 再 利用 (4. 2. 13) 可 时 出 


. 1 Ar 
如 LA 一 max min : 
a ED ra 2 
7- Hl 
tr'Ar 
EE max min 
| rz Er Tt 
2 1 a 1 
rlr re 
a 
"A 
YY 
= max min i A) 口 
Le J 


定理 (4. 3. 15) 的 下 述 简 单 推论 称 为 poincere 分 离 定 理 ， 它 可 以 应 用 于 ( 像 量 子 力学 ) 那 样 的 
场合 ， 蛮 那里 人 们 有 关于 内 积 u* Au, 方面 的 信息 . 


4.3.16 推论 设 4EM, 是 Hermite 拭 阵 ， r 是 适合 1 世 r 之 的 某 个 整数 ， 设 wj ，-…'， uC 
其 + 个 给 定 的 单位 正 交 向 量 ， 设 B. 三 [wr Au,]E MM， 如 果 及 入， 的 诸 特 征 值 按 递 增 顺 序 
(4. 2, 1) 排 列 ， 则 有 
和 (4. 3. ]7) 
证 天 :; 如 果 <n， 男 选 4 一 r 个 向 量 4,;，*…，w, 使 得 fi i 是 标 
准 正 交 组 ， 设 如 = fu，"…，w,}€M， 和 矩阵 UU 是 西 和 阵 ，U* AU 与 入 有 相同 的 特征 值 ， 而 已 
J99]。 知 答 阵 B, 是 划 去 最 后 % 一 x 行 和 列 后 得 到 的 U* AU 的 主子 矩阵 ， 现 在 ， 论 断 可 从 (4. 3.15) 得 
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出 ， 口 ] 
在 上 述 结 果 中 ， 目 阵 吾 乓 邮 . 可 以 写成 U* AU， 其 中 UE M,, 是 有 r+ 个 单位 正 交 列 的 矩阵 ， 
因为 tr B, 一 (B80 十 十 4,(B,)， 所 以 ， 下 述 极 值 特征 可 以 通过 要 加 不 等 式 (4. 3. 17) 来 得 到 


4.3.18 推论 设 六 EM 是 Hermite 矩阵 ,r+ 是 适合 1 所 7r 这 nn 的 某 个 整数 ， 那 么 


A 二 二 机 A 二 min 让 可 AD， | (4. 3.19) 
HDG=IEM -UU C. M,,, 
十) max AU (4. 3. 20) 


如 果 上 的 诸 列 选 为 A 的 > 个 最 小 特征 值 的 要 应 单位 正 交 向 量 ， 则 (4. 3. 19) 中 等 式 成 立 ， 
类 似 的 选择 推出 (4. 3. 20) 的 等 式 成 立 ， 这 两 个 不 等 式 可 以 看 作 Rayleigh-Ritz 定理 (4.2, 2) 的 推 
广 ， 它 们 可 以 用 来 证 明 许 多 其 他 有 意义 的 不 等 式 

有 了 时， 我 们 知道 二 次 增 r" Ax 在 一 个 子 空间 土 的 变化 范围 ， 把 Courant-Fischer 定理 用 于 
这 种 情 炬 僵 可 以 给 出 A 的 诸 特 征 值 的 界 ， 
4.3,21 定理 设 AEiM, 是 Hermite 处 阵 . 上 是 适合 1h&n 的 某 个 整数 ， 设 4 的 赌 特征 值 按 
递增 顺序 4, 2, 1) 排 列 ， 有 目 设 5; 是 C" 的 某 个 二 维 子 空间 .如 果 存 在 常数 c,， 使 得 对 所 有 zxE 
有 Xx'Ar 之 czr7， 则 入 写 加 -| 宇 实 A .1 人 cz， 如 果 存 在 常数 r ， 使 得 对 所 有 ES 有 


"ATS rr, 则 1 


证 阴 : 设 w，…，w, ,是 张 成 S 去 的 z -二 个 单位 正 交 间 量 ， 利 用 (4. 2. 13) 可 导出 


， Ar * Ar 
Cr TAN = 一 了 II 一 
FE i 匡 和 
ES 1 -上 
max min Ar = Atlle (4. 3. 22) 
ww EC 人 + 


"Ax 
i max = max 7 
sz i | 全 “人 
ES Te 
， "Ar 
从 ml max OA 
et 0 Lt 


ss 


4.3,23 推论 ”如果 和 EM 是 Hermite 答 阵 ， 且 对 站 维 子 空间 的 所 有 向 遇 了 有 x' Ar 关 0， 则 
太 至 少 有 点 个 非 人 负 特 征 值 ， 恕 果 对 点 维 子 空间 的 所 有 非 零 向 量 有 zz* Ar>0， 则 4 至 少 有 上 个 
正 特征 值 . 

证 明 ， 第 一 个 论断 可 由 上 述 定理 推出 ， 只 需 取 ce 二 0、 如 果 .1 一 0， 则 不 等 式 (4. 3. 22) 
说 明 


< 
， 二 
0 = min = mminy Ar 
I#0 zz=1 
7 二 和 


但 $ 是 有 限 维 的 ， 所 以 集 呈 ={7E 5,: x7=1) 是 紧 集 [ 见 (5.5.6)]， 因 而 连续 函数 xz* Ax 对 
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革 个 满足 并 的 力 生 呈 达到 它 在 卫 上 上 的 概 小 值 ; 特别 是 mm 天 0， 然 而 ， 必 和 rm 一 0， 这 与 

当 rES 且 zx 了 0 时 有 x' Az>0 的 假设 相 予 盾 . 口 
Hermite 逢 阵 的 讲 特 征 值 和 诸 主 对 前 元 都 是 实数 ， 且 诸 特 征 信 之 利 与 庶 对 角 元 之 积 ( 迹 ;, 相 

同 ， 诸 主 对 角 元 和 诸 特征 值 问 的 明确 关系 可 用 优化 概念 给 出 . 

4,3,24 定义 设 e 一 [aER 和 8=[8]ER" 已 知 ， 如 果 对 所 有 上 二]，2. …,， #1， 


mi D8, :和 min{ Do rl 和 
?=| 


目 当 k= 时 等 式 成 立 ， 则 称 向 攻 有 优化 向 儿 <. 如 果 按 递增 顺序 a, 所 a 裤 …… 扫 g ，B 所 
B 挟 … 苹 8。 排列 和 有 的 各 元 素 ， 则 定义 的 不 等 式 组 可 以 表达 成 等 价 的 形式 


DB 尖 Da, ， (4. 3. 25) 

它 对 所 有 不 二 1，2，…， nn 成 六， A 

因此 ， 实 向 量 8 优化 实 向 量 a。， 是 指 对 天 一 1 ，2，…，n 一 1，B 的 上 个 最 小 元 素 之 和 大 十 或 
等 于 a 的 上 个 最 小 元 素 之 和 ， 且 8 与 a 的 各 元 来 之 条 对 应 指出 的 是 ， 可 以 任意 改变 8 与 a 
各 元 素 的 顺序 、 而 不 影响 8 是 否 优 化 a. 

优化 概念 是 在 短 阵 理论 的 许多 场合 中 作为 两 个 实数 集 间 的 确定 关系 产生 出 来 的 重要 概念 . 
这 种 情形 的 一 个 例子 是 下 述 Sehur 定理 (1923). 
4.3.26 定理 设 4EM. 是 Hermite 和 矩阵 ， 则 4 的 请 对 角 苑 组 成 的 向 量 优化 各 的 诸 特 征 值 组 
成 的 向 量 . 

证 明 : 证 明 是 对 维 数 作 归纳 法 ， 对 w»*= 二 1， 没 有 什么 可 证 的 ， 所 以 ， 假定 结论 对 所 有 尼 志 
?一 1 维 Hermite 矩阵 成 立 ， 设 A=[e EM, 是 给 定 的 Hermite 矩阵 ， 目 设 A1 EM | 是 划 去 
对 应 于 4 的 最 大 对 角 元 的 行 和 列 后 得 到 的 4 的 主 f 拭 阵 ， 谍 让 志 … 坟 入 是 上 的 有 序 特 征 值 ， 


村 二 A 1 是 A 的 有 六 特征 值 ， 且 没 4 ,所 a 过 介 扫 和， 是 诸 对 角 元 按 递 增 顺 序 的 重 排 。 根 
据 归 钠 假 定 ， 对 所 有 =1,…, nn 一 1， 有 
2 ,之 Di 


因为 交错 性 [定理 (4. 3.8)]， 还 有 
和 


因而 ， 对 所 有 上 天 一 1， 2，…，7F 一 ]， 有 


内 此 


义 因为 迹 是 所 有 特征 值 的 和 ， 所 以 等 等 式 对 二 成 立 
优化 概念 也 可 以 用 来 表示 和 矩阵 之 和 的 庄 特 征 值 与 其 被 加 给 阵 的 诸 特 征 值 间 的 关系 . 
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4.3.27 定理 没 A，BEiM, 是 Hermire 捧 阵 ， 没 ACA) 一 TACA)|，ACB) 二 [AAB)1 和 有 (有 A& 十 
By 二 [3,(A 十 B)j 表 示 R”* 中 的 列 向 量 ， 它 们 的 诸 分 量 各 是 按 递 增 硕 序 (4. 2. 1} 排 列 的 A，B 和 
起 十 B 的 请 特征 值 ， 则 向 量 4(4& 十 B) 优 化 向 量 AA) 十 A408B). 
证 明 : 对 任意 站 一 ]1， 2 “ys hs 利用 (4. 3. 18? 可 时 出 
SAATB= min tr (4 十 BDI)U 


一 min frT AL 二 trIL BU) 


LE 
min trU"AUT min trU’*BU 
Dt UU LIE M, 


一 > CA) 十 > (B) 一 -2 (4) 十 1.(B))， 


因为 trcA 二 BY 二 tr A 十 tr 日， 对 于 hn 等 式 成 立 ， [| 
我 们 已 经 说 过 ， 优 化 是 Hermite 矩阵 的 诸 主 对 角 元 与 它 的 诸 特征 值 问 的 一 个 确定 的 关系 ， 
们 是 ， 在 54. 3, 26) 中 只 是 建立 起 这 种 关 对 的 一 半 ， 为 了 证 明 另 一 半 ， 需 要 下 面 的 枝 巧 性 引 理 ， 


43.28 引 理 设 m?2， 肌 设 o 委 mw 委 … 委 ww 和 有 雪 凡 过 … 扫 及 是 给 定 的 实数 ， 如 果 向 量 f= 
[8 优化 问 基 一 [ee ]， 则 存在 #--1 个 实数 y,，…。，y, 1!， 使 得 
1 
儿 使 得 8 = 二 [B81] ER* 优化 7=[y ER 
证 明 : 如 果 n= 二 2， 则 有 | < Ba 十 ai 二 记 直 六， 或 
人 二 一) 十 度 全 启 实 六 
所 以 ，w 夸 志 访 gs， 因 而 可 以 选取 yy 一 记 且 适 合 所 述 条 件 ， 现 在 假定 ;之 2?、 且 设 4={ 人 [8 ，…， 
2 TCR 表 必 用 不 等 式 组 


4 (4. 3, 20a) 
上 由 
DE DB: k=12,.n—2 (4. 3. 29b) 
i—!l | 


定义 的 点 集 . 因为 8 优化 w， 所 以 点 8=a 一 [gy ，…，o1] 总 在 4A 中， 因而 集 4 一 定 不 空 A 最 
然 是 有 界 闭 集 ， 引 容易 看 出 它 是 态 集 ， 如 扶 二 E61 ，…， 1] EA， 册 定义 f(8) 二 全 十 训 十 … 
十 注意， 二 十 十 gs 1 所 名 十 … 十 镶 -,， 如 果 能 够 证 明 有 菜 个 EA 使 6) 实 
后 十 局--1， 则 很 据 & 的 证 竹 ， 对 所 有 1E[0，1], 将 有 到 十 (1 一 上 8EA， 并 且 gf 二 六 下 十 
(1 一 6) 将 是 适合 
g(0) 闵 记 十 和 … 十 Bi 和 (1) 
的 连续 羡 数 ， 由 此 可 以 得 出 ， 对 某 个 Ef0, 1]， 有 g(80)= 忆 十 一 十 Bj 点 y 一 [7 一 06 十 
人 一 右 志 将 适合 所 述 条 件 . 
因为 所 ，) 是 紧 集 4 上 的 连续 函数 ， 所 以 存在 点 3E4， 使 得 

max /06) = f08). (4. 3. 30) 

我 们 要 证 明 1 人 之 B 十 … 十 B- 1:， 极 大 值 点 5E 4 适合 不 等 式 组 (4. 3. 29a 和 D)， 岗 而 
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FE akil， 让 二 1.23 一]; (4. 3. 31a) 


此 友 
> 人 二 有， 一 12 一 2 《4. 3, 31b) 
:=] 1 二 ] 


如 果 整 个 不 等 式 组 (4. 3, 31b? 是 严格 的 ， 且 不 等 式 组 (4, 3, 31a) 中 至 少 有 一 个 不 是 等 式 ， 则 
6 至 少 有 一 个 分 量 还 可 以 增 大 以 使 (3) 的 值 相应 增 大 .因为 这 与 极 值 性 质 (4. 3. 30? 相 有 矛盾， 所 
以 得 出 所 有 不 等 式 (4. 3. 31a) 必 须 都 是 等 式 , =[as， qs， ao] ， 因 而 f (8) 二 0 十 … 十 @, 一 
Cmteast eo) 二 
入 一 重 宇 有 十 十 BB ，!， 这 下 是 我 们 想 划 证 明 的 ， 

如 果 不 等 式 组 (4. 3, 31b) 不 都 是 严格 和 的， 则 至 少 有 上 上 的 一 个 从 使 等 式 成 立 ， 设 + 表示 这 种 上 
值 中 最 大 的 一 个 ， 于 是 


ys DB, hortlm,n—2, 
根据 看 上 一 段 中 相同 的 论证 ， 对 外 =7 十 1，…，n1， 必 定 有 总 ==5&, 1/， 因 此 ， 
二 (全 十 十 7 十 全 1 十 十 Bj》 
二 CB 十 一 十 忆 ) 《Cay 十 十 a) 
一 (让 十 委 十 及 十 (十 十 的 一 (十 当 十 er 一 (十 十 B1) 
三 ( 遍 十 十 Be 十 CB 十 司 十 局 ) 一 Ca 十 十 gm 一 (By 十 一 十 B31) 
二 (入 十 十 局 1) 十 [有 BR 十 二 BB) 一 (十 十 go)] 十 CB 十 "十 忆 ) 
一 (Bi 十 … 十 所-1) 
全 (BB BB | BB 
衬 负 十 十 B 1. 口 
我 们 现在 可 以 证 明 (4, 3, 26) 的 道 合 题 了，- 


4.3.32 定理 设 ?之 1， 且 没 抽 过 o 委 和 … 委 al 和 ss 扫 和 … 委 是 给 定 的 实数 ， 如 果 向 量 “= 
Fe ,优化 向 量 4 一 [LA ]， 则 有 实 对 称 矩 阵 A=[a,]E M,(R)， 使 得 a 一 a, 对 i 一 1，2，…，n 成 
立 ， 且 使 得 {4,} 是 A 的 特征 值 集 合 . 

证 明 : 对 w 一 1， 论断 显然 成 立 ， 假 设 对 全 多 有 "一 1 个 元 素 的 所 有 这 些 向 量 a 和 六， 论断 
已 经 证 朋 ， 根 据 引 理 ， 存 在 实数 yi 志 y; 所 … 志 7_1， 使 得 

|] Ad 

且 使 一 Fo …， oo 1]! 优化 7 一 [yy] ER*"!， 根 据 归纳 假定 ， 存 在 实 对 称 矩 阵 B 一 [6,]E 
M,-,， 使 得 {y;} 是 B 的 特征 值 集合 ， 且 对 j 王 1，2，…，n 一 1 有 5, 一 a,， 如 果 = diag(y， 
Ye (RY)， 则 存在 实 开交 租 阵 QE MM , (有 好) 使 得 BB 二 QrQT， 根据 定理 
(4 3. 10) ， 存 在 实 对 称 和 矩阵 


_ DT vy 
A=| T Je Mca, YE 有 站 和 于， 
J 位 


Hermite 看 隆 和 对 藉 存 阵 14i 


它 有 特征 值 (4,;。 如 果 令 


TQ oTQ’ 0 QQ Q1 B Qy 有 

‘=| A 小 LeQy a |- -(Qy) a | 86 
则 和 站 有 特征 和 值 14,}， 且 有 主 对 角 7E 4;， 中 > 但 是 ， 根据 优 玫 条 件 ， tr 六 二 二: 
二 1 十 g 二 入 十 -20 王 十 二， 因而 a 二 a 时 A 有 符合 要 求 的 对 角 元 . 门 


上 述 结果 不 仪 完 成 了 涉及 TIermite 矩阵 的 诸 主 对 角 元 各 诸 特 征 值 间 的 关系 的 推理 过 程 ， 而 
且 能 够 解释 优化 关系 自身 的 几何 意义 ， 双 随机 上 矩阵 4E M, 有 w: 个 非 负 元 ， 且 每 行 和 每 列 的 诸 
元 之 种 是 十 1，Brikhoff 定理 (8.7. 1) 保 证 每 个 双 随 机 矩阵 是 有 限 密 个 置换 垂 阵 的 一 个 寻 组合， 
反之 亦 然 . 
4.3.33 定理 设 a 一 [w]ER' 和 8=[8JER 是 两 个 给 定 的 实 向 量 ， 则 下 列 条 付 等 价 ， 

(a) 有 优化 as 

(b) 存在 双 随 机 矩阵 SE HM 使 得 8 二 Sa;s 


CO BE {pa 上 基 中 1 裤 凡 二 所 起头 0 2 记 一 1 而 cs ER 是 个 向 划 , 它 的 诸 分 
量 是 已 知 回 基 a 的 诸 分 量 的 某 个 置换 . 

证 明 : 如 果 假 定 (a) 成 立 ， 则 根据 (4. 3. 32)， 存 在 有 主 对 角 元 嫩 二 B 和 特征 值 ,(B) 一 w 
的 实 对 称 矩 阵 ， 根 据 谱 定理 ， 有 本 (甚至 实 正 交 ) 插 阵 CT 一 La CM 使 得 8B 一 UADU* ， 其 小 A 
diag(lom ，"…， oa)， 而 考察 B 的 诸 永 对 角 元 可 知 P 二 Sa、 其 中 $= 7s EM 是 由 3 一 | 二 | 
给 定 的 .因为 世 的 每 行 和 每 列 是 单位 向 量 ， 这 个 S 的 每 个 行 和 及 每 个 列 和 都 等 于 1， 所 以 $S 是 
双 随 机 算 阵 ( 称 这 个 特殊 形式 的 矩阵 为 正 交 随机 上 矩阵 1}， 这 就 证 明了 (a) 萤 洱 (b). 

(by 蕴涵 (ta) 的 证 明和 在 本 节 末 的 习题 9 中 概述 . 

如 是 假 定 (B) 成 立 ， 则 Birkholf 定理 (8,7, 了 说 明 ， 


下 


、 
S= pr， 其 中 p00， >ip 一 1， 
"=] i=] 
而 每 个 P, 是 置换 矩阵 ， 因 此， 


和 ™Y 
B= ~ opPe™ Dpe,, 其 中 了 ao， 
这 个 恒等式 也 证 明了 道理 涵 关系 ， 197 
这 样 -- 来 ， 由 某 个 向 景 8=[ 疡 ，… Bj" 优化 的 所 有 向 基 a= 二 Tm， …， a,] 组 城 的 集合 ， 
下 以 先 计 算出 1 个 问 基 然后 作 这 些 向 量 的 同 包 来 得 到， 而 这 ! 个 向 量 赴 采用 图 挽 8 向 量 的 
个 分 量 的 办 法 得 来 的 (当然 ， 如 果 诸 项 吕 椒 全 不 同 ， 则 这 些 向 基 也 椒 全 不 同 ). 
附注 虽然 一 至 发 同 优化 这 一 基本 概念 是 报 重 要 的 ， 但 采用 的 记号 常 不 一 致 ， 有 些 作 
者 用 (1 3.25) 中 的 反 向 不 车 式 定 义 华 化 ， 了 而 有 些 作 者 定义 优化 是 接 递 减 顺 序 排列 两 个 
集合 ， 因此 ， 当 人大 们 从 不同 的 文献 中 采用 或 引用 有 关 优 化 前 站 林 时 ， 一 定 要 局 加 小 
心 ， 套 看 习题 11 中 促使 我 们 选择 优 北 定义 的 理由 . 


be 
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习题 

1. 我 们 知道 ， 和 矩阵 4E M4 的 谱 半 径 是 数值 

pCA) = max{ | ACA) |}. 
设 A，BE M, 是 Hermite 矩阵 ， 试 用 Weyl 定理 (4. 3. 1) 证 明 
和 昌 ) 二 加 (4 十 吾 ) 一 和 (4) 迄 和 (8B)， 
因而 ， 对 所 有 上 =1，2，.…, 7 有 
| CA BB) 一 (CA) | p(B), 

这 是 关于 Hermite 矩阵 的 特征 值 的 扰动 定理 [ 奢 看 (6. 3)] 的 一 个 简单 例子 . 

2. 试 说 明 仅 利用 定理 (4. 3, 4) 证 明 中 所 导出 的 第 -组 不 等 式 如 何 得 到 定理 中 所 确定 的 所 有 
不 等 式 ， 提 示 ; A=(Atxze' ) 干 ze*， 

3， 详 细 证 明 (4, 3. 6b) 等 价 于 (4,. 3, 6a)， 

41, Wey| 定理 (4 3. 7) 的 证 明 中 只 用 到 了 不 等 式 和 (4 十 B)3i (AI)， 其 中 吾 至 多 有 特 ，， 
证 明 这 个 不 等 式 无 须 利用 Courant Fischer 定理 ， 而 是 用 需要 提供 详细 论述 的 下 述 沦 断 ， 假 定 
B=B yy 十 + Bywy*， 并 且 设 A 二 UAU* ， 其 中 如 二 [uo…wj] 是 西 捧 阵 ， 则 存在 7 十 1 个 纯 
量 a,,， a- 1，"…，ar， 使 得 对 所 有 i 二 1，2，…、y， 问 量 一 os， ,十 … 十 wi, 适合 上 
yy 县 x 二 | a | 二 十 ;1a 1: 二 1， 于 是 


A 一 BE (A. Be ~ 5 lo lh > .AY. 


5， 试 应 用 定理 (4. 3. 8)n 一 + 次 来 证 明定 理 . 3 15). 

6， 试 说明 ， 如 果 入 和 日 不 是 Hermite 拭 源 ， 则 玉 eyl 的 简单 不 等 式 组 不 一 定 成 立 ， 提 示 : 
考点 4=| ，，| 惠 -| "| 

D0 0 1 9 

7 如 果 4，BE 册 是 Hermite 矩阵 .它们 的 特征 值 按 递 增 顺 序 排列 ， 又 如 果 1 
证 明 CA | 8) 大 minfA CA 0B)， i 二 j= 上 十 

8， 斌 对 定理 (4. 3. 10) 的 证 明 中 有 相间 项 4, 的 情形 给 出 详细 说 明 ， 提 示 : 如 果 久 是 g()= 
0 的 上 重 根 ， 上 之 2， 让 明 ， 在 得 到 的 C4. 3.14) 中 ，(4.3.14) 的 分 由 中 的 gC) 的 因 式 (一 4 ， 
可 消去 (4. 3. 14) 的 分 子 中 (的 因 式 C1- 和 4 并 

9 设 S=[s, EM 是 并 随机 什 阵 (8. 7)，.r€ R" 是 实 疝 县、 证明 5, 优化 zx， 提示 : 设 y= 
S,， 内 要 对 训 生 下 生 与 之 碟 x 的 情形 证 明 就 可 以 了 ， 因 为 如 果 不 是 这 样 ， 就 可 以 对 适 


当 的 置换 抑 隆 P 和 久 来 与 虑 Py 和 Qe; 而 PrSQr 仍 是 双 随机 矩阵 ， 没 ww” y\ ,于 是 ， 
0 过 1， BD A -一 一 肯 ， 证 明 


人 n 
D3 —2)= DE 
1 1 1 2 一 | 


P| 


EE 
= wm) Yt Cr, - x). 
| 


1 
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10. 用 下 述 思路 给 出 定理 (二 3. 26) 的 男 一 个 证 明 ; 若 A=[ay ]€ MM, 是 Hermite 矩阵 ， 则 
A=UAU" ， 其 中 U=Lu,]EM, 是 更 短 阵 ， A 二 djag(h， *…， 4h) 是 实 对 角 和 矩阵 ， 设 a=[an， 
dsr "am " 是 由 A 的 主 对 角 元 组 成 的 癌 量 ， 月 .c= 二 [ 和 各， …，A,j]'， 证 明 a 一 Px， 其 中 
P= 二 [pj 一 [ | #1 Jj， 证 明 PP 足 双 随 机 第 阵 ， 然 后 利 几 习 题 9. 

il, 设 x=[xs | 和 3 一 Ly ，…，y] 是 两 个 给 定 的 非 负 实 向 量 ， 愉 假定 y 优 化 x. 
证 明 yy ry, 守 a…r， 提 示 : 利用 (4. 3. 32) 攀 造 一 个 实 对 称 年 阵 A 一 [a, ]€ MM, (RYy， 其 中 主 对 第 
元 4, 三 y,， 而 特征 值 4.CA)=x,， 则 Hadamard 不 等 式 (7. 8. 1) 是 指 el ae 之 det A= 

附注 这 就 是 促使 我 们 选择 优化 定义 (4,3. 24) 的 理由 ， 如 果 有 人 选择 与 (4.3.24) 中 的 

不 等 式 相 反 的 方向 ， 则 所 得 站 论 与 习题 11 中 的 不 等 式 租 所， 即 ， 如 果 在 这 修理 义 下 

优化 "rz， 则 y, 前 夹 积 小 于 工 ,的 乘积 .我 们 喜欢 的 定义 形式 是 ， 来 积 不 等 式 的 走向 

与 优化 的 方 商 相同 ， 

12, 设 AEM, 是 具有 下 特征 值 0 和 筷 开 4, 的 Hermite 年 阵 ， 丸 设 1 才 rsn 是 一 个 
给 定 的 整数 ， 用 习 如 11 让 明 

AAs A = minta? RCR Aws} (uw Au,), 
其 中 棋 小 取 迪 所 有 标准 正 交 组 {和 ， 妇 ，…，a CC 说明 为 什么 这 个 结果 可 以 相继 看 作 
(4. 3. 19) 的 乘法 模拟 ，Hadamard 不 等 式 (7.8.1) 的 推广 ， 联 系 Rayleigh-Ritz 定理 (4. ?2,2) 与 
Hadamard 不 等 式 的 不 等 忒 系列， 提示: 情形 "= 一 * 是 (7.8.1)， 情 形 vr 一 1 是 什么 ? 若 2sy 袜 
n， 用 (4.3.19) 证 明 ， 向 好 Lu Am Aws，…， 4 Aus] 优化 向 基 [pw，…，jpo]"， 其 中 ， 
对 所 有 i 二 1 2， 7 一 1 pg 一 A， 痢 
二 


| 


上 
tio 
to 


然后 州 习题 11 让 明 A jw A 妆 [la Aa, , 


13. 设 A=[a,]€ MM, 是 具有 非 负 特征 值 0 和 1 和 和 各 … 捞 4, 的 Hermite 矩阵 证明， 对 每 
个 r 一 1，2，…，m， 乘积 六 小 于 或 等 于 A 的 > 个 最 小 主 对 角 抑 之 乘积 . 

14， 如 果 A ，BE MM 是 Hermite 矩阵 ，4- 日 具有 唯一 非 负 特征 值 ， 证 明 对 所 有 ;=1， 
2，…，n 有 1 (47 有)， 

15. 试用 (4. 3 18) 证 明 (f+. 3. 26)， 提示: 昨 冒 换 逢 阵 调整 4 一 [oo ] 使 oh 过 ao 袜 …… 雪 训 
然后 服 1 三 [Lee 和 ep] 和 EM ， 并 芋 证 明和 (4 十 十 At 六 AU 一 | ta, - 

16. 假定 AE MM 是 Hermite 矩阵 ， 设 生 过 <1 是 A 的 特征 值 ， 而 1 二 … 祥 ,是 
(1 关 ( 一 1 主子 十 阵 4 的 特征 值 ， 让 明 

A 

这 些 训 错 不 等 虑 党 归功 于 Cauchy, 同时 证 明 这 些 不 等 式 草 洱 ( 土 3. 15) 中 的 诸 不 等 式 ， 提 示 
利用 (1.3.8) 或 (4. 3. 15). 

17. 如 果 和 一 [ae EM. 是 Hermite 矩阵 ， 是 对 某 个 i，&, 一 3,、 证 明 ， 半 所 有 上 二 1] ，2， 
有 a 二 0; 和 如果, 二 如 ， 则 也 有 类 似 的 结论 ， 提 示 : 对 mn>2 采用 直接 计 
算 ， 然后 应 用 交错 性 使 可 证 明 结 论 ， 200 
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18. 设 AEM, 是 Hermite 矩阵 且 设 a 一 det A(1， 2，…，i)，i 一 1，2，…，1 著 4 是 
非 奇 异 的 ， 证 明 A 的 非 负 特征 值 的 个 数 等 于 序列 二 1， a a， ， a 中正 负 号 的 变化 次 数 ， 
特别 地 ， 若 这 些 主子 式 都 是 正 的 ， 则 4 就 不 会 有 负 特 征 值 ， 如 果 某 个 a& 一 0， 会 出 卉 什么 情 
形 ? 提示 : 利用 交错 性 ， 

19. 设 和 A 二 [Las 1€ MM 是 正规 知 阵 ， 诈 明 ， 若 妨 有 “小 " 列 或 行 则 及 一 定 有 “小 "特征 值 . 
说 得 更 明确 些 ， 设 4 的 诸 特征 值 的 绝对 值 的 平方 { | 4, | i 二 1，…，w} 按 非 减 顺序 排 和 史 ， 开 
且 用 如 所 下 委 下 安安 下 表示 所 得 到 的 有 序 值 ， 设 各 行 (或 各 列 ) 元 素 的 绝对 值 的 平方 和 的 平方 根 


发 Y， | ae 1 按 非 减 顺序 排列 ， 并 且 用 Ri 和 Rs 所 … 才 RR, 表示 所 得 到 的 有 序 值 ， 证 明 


上 A 

DR 其 中 = 1 

:1 :一 1 
一 个 类 似 的 上 界 可 用 列 平 方 和 表示 ， 提 示 : 数 基 ww 是 Hermite 矩阵 AA' 的 特征 信 ，AA' 的 诸 
主 对 前 元 是 什么 ? 用 优化 和 定理 (4. 3.26)， 关 于 列 奇 丰 等 式 可 关 虑 A' A. 

进一步 阅读 关于 优化 的 另外 信息 可 参看 [MOI]， 在 定理 (4. 3. 10) 下 面 提 到 了 诸 主 子 外 阵 

的 特征 值 间 的 一 般 交 错 不 等 式 组 ， 有 关 的 讨论 可 参看 CR. Johnson and H. A. Robinson, 
“Figenvalue Inequalities for Principal Submatrices, "Lin. Alg. Appl. 37(1981)，11-22. 习题 4 
中 概述 的 论断 的 原始 证 明 可 参看 H. Weyl, “Pas asymptotische Verteilungsgesetz der 
Eigenwerte linearer partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Thecrie der 
Hohlraumstrabhlung, "Math. Annaten 71 (1912) .441ff. ， 在 文献 的 444-445( 页 ?可 看 到 其 引 理 
的 证 明 、，Weyl 用 积分 方程 叙述 并 证 明了 他 的 结果 ,但 把 它 转 化 成 线性 代数 的 形式 是 直接 的 . 


4.4 复 对 称 矩 阵 


撼 阵 AE IM, 是 对 称 的 ， 是 指 4 一 A7， 在 许多 场合 ， 所 人 饶 究 的 对 称 矩 阵 只 有 实 元 素 ， 因 而 
它们 是 实 Hermite 矩阵 ， 并 且 本 章 迄 邻 所 讨论 的 全 部 结果 都 过 用 于 这 些 算 阵 ， 

但 是 ， 在 有 些 情形 ， 我 们 要 与 复 对 称 短 阵 打 交道 ， 一 个 例子 是 研究 复 平面 中 单位 贺 盘 的 正 
则 解析 上 映 射 ， 如 果 疡 z} 是 单位 回 副 上 的 正则 解 入耳 数 ， 妈 如果 F(z) 是 适合 fC0) 二 0 和 产 (0) 
二 1 的 标准 伦 了 的 函数 ， 那 么 ，Fz) 昨 一 一 的 (有 时 称 为 单 叶 的 )， 当 用 仅 当 


人 《gz 一 f(z,) 
Br, iog —— >| > ilog| re A ; f 和 -= | 4.4.1) 
对 满足 | zi <] 的 点 zi， Wh zs 和 EC 的 所 有 选择 ， 点 这 1， 1, EC 的 所 有 选 先 择 和 所 有 有 = 


1，2，… 成 立 ， 如 果 ,二 zx, ， 则 右边 的 莽 商 可 以 看 作 产 (= )， 这 些 称 为 Grunsky 不 等 式 组 的 座 
杂 不 等 式 有 很 简单 的 代数 形式 

Ar 完 | riBr |. (4, 4. 2) 
共 中 =[, | 和 全、 A=L En， Blb, EM,, 


1 bE fz fx,) 
二 | -一 一 
Og 四， log| ze fe) 二 | 


一 中 宪 ， 


应 注意 的 是 ，A 是 Hermite 矩阵 、 府 B 着 复 对 称 第 阵 . 
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另 一 个 自然 要 产 牛 复 对 称 短 阵 的 例子 出 现在 一 般 的 矩 问题 中 ， 设 1 ，a ，as* ，…} 是 给 定 
的 复数 序列 ， 设 nn 宇 1 是 某 个 下 整数 ， 且 定义 A 二 [a j 二 [aiyj€ Mi,， 注意 As 是 形状 为 
Hankel 矩阵 的 各 对 称 算 阵 ， 对 rECm， 我 们 考虑 复 二 次 型 x' 有 ,x ， 要 问 是否 存 在 某 个 固定 常 
数 rc 汪 0， 合 得 对 所 有 .rEC”* 和 所 有 # 二 1]. 2，… 有 

| x i Aor | rr. 

根据 Nebari 和 定理， 这 个 条 件 成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 一 个 几乎 处 处 有 界 的 Lehesgue 可 测 顺 数 
DFO: RC， 它 的 Fourier 系数 是 已 知 数 ao，al，as，…'; 甘于 FC) 的 本 质 边 界 怡 好 
是 上 述 不 等 式 组 的 常数 “. 

在 实际 应 用 中 复 对 称 算 阵 似乎 不 像 复 Hermite( 或 实 对 称 ) 矩 阵子 样 儿 乎 经 常 出 现 ， 但 基 前 
两 个 例子 说 明 ， 它 们 还 是 出 现 了 ， 员 然 复 对 称 短 阵 不 一 定 可 对 角 化 ( 风 本 节 末 习题 15)， 可 是 
复 对 称 和 矩阵 有 一 个 类 似 于 Hermite 矩 阵 的 谱 定 理 (4. 1.5) 的 分 解 ， 计 呈 可 以 用 膛 辑 上 类 似 的 方 
法 来 证 明 它 。 我 们 首先 证 明 … 个 与 Schur 三 角 分 解 定 理 (2.3. 1) 类 伏 的 定理 ， 它 说 明 . 包括 对 
称 矩 阵 在 内 的 -- 奖 算 阵 总 可 以 分 解 成 太 =UAU?， 其 中 U 是 凋 矩 阵 ，4 是 上 一 角 矩 阵 ， 如 果 上 
二 角 宣 阵 是 对 称 的 ， 则 它 必定 旦 对 前 第 阵 ， 


机 4.3 定理 没 AE iM 是 给 定 的， 那么 存在 西 奸 阵 UE M, 和 上 一 和 角 矩阵 4EM, 使 得 A = 
UAUT， 当 且 私 当 A 的 所 有 特征 全 是 非 负 实 类， 在 这 个 条件 下 ，4 的 所 有 主 对 角 元 可 以 选取 
非 负 值 . 

证 明 ; 内 为 避 是 再 年 阵 目 天 一 这， 所 以 ， 旭 果 4=LAUT， 则 44=LAUISDU"， 当 丰 
是 上 三角 短 阵 时 ， 于 二 角 征 阵 A 的 诸 主 对 角 元 是 非 负 实 数 ， 旨 44 酉 相似 于 4A4 ， 内 此 ， 从 上 
-前 矩阵 的 诸 特征 值 恰好 基 它 的 诸 主 对 钊 元 这 -- 事 实 便 可 排出 条 件 的 必要 忻 成 立 . 

关于 充分 性 ， 假定 A4 只 看 非 负 特征 值 ， 且 设 z 是 44 的 一 个 特征 向 量 ， 即 AAx 一 )r， 
且 2 室 9，X 攻 0， 有 商 种 可 能 情形 ，: 

(a) Az 与 + 相交; 

(b) Az 与 x 无关， 
在 前 - -种 情形 (a) ( 当 4 是 AA 的 单 特征 值 时 ， 这 种 情形 总 是 成 立 的 )， 存 在 菜 个 wEC， 使 得 
Ar=jxr, 但 是 AAz==Apr 二 pAT 二 pur 二 | py | ?x 一 Ar， 国 而 | px | :一 4， 在 后 一 种 情形 (bb) 
(如 果 4 是 AA 的 重 特征 值 ， 这 种 情形 可 能 成 立 )， 对 所 有 jE C， 向 量 y=Axt 十 px 是 非 零 的 ， 
并 且 可 以 选择 为 适合 | | 一 jw 二 4 的 任 一 复数 ， 于 星 A%w 一 AtAy Tir) = AAr tAr=ir 
pArpprtpAr=p(Az 十 pr) 一 py， 在 情形 4a) 或 (by)， 我 们 已 证 明 。 存 在 某 个 韭 夫 向 基 
vet 各 车 个 有 | a | = 二 4 的 aEC， 便 得 Av 二 av， 因 为 这 个 恒等式 在 v 屠 以 止 纯 盐 后 不 变 、 所 
以 还 可 以 假定 是 单位 向 最 ， 同 时 ， 对 任意 8E R， 有 te ?Av=A(ev)=e uv= (eg wa)(esw)， 且 当 
2 是 单位 向 二 时 ，e"w 也 是 单位 向 其， 因为 可 以 选取 8 使 得 ea 污 0， 轩 而 得 出 ， 如 果 AEM,， 
且 是 A4 的 非 负 特 征 值 ， 则 存在 单位 向 其 pe， 使 得 hz 一 oo， 且 5 二 十 岂 六 由 

现在 把 这 个 问 量 ， 扩 完 为 上 的 标准 下 变 基 1 ， 记 上 设 态 是 以 这 些 问 量 为 列 
的 知 阵 ， 寺 为 标准 正 灾 性 和 等 式 ho 一 cp， 策 阵 WA 的 第 一 列 有 元 素 vw Av 一 gw' v=o$ 1， 内 
此 ， 除 了 YTAV 的 第 - 列 中 第 个 元 素 以 外 ， 所 有 元 素 必 须 为 零 (第 -- 个 元 束 也 可 能 是 堆 )， 


[209 


203 


Ea 
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如 果 用 分 块 形 式 把 这 个 引 阵 写成 
， 
WAV = 7 “| weEC!, A EM so0, (4. 4. 3a) 
了 


我 们 看 刘 


(VIAVINWTIAW) = Vi AAV, = 记 | il 
0 A,A, 
因此 ，4A 的 诸 特 征 值 (根据 假定 它们 都 是 非 负 的 ) 是 以 及 AAA 的 诸 特征 值 ， 由 此 得 出 ， 通 
过 这 个 简化 过 程 所 得 包 的 年 阵 As E ML: 也 有 使 A;A, 的 所 有 特征 值 都 非 负 的 性 质 . 
现在 可 以 对 十 A， 及 其 后 继 惩 阵 重复 实施 上 述 简 化 过 程 ， 全 多 经 2- 1 次 ( 正 像 在 Schur 二 
第 化 定理 (2. 3, 13 的 证 曲 中 所 懒 的 那样 ) 便 得 到 


a x 
VE VV AV Vb | = …， 一 A, 
0 可 ) . 
其 中 , 4 是 具有 非 负 主 对 角 匹 6, 的 上 三 角 秆 阵 ， 如 归 令 品 二 VV ， 如 有 及 一 DAU YY， 这 
起 是 所 答 半 的， 门 


1] i 
练习 .直接 对 敌阵 4 一 | 。。 | 实 施 宇 理 (4. 4. 3 证 明 中 的 计算 ， 并 证 明 A 一 UA ， 其 中 


ro 2 -1 i 
“=| ,| 0= 出， | 

如 具 # 污 2， 并 此 每 个 矩阵 及 EM, 者 有 使 4AA 的 所 有 特征 知 均 卡 负 的 性 质 : 4 一 
| 1 ] 训 是 一 个 简单 的 例 了 ， 因 而 ， 定理 (二 3) 5 Sehur 三 角 化 定理 (2.3 .只 是 部 分 类 
位 .每 个 EM, 可 经 形 如 态 =UAU” 的 变换 (其 中 西 短 阵 UE MM -: 角 化 ， 不 过 ， 只 有 使 AAA 有 
全 部 非 负 特征 值 的 那些 第 阵 AEM, 可 经 形 如 A 一 UAUT 的 变换 (其 中 西 算 阵 上 UE M,) 二 角 化 ， 

每 个 对 称 第 阵 AE IM, 有 如 下 性 奈 ， A 二 AA' 的 所 有 特征 值 都 是 非 代 的 .该 特 义 形式 已 
包含 在 定理 (4. 14.3) 中 ， 人 们 通常 把 它 归 功 于 Schur (1945). 和 但 是 较 早 的 证 明 是 出 Hua 
(1944)，Siegel (1943) 和 Jacobsen (1939) 提 出 的 ; 而 历史 的 优先 权 显 然 应 该 属于 Takagi 
(1925). 
4. 和 4 推论 (Takagi 分 解 ) 如 果 AE M 是 对 称 于 阵 (4 一 A7)7， 则 存在 西 算 阵 EM 和 非 负 实 
对 角 惩 阵 3 一 diag(to ，…，m) 使 得 有 A 二 UZU?T，U 的 渚 列 是 由 AA 的 特征 向 量 组 成 的 标准 正 交 
组 ,而 号 的 相应 对 角 元 是 AA 的 相应 特征 值 的 非 负 平方 根 

证 明 : 如 归 A 二 AA， 则 A=A' ， 有 AA 二 AA'、， 如 果 zt 了 0 其 Hermite 算 阵 AA: 的 任 一 特 
征 向 量 ， 目 AA* x 二 Ax， 则 47 一 4X 一 7 A' 二 (A' x "CA* x)， 因 为 y' y 宇 0 对 所 有 
3?EC 成 立 ， 而 y' y 一 0 当 绪 仅 当 y=0， 所 以 有 A= (CA) (4 /xY 宇 0， 畴 此， 只 要 及 是 
对 称 凡 阵 ，AA 的 所 有 特征 值 都 为 负 ， 定 理 (4.4.3) 保 证 存 让 西关 除 UEM, 和 上 三角 矩阵 
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思 BM 寺中 1 


， 所 有 上 六 0， 
0 mr 

使 得 4=UAI， 但 是 II=4=4T= 一 LUAIUT， 央 而 4=4:， 这 上 只 有 在 4= 三 是 对 第 矩阵 时 才 
能 成 立 ， 根 据 构造 ，A 是 非 久 的 .最 后 ，AA 一 DEUTUSI" ==USiU* 昆 Hermite 斤 阵 4 的 西 
对 角 化 ， 因 而，U 的 诸 列 是 AA 的 特征 向 量 . [| 

形 如 UAUT 的 任 一 矩阵 ， 其 中 A 是 对 角 妩 阵 { 不 一 定 非 人 负 )， 显 然 是 对 称 的 ， 因 此 ， 为 了 
使 某 个 矩阵 AE M, 能 分 解 成 A 一 U4AUT 一 UAU' 一 U4U'， 其 中 , 品 是 本 种 阵 ， 而 4 是 对 角 年 
阵 ， 上 其 必要 人 充分 条 忻 竖 A 屁 对 称 第 阵 .， 在 定理 (4.6.11) 中 给 出 了 及 可 以 分 解 成 六 一 SAS ' 的 
条 件 ， 共 中 A 是 对 和 角 窍 阵 ， 而 S$ 是 韭 疝 异 丰 阵 (但 不 一 定 是 西 检 阵 ). 

得 个 复 低 阵 AEM, 可 以 写成 形式 和 二 VEW* ,其 中 ,，V， WE M, 是 西 短 阵 ， 测 号 是 具有 
非 负 主 对 角 元 的 对 角 斥 和 阵 . 这 就 是 奇 弄 值 分 解 。 将 在 (7. 引 节 中 讨论 它 ，Z3 的 诸 对 角 元 是 A 的 
坷 异 值 ， 关 于 (可 能 是 复 ) 对 称 和 矩阵 的 Takagi 分 解 A 二 UEUT 是 大 于 对 称 和 矩阵 的 特 狐 奇异 值 分 
解 ， 其 中 VV 一 到. 

在 定理 (4.4.3} 的 证 明 中 所 采用 的 构造 性 方法 可 以 用 来 计算 复 对 称 关 阵 的 Takagi 分 解 . 内 
为 各 的 对 称 性 ， 所 产生 的 些 阵 4 将 自然 是 对 朋 矩阵， 见 本 节 末 习题 9， 

练习 直接 对 抵 阵 入 -| ， | 实施 定理 ( 4. 3) 证 明 中 的 计算 ， 并 证 明 A 二 UAU!， 其 中 ， 

a 中 = -= i | 
io v2 v4 12v2| 1: 1+v2 


注意 ，4 自然 是 对 角 和 矩阵 . 
由 于 Takagi 分 解 A 二 UEU? 中 西国 于 品 的 诸 列 是 Hermite 第 阵 AA 的 特征 向 量 ， 这 可 能 
会 误 认 为 ， 如 果 AA =UE:U' 是 酉 对 角 化 的 ， 则 4=UzUI， 实际 情 说 不 一 定 如 此 . 考察 例子 


D 1 _ 加 
4-| 1 | 便 可 在册 这 一 点 因为 4 一 了， 所 以 对 企 何 2X2 实 正 交 年 阵 旬 , 有 AA QFPFQT， 


市 QIQ! 二 1 关 A， 间 题 是 AA 有 重 数 大 于 1 的 特征 值 ， 因 而 A2 的 任 一 特征 向 量 部 不 可 能 有 Az 
= 一 az 的 性 质 ; 这 个 特征 向 量 不 可 能 给 出 A 的 所 欲求 的 化 简 。 如果 考 虚 基 向 莉 6 ， 则 AAe 二 
fole， 而 Ag 二 Ae 一 es; 于 是 有 定理 (4.4,3) 证 时 中 的 情形 (b)， 根 据 证 明 ， 可 以 取 多 = 
4e + le 一 e: 十 el ， 这 便 得 到 向 量 v 一 站 一 4 十 ee) 'Y2， 它 能 化 简 A， 因 为 久 一 Ce 一 ww /AY2 与 
| 下 交 ， 可 以 最 


yrL1l 一 1 


并 日 得 双 VaV 一 | -| "|, | -sr 因此 ， 如 果 令 
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L | ， | 
中 = VD 一 一 : 
a —i 


则 A 一 UIU" 基 A 的 一 个 适当 分 解 . 许 指 出 的 是 ， 实 新 称 矩阵 的 Takagi 分 解 (1.4, 4) 不 可 能 有 
刚才 所 讨论 的 例子 中 的 困难 以 及 在 般 情 形 中 的 困难 是 由 AA 的 重 特征 值 引起 和 的， 如 开 
AA 的 所 有 特征 值 是 不 同 的 ， 叉 如 果 采 用 (4.4.3) 证 明 中 的 构造 法 来 计算 复 对 称 逢 隆 上 的 
Takagi 分 解 ， 那 么 ， 总 有 情形 (al( 见 习题 9)， 在 这 种 情形 ，AA4 的 每 个 特征 向 量 * 有 性 质 ; 
对 满足 a 一 oe*，9ER 和 AAx==o*z 的 某 个 aEC， 有 及 r==ar， 因而 ， 如 果 4A=VYS?Y 是 
Hermite 矩阵 44 的 西 对 前 化 ， 则 必 有 AV 一 VED”， 其 中 六 二 diagte ,2) 只 要 知 
道 了 V 和 ZC3 的 非 贷 平方根， 这 个 恒等式 就 可 用 来 计算 相应 于 三 的 韭 零 对 角 元 的 D: 的 对 角 
元 ， 相 应 十 王 的 零 对 角 元 的 D* 的 对 角 元 是 任意 的 . 且 可 以 取 为 1， 最 后 ， 如 果 令 Us=VP 和 
五 一 diag(e” ，…，eor)， 则 有 4=4VVYT=VYEDIVT 一 (VDPOSIVD)T=DUESUT7， 我 们 把 这 些 论断 
总 结 成 下 述 推 沦 . 
4.4.5 推论 如果 AEIM, 是 对 称 征 阵 ， 且 AA 的 特征 值 孔 不 相同 ， 叉 如 果 A 二 VE2V' 是 A 
的 西 对 角 化 ， 其 中 5 二 diagla,，*…，g,) 征 所 有 5s, 宇 90， 则 存在 对 负 祭 阵 一 diag(ee en 
(其 中 所 有 EER) 使 得 A=UEUT( 其 中 ==VD}， 相 应 于 的 非 堆 对 角 元 的 因子 DD 的 对 前 元 由 
关系 式 六 V 二 VED 确定 ; 相应 于 的 零 对 角 元 的 也 的 对 角 元 可 以 了 为 十 1. 

如 果 AEM 是 村 称 抵 阵 ， 并 且 利 用 (二 4 把 4 写成 4=LEUT， 也 可 以 把 它 写 成 4 一 
(CS US )"， 其 中 一 diag( 十 Ym， 十 Yor， 十 Won)， 这 番 论 证 枸 成 下 述 扒 论 的 
证 明 . 

4.4.5 推论 设 AEM,， 则 妃 是 对 称 算 隆 ， 当 且 仅 当 存 作答 阵 SE M, 使 得 A 一 SST， 亲 以 选 
取 S=UD， 其 中 上 是 西 策 阵 ，D 一 diagt yor ，Vos，"…， Yow)， 而 a 是 A 的 奇异 值 ， 闪 这 种 
情形 ，rank S=rank 及， 

虽然 实 对 称 算 阵 是 正规 的 ， 但 非 实 复 对 称 和 矩阵 不 一 定 是 正规 的 ， 如 果 = 8 十 记 EM,， 其 
中 B 和 是 实 矩 阵 ， 则 和 A 是 对 称 和 矩阵 ， 当 且 仅 当 B 和 C 都 是 实 对 称 托 阵 ， 如 果 4 既是 对 称 矩 
阵 ， 艾 是 正规 矩阵 ， 则 

4 一 (十 全 ?二 MO 一 BO = (BO)+iNBC— CB A'A 

由 此 可 以 推出 8 与 C 可 交换 ， 在 这 种 情形 下 ，8 各 CC 可 经 实 正 交 和 矩阵 Q 同时 对 和 角 化 ， 如 果 8B 
二 QDR ， 且 C=QD:Q"， 其 中 D, 和 D。 是 实 对 角 短 阵 ， 则 A 二 B 十 i=QD,Q7 十 iQD,Q7 = 
QD +iDDQ 一 QAQ ， 其 中 A 二 DD 十 iD。， 反 之 ， 如 果 类 阵 AE€ M4 可 写成 =QAQ!， 其 中 
QQ 是 实 正 交 矩 阵 ， 而 A 是 对 前 矩阵 , 则 A=A?, 且 AA' = 二 QAQTQAQT=Q|A|:Q7= 
QA4Q'QAQ' 二 A A， 因而 A 既是 对 称 和 矩阵， 又 是 正规 矩阵 ， 这 就 证 明了 下 面 的 定理 . 

4.4.7 定理 设 4AEM， 那么 ,A 醋 是 对 称 矩 阵 ， 浆 是 正规 虐 阵 ， 当 日 仅 当 存 充实 正安 矩阵 
QE ML,(R) 和 对 角 匈 阵 4E M. 使 得 4=QAQT. 

一 个 茎 对 称 义 正规 的 复 矩 阵 的 简单 的 有 用 例子 是 
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， 1 . 
$= (+B), (4. 4.8) 
其 中 B 十 “后 向 单位 ” 录 阵 
0 1 
B= .» ， 
Ii 0 


它 曾 在 (3.2. 3) 中 证 册 每 个 矩阵 相似 于 它 的 转 寺 时 起 过 作用 ， 
因为 ==1， 所 以 


s5 = 方 (I 十 诏 )] 一 刘 ) = i iB+iiB+ 8) = 1, 


2 
出 些 可 知 ，$ 虐 是 对 称 系 阵 艾 基本 矩阵 . 
现在 考虑 共有 零 主 对 角 线 的 标准 Jordan 块 J450)，A 空 2， 把 它 写 成 形式 


i0 1 0 
N 一 ” AT 
| 和 
如 0 
经 简单 计算 可 知 
0 0 
1 
D 1 
D 人 
BN = ! ， 
0 1 0 
ro 1 0 
NB = + ， 
L0 0 


因此 ，N 西 相似 于 矩阵 
SNS 1!= SNS = FU+iBING— iB) 


= FN+ BNB) + 5(BN— NB) 
站 1 01 
-1 0 
1 0 1 
1 拉 
-+ + 二 | ， (4. 4. Ba) 
—1 时 
1 
0 ] 0 0 1 0 


[207 
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它 显 然 是 对 称 禾 阵 ， 任 一 Jordan 块 GAU) 全 空 2) 具 有 形式 141N， 交 SNS ! 是 对 称 和 矩阵 ， 所 以 
SIS 1 一 SITTN)S 一 TSNS : 足 对 称 矩 阵 ， 

每 个 知 阵 AE AM 都 相似 于 它 的 Jordan 标准 此 403.1. 14)， 其 中 ec 一 2， 且 了 一 了 (2 个 
后 上 Cu ，2) 尼 修改 后 的 请 Jordan 块 了 (4,，2) 的 直 和 ， 这 个 论断 ( 它 相 当 于 在 上 述 论证 中 用 
2N 代办 和 N) 允许 我 们 上 略 去 (01,4. 8a} 中 的 系数 因 可. 当头 2 时， 如果 我 们 设 5, 三 (17Y2) (I 一 
iB}E MM 基 形 如 C44.8) 的 Xn 扼 阵 ， 且 5S 二 [1]; 如果 令 TS 四 … 人 由 3 ， 则 上 述 论 让 说 明 ， 

T= TE (025, BD 5, 1, W125, ) 
是 对 称 算 阵 的 直 和 ， 内 而 是 对 称 短 阵 ， 因 为 每 个 5, 是 西 矩阵， 所 以 矩阵 工 是 西 矩 阵 ， 央 此 已 
经 证 明 ， 旦 Jordan 标准 形 的 每 个 外 阵 等 价 十 - -个 对 称 短 阵 ， 因 为 每 个 矩阵 相似 Jordan 卸 阵 ， 
上 故 已 经 证 明 广 下 述 定 理 , 
4.4.9 定理 每 个 处 阵 4E AM, 相似 十 对 称 信 阵 . 

实际 上 ， 忆 经 广 骨 每 个 矩阵 4€ 所 , 相似 于 对 称 Jordan 标准 形 SAD 由 5 (1)， 其 
由， 如 果 4 一 a |-i8，1| a， BER 则 

St) — STCA.2)S -- A SNS 


0 1 0 0 一 1 0 
一 2 | ~ 十 ; ” €E M,, 
本 人 1 一 上 2 
0 1 0| 0 1 0 


且 S 由 (4 二 88) 给 出 ， 注 意 
_ A—i 1 
Si 一 [A] 前 Si) = | 1 ,| 

内 为 这 种 形式 是 让 接 从 Jordan 标准 形 捧 学 出 米 的 ， 所 以 它 的 唯一 性 与 Jordan 标准 形 的 唯一 性 
相同 , 

这 个 结论 的 个 推论 是 ， 关 于 复 对 称 算 阵 的 谱 、Jordan 块 、 极 小 多 项 式 、 特 征 多 项 式 或 不 
变 办 上 碟 玫 没有 任何 特别 的 结果 ， 如 果 这 些 量 中 任何 一 个 可 以 出 现在 某 个 阶 数 的 对 称 生 阵 中 ， 册 
它 也 可 以 出 现在 癌 阶 的 一 般 复 和 矩阵 中 ，M, 中 的 每 个 相似 类 包含 一个 对 称 算 阵 ，C" 上 的 每 个 线 
性 变换 有 一 个 对 称 的 基 表 示 ， 和 矩阵 的 对 称 性 只 不 过 居 为 表示 相应 线性 变 模 而 选 定 -- 个 特殊 的 基 
的 人 为 现象 ， 妆 一 个 推论 是 ， 每 个 矩阵 在 某 种 总 文 下 “可 对 角 化 ”， 


4.4.10 推论 设 AEM, 已 知 ， 则 存在 非 奇 异 外 阵 S 和 西 知 阵 品 ， 使 得 (US)ACUS) :是 上 只 有 
非 负 对 角 元 的 对 角 和 矩阵 , 
证 明 : 利用 (4.4.9) 求 非 奇 异 短 阵 SE M, 使 SA4S- :是 对 称 和 矩阵 ， 然 后 利用 54. 二 4) 求 西 条 
阵 UUE MM, 使 UCSAS™')U? 是 非 负 对 角 和 矩阵 . 口 
定理 人 44. 9) 同 时 推出 ;每 个 复 矩 阵 相似 于 它 的 转 置 ， 昌 每 个 复婚 阵 可 以 写成 两 个 复 对 称 
算 阵 揭 乘 积 ， 这 两 个 结论 对 任意 域 上 的 和 矩阵 都 成 立 ， 但 定理 (4 4.9) 对 一 般 域 不 成 立 ， 
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4 中 11 推论 设 A€ MM 已 知 风 存 在 全 阵 8，CEM,， 使 得 B 一 B', CC 一 (C7, 月 A=8BC. 8B 
或 上 可 以 选 为 非 奇 异 年 阵 ， 

证 明 : 利用 林 定 理 把 A 写成 A4= 二 SES :， 其 小 王 = ET， 日 S 是 非 奇 嫂 矩 孟 ， 下 是 A 一 
(SFES CS 1'5 (SFESTDG3S ) 1=BC， 其 中 8 一 SES” 和 C=SST 都 其 对 称 拭 阵 ， 叉 因为 
4A=(SS JS ES 1， 所 以 内 子 卫 或 和 可 以 选 为 非 奇异 矩阵 . 

Gram-Schmidi 过 程 (0. 6. 4 在 研究 正规 给 阵 中 有 许 凶 上 应用， 有 一 个 类 似 的 过 程 对 研究 复 对 

称 矩 阵 是 有 用 的 . 
4.4.12 引 理 没 2， EC 是 给 定 的 向 量 ， 于 和 xn， 则 存在 向 量 y,，…，ws， 使 得 
Spanf oy 一 Spanfwy 4}， 并 十 对 所 有 jj 一 ]，2，…。 让 太 i 闫 j 有 yIy, 一 0， 
对 7? 二 1]，2， 以 rY 有 wiy, 一 1]， 对 1 二 7 十 1]，……， 有 vi, 二 0 上 其 中 ==rank XX'N 且 大 二 [ri 
:EM 是 其 列 为 口 知 向 量 1z,} 的 年 阵 . 

证 明 ; 因为 年 阵 XX 是 对 称 短 阵 ，Takagi 分 解 定理 (4. 4.4) 使 我 们 可 以 把 它 写 成 X= 
USU'， 其 中 ，UE Mi 荐 西 短 阵 且 一 diag (a 0) 而 这 守之 0 一 … 一 
Gx rank 六 ' 针 一 r， 如 果 令 ne Wor Vo "DEM, 有 8 记 1 = diag(l, 


1 0 OEM, 它 有 ?个 1] 和 二 个 0, 则 X 和 一 (UDCDD)T 一 SS 其 中 S-DiItr 
是 非 奇 蜡 算 阵 ， 因 而 (CXS "1CXS = 了 ， 困 此， 如 果 令 XS 天 了 [EM 因为 
YY 一 1,， 则 列 向 时 yy ，…，y, 具有 所 要 证 明 的 性 质 . 门 


上 述 引 理 叙 述 的 法 则 形式 上 类 似 寺 Gram Schmidt 过 程 ，Gram-Schmidt 过 程 是 针对 XX 
调 不 是 蔷 'X， 在 Gram Sa 过程 由， NE 2，… 下 ， 每 个 yy 可 以 作成 ，…， 
忆 的 线性 组 合 ， 介 在 这 里 可 能 行 不 通 ， 另 一 个 差别 是 ， 在 Gram-Schmidt 过 程 中 ， 具 有 y* y, 一 
1 的 向 量 y 的 个 数 等 于 rank xX( 江 大 类 向 有 2 的 最 大 个 数 )， 它 等 于 rank X" X。 但 是 在 这 种 
情形 ， 基 有 yy, 一 1 的 向 量 w 的 个 数 等 于 久 "X 的 秩 ， 它 可 能 小 于 rank XX. 


例 假定 ==1， 且 二 区 一 四 则 基于 二 0， 因 而 0 二 rank X， 它 严格 小 于 rank 区 一 1， 


训 只 可 能 居 的 纯 基 偿 ， ER 六 使 得 Span{.r) 一 Span{y1} 而 信 yf yl, 


例 假定 =2， 且 R= | Wd: 则 rank XX 多 二 2， 计 绪 存 在 向 量 y,，ys 使 得 


Span{yys Ye}—Spbanlis zh oy ee 央 为 -in 一 -0， 所 以 不 可 能 选 育 为 .的 
纯 甚 售 . 

我 们 所 考虑 的 直接 应 用 是 针对 可 对 角 化 复 对 称 和 矩阵 的 特 珠 情形 的 ， 如 果 4=AIEM,， 且 
A 二 SAS .其 中 ， 对 角 和 矩阵 AE M.， 非 奇异 矩阵 SE M,， 则 显然 不 能 从 这 个 通常 的 对 角 化 表 
示 推 出 A 是 对 称 怎 阵 ， 但 是 ， 如 果 S 是 复 正 交 矩阵 ， 则 S-! 二 $7， 且 A=SAS 1 一 S4917 显然 
是 对 称 短 阵 ， 下 面 的 定理 说 明 ， 总 可 以 选 服 5 为 复 正 交 引 阵 . 


4.4.13 定理 设 AE M. 是 对 称 知 阵 ， 则 A 可 对 角 化 ， 当 且 仅 当 它 可 复 正 交 对 角 化 ， 也 就 是 
说 ， 4 一 S4S 则 十 对 角 富 阵 AE M, 和 非 奇异 朱 阵 SE M, 成 立 当日 仅 当 4 一 Q4Qr， 其 中 QE 
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M, 通 合 马 太一 工 

证 明 ; 假定 4 一 47， 又 设 r，xEC 是 4 的 特征 向 荐 ， 上 LA 一 Mr，Ay 一 Ap 如果 1 关 A 
网 yA 一 vr 一 Xv yr 又 因 为 和 天 
请， 所 以 y = 一 0， 这 只 不 过 足 把 奴 正 变性 蛛 理 (1.4. ?应 用 十 对 称 算 阵 ， 如 果 4 是 可 对 角 化 的 ， 
是 太一 SAS  ， 不 大 一 般 性 :假定 在 4 三 4 中 由 As 中 ， 半 的 相同 特征 值 排放 在 一 起 ， 其 中 
EM 和， 把 5S 的 诸 列 鼎 分 成 5S 一 [a…s | 二 [Sy 8 
Sj 使 之 与 2 一 让 中 …(244 分 法 相同 ， 于 是 ， 对 1， 2 df，S,E M,,， 由 双 不 交 性 质 ， 
如 果 ?7 则 SiS, 一 0E MM :因为 SS 是非 奇异 分 块 对 角 和 矩阵， 所 以 ， 对 所 有 i 一 1，2， 
3, 此 言 异 。 由 本 每 个 矩阵 SS, 是 满 秩 的 ， 引 理 (4. 1. 12) 说 明 ， 每 个 3 的 诸 别 可 以 
用 新 列 米 代 赫 ， 它 们 大 族 月 列 的 非 奇异 线性 组 合 ， 刀 彼此 复 正 交 ;， 即 存在 非 奇异 矩阵 RE M, 
使 Q, 二 S,R, 适 台 QIQI 二 RISI1S,R. 一 1€ MM ， 办 为 对 所 有 i 夭 六 QrQi = 及 S7SR=0， 又 对 
i 一 1 2 dASR,=A5,R, 二 AQ,， 所 以 外 阵 QQ …Q]& M, 是 复 正 交 的 ， 且 
4 一 QQ 门 

十 述 结 论 可 对 定理 (1. 二 户 作 出 很 好 的 解释 ， 对称 和 矩阵 4 可 对 角 化 ， 当 县 仅 当 A=QaQ: 
是 是 复 正 交 打 阵 : 闵 汪 是 正规 审 阵 ， 当 且 仅 当 久 可 以 选 为 实 正 交 和 矩阵. 

可 以 对 定理 (4. 4. 13) 中 的 结果 稍 作 推 广 ， 若 4，BE M 是 对 称 竺 阵 ， 则 A 与 B 相 修 当 上 县 
仅 妾 它们 可 以 通过 复 正 交 相 似 来 实现 相似 ， 妹 实 上 上， 假定 存在 一 个 多 项 式 p(t 使 得 A 一 pt) 
且 玫 一 训 有 )， 在 这 个 较 弱 的 假定 下 上 述 推广 成 立 。 见 [HJ]， 
习题 

1. 假定 AEM, 是 对 称 和 矩阵 ， 月 A 二 8 十 iC， 其 中 B，CE M 都 是 实 和 矩阵 ， 证 明 ，A 是 正 
规 符 阵 ， 当 具 仅 当 妖 与 C 可 交换 ， 证明，A 是 止 规 红 阵 ， 当 有 日 仅 当 AZ 是 实 什 阵 ， 证 明 ，AA 
是 正规 基 阵 ， 当 且 仅 当 亿 与 4 可 交换 ， 给 山 一 个 对 称 什 阵 不 是 正规 矩阵 的 例子 . 

2 下面 给 出 推论 (4. 4. 的 男 一 个 证 明 的 要 点 ， 请 作 详 细 的 论述 ， 记 号 和 假设 如 ( 业 .4.4) 
中 所 述 . 车 4 是 奇异 的 ， 设 129 ，…，z} 是 和 的 零 空 间 的 一 组 标准 正 交 基 旦 了 =[ wen ， 
yj 所 是 西 征 阵 ， 则 


y 0 ， 
,| M, ,. 
0 4 A EM 


其 小 生 是 非 奇异 对 称 年 阵 ， 因 此 . 丰 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 假定 和 4 昆 非 奇异 的 、 设 4 一 BB 十 if， 


其 中 ,人 C 是 实施 阵 ， 且 设 “<= zyEC、 其 中 yER 又 设 F=|“ | := 


LUAU = | 


「 ， 
| je. (al 月 ， [和 下 基 实 对 称 和 矩阵 讨论 4s 一 (BiC)tz 十 六 与 形 之 间 的 关系 ，(D 


是 非 奇异 的 提示 ; 若 反 一 0，Ax 是 什么 (o) 若 F| ”|=2| “|, F[? |=] 
-yy Ty Hy 
可 以 把 下 的 非 零 特征 值 按 一 正 一 负 配 对 ，(d) 设 下 相应 地黄 正 特征 值 人 ，.…， 的 标准 正 交 特 


全 向 其 记 作 ,一 | M 1ER， ji 二 1，2， ,ns 设 和 [rry]， Y=[L yy |E M,, 叉 设 卫 


-yd 
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一 diagf41，… A,)EM,， 半 于 实 对 称 短 阵 的 谱 定 理 是 措 下 二 VAV"， 其 中 
XY 0 
v -| 7 x| 而 4=10 5| 
旦 人 Y 是 实 正 交 短 阵 ，( 为 什么 ?) 设 [二 XX 一 iY， 证 明 U 是 西 什 隆 有 USU!'=A， 

3. 当 A 是 实 对 称 短 阵 时 ，《4.4. 4) 说 的 基 人 和 什么 ? 它 与 实 对 称 答 阵 的 通常 谱 分 解 有 何 关 系 ? 
提示 : 如 果 A 二 QAQ"， 其中. A 是 实 对 称 甜 阵 ， 而 QQ 是 实 正 交 答 阵 ， 把 4 写成 A 二 317 且 设 
U=QD， 杆 么 时 候 Takagi 分 解 A=UESUT 中 的 所 有 因子 可 到 实施 阵 ? 

4. 如果 和 =UEUTEM,， 且 口 和 怠 如 (4.4. 中 所 述 ， 这 通过 直接 计算 证 明 , ww 是 2A 和 44 
的 特征 值 ， 且 AA 和 AA 是 Hermite 所 阵 ， 证 明 的 列 和 数 go 适合 方程 A 一 gu,， i 二 1，2， 
…， 于 或 许 因为 这 个 理由 ， 有 时 称 e 为 广义 特征 值 ， 不 过 ， 术 请 奇异 值 似乎 更 为 通用 . 

5. 假定 AEM, 是 对 称 第 阵 ， 设 三 和 口 如 (4.4 4) 中 所 述 ， 日 把 和 的 诸 奇 异 值 w, 排 成 递减 
顺序 o 之 @ 空空 机 芝 0 (8) 试 艇 改 Rayleigh-Ritz 定理 (4 2.2) 的 证 明 来 证 明 gw 二 二 
max{ | riAxr | /rr 0zxrEC)， 即 类 似 于 (42.2) 中 的 上 界 ， 复 对 称 矩 阵 有 相应 的 论述 ， 
试 考虑 UU 的 第 1 列 来 证 明 ， 该 极 秆 由 适合 47r 一 cr 的 单位 向 量 来 达到 ，(b) 试 首 虑 4 一 JE M。 


和 ze | ， | 来 说 明 ， 在 这 种 情形，me 王 上 关 mint | zx?TAx | /zr 0 关 xE0C"}， 因 而， 类似 于 


1 
(4. 2. 9) 中 的 下 界 ， 对 复 对 称 矩阵 的 相应 论述 不 成 立 ，(c) 试 考虑 A 二 TE M,， 一 | ,| 来 说 明 


maxt | xiAx | rr 0 天 zEC， x] ai 一 0 由 此 得 出， 类 似 于 Courant-Fischer 极 小 - 极 大 公 
式 (4.2,12)， 对 复 对 称 短 阵 及 其 奇异 值 的 相应 论述 当 此 守 1 时 不 成 立 ， 但 是 ,可 以 看 一 看 
(7.3.10).，(d) 类 似 于 极 太 - 概 小 公式 (4. 2.13)， 甘 于 对 称 和 矩阵 的 相应 论述 是 什么 ? {e) 设 让 三 


I ] 一 一 
| |G = 而 A=[1j(o = 已 是 出 去 二 的 最 后 一 行 和 最 后 一 列 后 形成 的 矩阵 ， 注 


意 ， 类 似 于 (4. 3. 9) ， 交 错 不 等 式 中 之 mo 是 不 成 立 的 (站 不 过 ， 还 是 有 关于 加 边 对 称 和 矩阵 
的 诸 奇 异 值 的 不 等 式 . 设 AE M, ,是 对 称 和 矩阵 且 有 奇异 值 引 实 … 详 53,1;， 而 4 村 ,( 存 奇异 什 
中 闻 …… 衬 mw) 是 删 去 生 的 一 行 和 相应 的 列 形 成 的 和 矩阵， 试用 定理 (7. 3.9) 证 明 ， 训 汪 g 这 4s， 下 
二 3， nkon1s 三 0)， 对 于 (e) 中 的 重子 验证 这 些 不 等 式 ， 然 后 把 它们 与 关于 加 边 Hermite 条 
阵 的 请 特征 值 的 诸 变 错 不 等 式 (4. 3. 89) 进行 比较 ， 

4 和 如果 AE M, 是 对 称 抢 阵 ， 叉 如 果 A=UEU!， 其 中 ,，U 是 西 矩阵 ， 5 = diag (my， a， 
oj) 且 所 有 上 >0， 证 明和 4 的 特等 于 北 霍 项 ce 的 个 数 ， 提 示 : 如 果 B，CE JM, 是 非 奇 异 
上 定 阵 ， 则 rank 上 4 一 rank BAC., 


B CC _ 
7, 设 4=B+ICEM.， 其 中 日 CC 是 实 矩 阵 ， 叉 设 F=~|- oem, Ca) 证明，AA4 一 
王 十 位 十 MBC 一 CB)》， 旧 
F* 一 


r B+ 8 
— (BC—CB) B+ 


、. 1 一 订 | , AA 0 
Cb) 证 明 s=am2| | |E Mi 是 西 答 隆 . (c) 证 明 SFES 一 | 加 | 
-1 0 4 
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Cd) 证 明 开 的 诸 特 征 值 的 平方 就 是 4A 的 诸 特 征 值 及 其 复 共 都 ，(e) 如 果 全 是 复 对 称 矩 阵 ， 
证 明 ， 忆 是 具有 实 特征 值 的 实 对 称 和 矩阵 ， 天 只 有 菲 负 特征 值 ， 旦 己 的 特征 值 平方 的 集合 点 
Hermite 矩阵 44 的 特征 值 集合 相同 . 

8. 设 AEM, 是 复 对 称 息 阵 ， 考 巾 二 次 型 gfx 二 Ar 和 由 有 太后 成 的 双 线 型 p(x， 
¥) 二 .x"Ay， 坛 用 推论 C4, 4. 4) 证 明 

sup | gz) | 一 sup | (zy |= sn A), 
其 中 mw(4) 是 44 的 最 大 特征 值 . 

9. 试用 (4. 4. 3) 的 证 明 中 的 记 导 证 明 下 列 命题 : (如 果 是 AA 的 单 特征 值 ， 且 * 了 0 通 
人 台 44zr=hr， 则 4Az 与 xx 相关 ， 提示; 设 g= 六 明令 本 二 AXz 一 ax， 证 朋 Aww 一 一 gw 和 Ane 
二 4w， 内 而 如 是 x 的 纯 量 倍数 ，G) 如 果 A=Af、 出 病 有 A 一 [oj] 久 A。， 即 (4.4. 3a)? 中 行 向 量 
也 :是 零 ， 试 用 它 来 证 明 ， 这 个 构造 法 自然 产生 矩阵 Tv 本 4 Vj 一 UADU=A，、， 出 
4 是 对 角 纸 阵 ， 

10. 没 AEIM,， 导 假定 有 非 奇异 短 阵 SE AM 使 得 A 二 SAS 1 ， 基 中 人 一 由 age， 
证 明 ，AA 可 对 角 化 ， 且 它 只 有 非 负 特 征 秆 ， 并 是 rank 4 一 rank AZA， 这 与 (4. 1 4) 有 什么 美 
系 ? 说 明 | ， ,| 或 | | 部 不 能 写 成 这 种 形式 

11. 如 果 SE M, 是 某 个 抵 阵 ， 证 明 ， 一 般 有 rank S'S 之 rank S， 也 可 能 有 rank S'S< rank 
sS，、 如 果 S 是 实 矩 阵 ， 会 出 现 什 么 情形 ” 提示 ， 蕉 察 s-|， "| 

12, 如 果 AE M, 是 复 对 称 捧 阵 ， 区 XY，w€C" 是 四 的 相应 于 A 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 ， 
证 明 rw 一 0 这 说 明 z 与 企 交 吗 ” 提示 ; 基点 x? (Aw) 一 (AxryTy, 

13. 如 果 AE M, 是 对 称 矩 阵 ， 且 有 n 个 不 癌 的 特征 值 ， 直 接 证 明 存 在 非 奇异 纸 阵 SE M， 
和 对 角 撼 阵 卫 使 得 4 一 SDS7， 提示 : 4 可 对 前 化 ,因而 4 一 SAS ! 且 AS 二 SA， 根 据 习 题 12， 
SS 一 六 是 对 角 抢 阵 ， 因 此 SAS=S54=P4 昌 4A 一 (9 09T0D4)S !， 为 了 证 明 有 复 正 交 条 
阵 急 使 4A=Q4aQ 、 需 作 哪 些 修 改 ? 

1]4. 如 果 AE Wi 是 非 奇 异 对 称 移 阵 ， 证 贡 A ' 是 对 称 短 阵 . 

15. 实 对 称 短 阵 是 Hermite 矩阵 ， 由 而 可 对 角 化 ， 说 明 复 对 称 和 矩阵 不 一 定 可 对 前 化 ， 担 


示 : 考察 4=| ， | 并 计算 
; - 


16. 设 AEM,， 让 明 ，A 是 对 称 酉 矩阵 ， 当 且 仅 当 和 可 以 写成 4=QQr， 其 中 ,， QE 
M,( 民 ) 是 实 正 交 拓 阵 ， 而 四 二 diagGa1， 和) 二 diag(e、 er)， 并 目 对 上 二 ]，2， 
有 | | 二 1 和 ER. 

1?. 试用 习题 16 证 明 ， 和 给 阵 UE M, 是 对 称 的 西 算 阵 ， 当 和 且 仅 当 存 在 西 矩 阵 VE M, 使 得 U 
=VVi., 

18. 我 们 已 经 证 明 每 个 算 阵 AE€ M, 相似 于 一 个 对 称 和 矩阵， 每 个 矩阵 相似 于 一 个 Hermite 
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矩阵 吗 ? 相似 于 一 个 正规 朱 阵 吗 ? 

19. 利用 (4.4.9) 证 曲 拇 个 矩阵 相似 于 它 的 转 置 . 

20. 证 明定 奋 (4. 4.9) 在 实数 域 上 不 成 立 ， 即 森 是 每 个 矩阵 AE MR}) 都 相似 于 实 对 称 矩 阵 , 

21, 复 对 称 和 捧 阵 4 可 能 有 过 向 向 量 w 作为 特征 向 量 ; 却 ，Ay 二 Xv，w 关 0， 且 ww 二 0,， 但 
晨 ， 如 果 六 可 对 和 东 化 ,证明 不 可 能 是 单 特征 值 ， 提 东 : 一 方面 把 和 A 写成 S4S'，， 寺 vw 为 S 
的 第 一 列 ， 另 一 方面 证 明 ， 内 为 33 的 第 一 行为 零 ， 所 以 S'S 是 奇异 所 阵 ， 特 别 是 ， 如 果 ve 
C" 是 使 vw 一 0 的 任 一 问 基 ， 则 ( 秩 1) 对 称 年 阵 4 三 ro: 术 能 对 角 化 ， 参 看 习题 15. 

22. 对 推论 (4.4.4) 的 另 一 个 证 明 的 下 述 要 点 给 出 详细 的 论述 ， 记 导 和 假设 如 (4. 4.4) 中 所 
述 . 这 实质 上 是 Siegel (1943) 的 证 明 ，{a}.4 丰 是 Hermite 和 阵 ， 因 而 存 往 一 个 西 答 阵 YE M, 
和 一 个 实 对 角 爷 阵 A, EM, 使得 A4 二 VAiV*， (byV’ ATV 一 也 虑 是 对 称 矩 阵 又 是 正规 插 阵 ， 所 
以 ,根据 (4. 二 77， 存在 一 个 对 角 和 矩阵 4E MM 和 一 个 实 正 交 算 阵 QE M,(R}) 使 得 B= QAQ, 
(oA 一 (VQIACYVQ)!， 夫 在 记 A 二 E53E"， 其中， 玉 ,$ 均 为 对 角 算 阵 ， 月 了 是 非 负 和 矩 隆 ， 于 
是 A 一 UEU7， 其 中 UU=YQE 是 酉 抑 阵 . 

23. 设 z 一 {zz ，) 是 个 复 变 景 的 向 量 ， 丸 设 f(z) 是 在 某 个 区 域 DCC 中 
他 复 恋 其 的 复 解析 打数 .因为 混合 偏 导 数 相 等 所 以 厅 =[ 37 本 光 ,] 在 每 -点 xzED 是 对 称 
矩阵 .4.0. 3? 中 的 讨论 说 明 ， 可 以 假定 -- 般 钱 性 偏 微分 算 地 


Lf 一 Da lz) 了 
ret 1 


中 的 系数 短 阵 A=[a, | 是 对 称 的 ， 证明， 在 某 一 点 zx ED 存在 变节 xz 一 Ut 的 本 变换， 使 得 在 
新 坐标 系 下 了 工 六 在 x， 是 对 角 的 ， 妈 


1 一 上 


24， 利用 (4. 4,13) 以 及 类 似 于 在 (1.3,19) 的 证 明 中 所 采用 的 妇 纳 证 法 ,证 明 下 述 命 题 ， 它 
与 同时 本 对 角 化 一 个 Hermite 什 阵 族 的 定理 (4. 1. 06) 类似 : 设 FCM, 是 给 定 的 可 对 角 化 对 称 答 
阵 族 . 则 对 于 所 有 EF， 仔 在 复 正 交 第 阵 日 使 得 QAQ7 是 对 角 矩 阵 ， 当 莫 仅 当 儿 是 交换 族 . 

25,， 利用 定理 (4. 4. 7) 证 明 中 的 证 法 证 明 ， 和 矩阵 AE M, 既是 斜 对 称 的 (4 一 一 47) 又 是 正规 
的 ， 当 且 仅 当 有 实 正 变 什 阵 QE M, (RR) 使 得 QIAQ =0G0 四 … 四 0 四 4 四 4A: 四 … 昌 4,， 其 中 每 
个 A,E MM 有形 碟 


._ a 9 - 
Ho 让， 在 > 一 sr 了 有 站 0 


a TT 9 2 | 
rr L 0 ', ) 和 三， 了 了 一] (4. 4 14) 


提示 : 考察 4 的 实 部 各 虚 部 ， 并 利 几 定理 (2. 5. 15)， 什 么 时 候 1X1 堆 直 加 项 不 出 现 ? 
26, 利用 习题 35 以 及 习题 22 中 的 论断 证 明 一 个 类 似 于 复 对 称 算 阵 的 Takagi 分 解 (4.4. 4) 的 
复 斜 对 称 个 阵 的 分 解 ， 第 阵 AE MM, 是 斜 对 称 的 (A= 一 A7) 当 几 仅 当 存 在 一 个 西关 阵 UE M, 使 得 
A=U0D--.m0Bh DD. DAVU, 
其 中 每 个 A,E M, 有 形式 (4.4. 14}。 特别 地 ， 可 得 出 一 个 斜 对 称 复 詹 阵 的 秩 一 定 是 偶数 . 
27. 设 WWE M, 嘴 纺 定 的 西 矩 阵 ， 证 明 ， 纪 乾 AEM, 适合 环 T4 一 上 全 ， 就 一 定 存在 酉 旧 阵 
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VEM, 使 得 证 二 WW 和 Y'A 二 AV， 提 示 : 如 果 环 =LAD"” ， 其 由 这 是 两 矩阵 ，4=diag(ee ， 
0 )， 月 00 所 2x， 考 虑 自然 平方 根 4 二 diag (ee )， 且 设 V=DAI TD ， 
证 明 玉 ' 有 A 二 AW 当 且 仅 当 A 与 UAU 可 交换 ,或 者 利用 (1. 3.12) 证 明 中 的 证 法 证 明 ,，Y 是 环 
的 多 项 式 ， 由 此 推出 A :与 UTAU 可 交换 ， 因 而 VTA=AYV. 

28， 对 推论 (4. 4 4) 的 又 一 个 证 明 的 下 述 要 点 给 出 详细 的 论述 ， 记 号 和 想 设 如 (4.4. 二 中 所 
述 . 这 实质 上 是 Hua (1944) 的 证 明 。 首 先 假定 A 是 非 奇异 的 ，(a) AA 是 Hermite 纵 隆 ， 上 匡 它 
是 正定 的 (对 所 有 x€EC"， x AAzx 一 (Ar)’ (os0)， 因 而 存在 一 个 本 抱 阵 ZE MM, 和 一 个 非 
负 非 奇异 对 荐 矩阵 3E IM, 使 得 AA 二 ZE 2Z'，tb}W 二 5 '2Z' AZ 是 西 罕 阵 且 芋 妈 是 对 称 矩 阵 ， 
因而 王 王 一 下 了，(c) 利 用 27 题 证 明 ， 存 在 一 个 酉 抢 阵 YE 使 得 =W 和 且 3V=VT5，(d) 
2 AZ=SW=3V=(3WV=VT2V, 故 A=(C2ZVDEZV)1, 设 U=2YV, te) 着 妇 是 背 异 矩 

2]7| 阵 ， 利 用 习题 2 开头 的 论断 把 A 化 为 韭 奇异 的 情形 . 

进一步 阅读 与 注释 ”关于 推论 (4.44) 的 原型 既 可 参看 T.Takagi，*“(On an Algepraic 
Problem Related to an Analytic Theorem of Caratheodory and Fejer and on an Allied Theorem 
of lLandau,” Japaun. j Math.1 (1925)，83-93， 也 可 参看 1.Sehor， * Ein Satz tber 
Quadralische Formen mit Komplexen Koeffizienten,” Amer. J. Maith. 67 (1945), 472-480. 另 
给 的 几 个 证 明 可 参看 CL. Siegel, “Symplectic Geometryy, Amer. j. Muth 65 (1943)，]emma 
1，pp. 12, 14-15; L.-K. Hua, “On the Theory of Automorphic Functions of a Matrix 
Variable I-Geometric Basis,” Amer. J. Math, 66 (1944), 470-488; 及 N, Jacobson, “Normal 
SemiLinear Transiormations,” Amier, J. Maik. 61 (1939)，45-58， 用 三 角 约 化 (4.4.3) 证 明 
(4. 4. 4) 可 参看 YY, P. Hong and R. A. Horn, “On the Reduction of a Matrix to Triangular or 
Diagonal Form by Consimilarity, "SIAM J. Algebraic and Discrete Methods (to appear)， 关 于 
推论 (4.4. 11) 到 任意 域 的 推广 可 敌 看 ( Taussky, “The Role of Symmetric Matrices in the 
Study of General Matrices, ”Linear Algebra Appl. 5 (1972), 147-154. 


4.5 Hermite 答 阵 、 对 称 和 矩阵 的 相合 与 同时 对 角 化 
任 一 二 阶 线性 偏 微分 算 子 工 可 以 写成 形式 


， 
Lf = (二 十 请 低 阶 项 ，z 一 [zx] E DC Re， G4.5.D) 


4114- 1 


其 中 ， 假 定 系数 a, (x) 定 义 在 基 个 区 域 DCR" 上 ， 丽 数 了 在 D 上 二 次 连续 可 微 ， 正 如 在 
(4.0.3) 所 看 到 的 那样 ， 我 们 不 妨 假 定 ， 对 所 有 r€ D， 系 数 矩阵 AC7) 一 [a, (Ce 是 实 对 称 算 
阵 ， 我 们 所 说 的 低 阶 项 指 的 是 只 包含 /及 其 一 阶 偏 导数 的 那些 项 . 

如 果 作 自 变 量 到 新 变量 ;一 [s, jE DCR* 的 非 奇 异 变换 ， 册 每 个 = [x] 二 $C，……， 
a)， 而 非 奇 异性 则 说 明 Jacobji 审 阵 


sn = [Te |e Mm, 


”在 DD 的 每 一 点 非 奇 异 ， 这 个 假定 保证 变 其 :一 x(s) 的 北 变 斤 局 部 存在 ， 直 接应 用 链 法 则 可 证 ， 
Ei8] 在 这 些 新 举 标 下 ， 算 子 工 有 形式 
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r= [> 区 as -所作 + 诸 低 阶 天 


TL dr, ”Ar Da ds 
of 所 2 
- 对 本 代 十 放 低 队 融 . (4. 5. 2) 


因此 ，!( 在 坐标 :一 [J 下 ) 新 的 系数 短 阵 B 与 (在 于 标 > 一 [rz | 下 ) 丰 的 实 系 数 短 阵 A 的 类 系 可 
用 关系 式 

B= SAST - 《4. 5.31 1) 
表示 ， 其 中 S 是 非 育 并 实 抑 阵 . 

如 果 微 分 算 子 上 与 菜 个 物理 定律 有 闫 (例如 ，Laplace 算 子 工 一 和 静电 势 )， 尽 管 对 白 变 
其 的 坐标 选择 显然 会 影响 1 的 形式 ， 但 它 决 不 会 影响 该 定律 。 因 此 ， 我 们 不 禁 要 问 ， 通 过 关系 
式 (4.5.37) 与 已 知 纸 阵 相关 联 的 所 有 矩阵 上 B 的 集合 共有 什么 不 变星 . 

另 一 个 像 (4. 5. 3 那样 的 变换 例子 来 源 二 概率 与 统计 ， 俱 定 在 有 期 望 算 子 上 的 某 个 概率 
空间 上 ，Xi，X3:，…，X。 是 具有 二 内 征 的 实 或 复 随 机 变量 ， 冉 设 二 EE(X,) 表 示 相 应 的 平均 
值 ，Hermite 拒 阵 六 一 [ay jj] 下 《ELC … gD (站 ,pj]) 三 Cov( 久 } 是 随机 向 庆 买 一 [X)， 

才 , 站 的 协 方差 姓 阵 ， 如 果 5 二 [ss EM 尽 给 定 的 算 阵 ， 则 SX 是 其 分 量 为 人 的 诸 分 最 的 线性 
组 合 的 随机 向 基 .SX 的 诸 分量 的 平均 值 是 


EUCSX) ) = E( DXi)— DBX = Ys 
下 1 


R=1 一 
而 SX 的 协 方差 矩阵 是 
Cov(SX) 一 (FTCCSX -— EC(CSXY OI CSN), — EC(SX),))]) 


= (#[ (2 Ds , (Dt 4))]) 


一 | 5) soELCX, — pa CK, 一 的 ) 5 一 { >) sadn ) 


pr | py | 
一 4 

这 说 明 

CovtSX — SCov (XS’, {4.5.3°) 
内 此 ， 随 机 向 起 的 协 方差 给 阵 的 变化 规律 与 (1415.37) 稍 有 不 同 ， 伍 是 ， 如 时 矩阵 是 实 的 ， 它 
便 简 化 城 (4. 5. 37) 

作为 最 后 一 个 例子 ， 考 虚 一 般 二 次 才 
Q(t) Pa, rr ES, 


以 天 Termite 型 
fy{r)— DD brit, = 0 Br rl,e di, 


其 中 及 二 [a ji 8 一 L6, 1， 姑 果 SEM 是 给 定 的 拓 阵 ， 则 
QS Co (CST ACGSREY (ST MAS) - Ql), 


219] 


220 
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HtSr) = (Sr)' Bl(Sr) = (9° BS)r = Hp ti). 
在 这 个 例子 中 ， 丰 ，B，S 和 x 为 实 的 或 为 复 的 是 无 关 紧 要 的 . 这里， 有 两 种 箭 微 不 同 的 变换 
规律 在 起 作用 ， 而 这 正 是 给 出 下 述 和 定义 的 理 申 ， 


4.5,4 定 尽 设 4，BE1 是 给 定 的 矩阵 ， 恕 旷 存 在 非 奇兵 朱 阵 3 使 得 

(4) B= 二 SAS”" ， 刚 称 BB 是 "相合 (* 星 相合” 于 A， 

Ch) B= 二 SAS' ， 则 称 靖 是 相合 (大 相合 ) 于 AA. 

显然 ， 这 两 个 相合 概念 肯定 有 密切 关系 ; 如 果 S$ 旦 实 徐 阵 ,它们 是 相同 的 ， 当 区 分 这 两 个 
概念 是 无关 紧要 的 时 名， 采 几 本 诸 相合 ， 而 不 加 问 头 ， 有些 作 者 用 本 请 共 频 相合 表示 "相合 ， 
而 我 们 采用 更 恒 十 记忆 的 术 诸 ， 

练习 证 明 相 全 的 第 了 有 相同 的 秩 ， 

值得 提出 的 是 ， 如 果 AA 是 Hermite 得 阵 ， 则 SAS' 亦 基 Hermite 矩阵 (即使 S 是 奇异 逢 
阵 ?; 如 果 A 是 对 称 矩 阵 ， 则 SAS" 也 是 对 称 夭 阵 ， 通 常 ， 对 保 桂 短 阵 类 塌 不 上 灾 的 相合 感 兴趣 ， 
例如 ， 关 于 Hermite 矩阵 的 相合 和 关于 对 称 算 阵 的 相合 ， 但 基 ， 如 玉 A 是 实 对 称 和 矩阵 ， 则 它 
是 对 称 和 矩阵 ， 也 居 Rermite 矩阵 ;于 是 SAS' 是 Hermite 籼 阵 ， 而 SAST 是 对 称 年 阵 ， 对 于 实 
对 称 和 矩阵 ， 我 们 可 能 想 按 相关 的 内 容 来 考虑 ' 相 合式 ' 相 合 ， 这 了 山 种 相合 共同 共有 一 个 重要 的 类 
似 性 项 ， 
4, 5,5 定理 “相合 和 ' 相 合 剖 是 等 价 关系 。 即 对 侍 -- AEM,. 

(a) 站 与 A 相合 . 

(b) 如 果真 与 B 相 合 ， 则 B 与 4 相合 . 

fc) 如 嵌 丰 与 8 相合 且 B 与 C 相合 ， 则 入 与 C 相合 . * 

证 上 明 ;， 对 于 Ca)， 我 们 把 AA 写成 A 二 1A1"， 如 果 肪 = SBS” ，、HS 是 韭 奇异 知 阵 ， 则 B= 
5S 1A(S ! 最后， 如 果 A=S1BSY 斤 B 一 SCS;? ， 则 4 一 (8S SC0S; 9 ， 对 于 7 相合 的 
证 明 形 式 上 是 相同 的 . 中 

风 此 ， 所 有 nxn 第 阵 的 集合 按 相 合 关 系 划分 成 等 价 类 .作为 一 个 理论 问题 ， 呆 以 在 仔 - 
相合 类 系 下 找到 每 个 等 价 类 的 一 个 标准 代表 二 ， 这 个 问题 对 ' 相 合 更 复杂 一 些 ， 所 以 先 讨 论 这 
种 情形 . 

通过 识别 相合 关系 的 诸 不 变 此 可 以 辩 认 并 划分 各 微分 算 子 ， 这 个 实际 问题 促使 我 们 去 分 析 
研究 由 (经 实 矩阵 S$) 相合 于 某 个 矩阵 的 诸 实 对 称 人 第 阵 组 成 的 等 价 类 的 标准 代表 元 问题 ， 结 果 讶 
有 明 ， 这 个 问题 有 一 个 简单 的 解答 : 只 要 计算 正 、 负 特征 值 和 零 特 征 利 的 个 数 ， 央 为 这 个 理由 ， 
引进 下 述 专 有 和 名词. 
4.5.€ 定义 设 AEM 是 Hermite 伟 阵 ， 4 的 惯性 夺 有 溯 一 元 组 

iCA) = Ci CA CAY,ii tA)), 

其 中 ,i (AA) 是 A 的 特征 人 的 个 数 ，i (A 是 A 的 负 特 征 值 的 个 数 ， 7.(4) 居 A 的 零 特 征 值 的 


个 数 ， 并 昌都 计 相 重 特征 值 的 个 数 ， 注 上 忘 ， 从 的 秩 等 于 (4)+i AJ， 的 符号 差 等 于 数值 
1 A A)., 
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练习 ”证明 ， 如 果 知 道 A 的 符号 差 和 秩 ， 则 Hermite 矩阵 4E 1M 的 惯性 是 唯一 确定 的 ， 
反之 亦 然 . 

如 时 AE MM 是 纵 定 的 Hermite 矩阵 ， 则 A 二 UAU”* ， 其 中 A 二 diag(A1，…，4,) 而 W 居 西 
和 矩阵， 为 方便 起 见 ， 假定 4 的 诸 对 角 元 中 首先 出 现 的 是 正 特 征 值 ， 然 后 是 负 特 征 值 ， 最 后 是 零 
特征 信 ， 于 是 ,has A 0 0 如 果 令 


Do diagtt var yas Th Th ls) 


则 也 是 非 奇 异 实 对 角 丸 阵 ， 昌 
[1 
1 0 
一 | 
下 -站 D 
1 
0 0 
| 加 
其 中 所 展示 的 矩阵 恰好 有 六 (4 项 * 十 ii (4 项 “一 1? 和 页 (4) 项 “0"， 于 是 ， 纸 阵 4 训 以 写成 
=] _ 
0 
1 
1 
A=UAU' = Ss 5° = STCAYS’, (4.5.7) 
1 
站 
| 0 ， 


其 中 S 一 UD 是 非 奇 异 垂 阵 ， 而 [CA) 是 4 的 惯性 卸 阵 ， 因此， 每 个 Hermite 矩阵 “相合 十 一 个 形 
式 很 简单 的 对 角 第 阵 ， 内 要 知道 了 该 矩阵 的 惯性 ， 便 知道 了 这 个 对 角 算 阵 ， 用 惯性 矩阵 作为 - 相 
合十 筷 的 矩 阵 等 价 类 的 标准 代表 元 应 当 是 有 吸引 力 的 ， 不过， 要 微 到 这 一 点 ， 必 须 确认 -相合 的 
Hermite 印 阵 有 相同 的 惯性 ， 这 正 是 下 述 定理 的 内 容 ， 遂 常 称 该 定理 为 Sylveter 惯性 定律 . 


4.5.8 定理 没 A4，BE M, 是 Hermite 矩阵 ， 则 存在 卡 奇异 矢 阵 SE 1M, 使 得 4 二 SBS* ， 当 是 
仅 当 和 和 日 有 相同 的 镇 性 ， 凤 有 相同 个 数 的 正 、 负 特征 值 和 零 特 征 值 . 

证 明 : 如 果 A 和 B 有 相同 的 惯性 ， 则 每 一 个 年 阵 都 可 表示 成 形式 (4.5.7)， 其 中 每 小 矩阵 
的 S 可 能 不 同 ,但 却 有 相同 的 惯性 矩阵 .因为 相合 关系 是 传递 的 ， 闵 A 和 日 相合 于 同一 个 矩 
阵 ， 所 以 它们 彼 此 “相合 ， 这 正 是 要 证 的 逆 命 题 . 

假定 A 与 了“ 相 合 ， 且 对 某 个 非 奇 异 和 矩阵 SE IM, 有 4 =S8S' .因为 柑 合 矩阵 有 相同 的 秩 ， 
所 以 训 (A) 一 (8)， 畴 而 只 需 证 明 计 (CA)= 让 (BB) 设 加 1 ww， ， vw 是 A 的 相应 于 正 特 
征 值 MCA)，…， (4A) 的 正 交 单 售 向 量 ， 另 外 设 S| CA) 一 Span {vw ，…， 


1 
Ut 1 


22]| 
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51 (4A) 的 维 数 是 i (4)， 又 如 果 == 十 二 a 机 天 0， 则 一 和 (4) | a | 二 人 
二 ca) | we 一 0， 另 一 方面 ， 

xr* SBS* r= (87) BS xr) 0 
因而 ， 对 于 具有 维 数 站 (A) 的 Span{ Sw ，…，S* vw wow} 中 所 有 非 零 向 时 vy 有 wy"' By>0. 根 
据 推论 (4, 3. 23)， 必 须 有 i; (B) 室 i, (A)， 但 是 ， 因 为 A 和 B 在 这 个 证 明 中 的 作用 可 以 颠倒 过 


来 ， 所 以 得 出 (B)=i. (A). 可 
练习 设 AEM, 旦 Hermite 和 矩阵， 证 明 4 相合 十 单位 移 阵 ， 当 且 仅 当 A 的 所 有 特征 值 都 
是 正 的 ， 
练习 ” 设 A，BEM, 是 对 称 矩阵 ， 证 明 A 种 B 可 经 复 上 矩阵 ' 玫 人 台 ， 妆 旦 仅 当 它们 可 经 实 矩 
阵 相 合 . 


练习 ” 设 A1BEM, 是 实 对 称 矩 阵 . 证 明 A 各 可 经 实 算 阵 相合 ， 当 且 仅 当 刀 和 B 有 可 
同 的 惯性 . 

练习 ”在 由 wwXn 复 Hermite 矩阵 所 组 成 的 集合 中 ， 在 ,相合 下 有 多 少 个 不 同 的 等 价 类 ? 在 
让 naXz 实 对 称 矩 阵 组 成 的 集合 中 呢 ? 

由 于 Sylvester 定理 保证 在 相合 下 Hermite 十 阵 的 渚 特征 值 的 符号 不 变 ， 从 而 党 全 解决 了 在 
"相合 下 从 Hermite 矩阵 的 每 个 等 价 类 选取 一 个 代表 元 的 问题 .但 是 在 "相合 下 诸 特 征 值 的 大 小 如 
何 变化 呢 ? 利用 Weyl 定理 (4, 3. 1) 最 简单 的 形式 ， 可 以 给 册 Sylvester 定理 的 数量 形式 ， 


4.5.9 害 理 (Ostrowski) 设 和 4 SENM， 4 是 ermitec 和 矩阵 ， 而 3 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 没 上 得 
SS " 的 诸 特 征 值 按 递 增 顺 序 (4. 2.17 排 列 ， 则 对 每 个 &=1，2，…， 存 在 正 实 数 欠 ， 使 得 )， 
《SS )& hI' ) 且 
Mt SAS') 一 中 AD) 《4 5. 10) 
证 朋 : 首先 , 若 SS 一 hr 目 了 开关 0， 则 1 SSrpz 一 Sr SrzArD0 央 而 
SS' 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 ， 设 大 基 某 个 整数 ，1 委 上 和 mm， 及 考察 Hermite 年 阵 A 一 4. (A)1， 
它 的 第 站 个 特征 值 蚌 零 . 根据 Sylvester 定理 (4 5.8),， SCA 一 CA)DS' 一 SAS 一 .CA)SS* 
的 第 上 个 特征 秆 也 是 零 ，Weyl 不 等 式 (4.3.2) 说 明 ，8SA4S" 一 4(4)1SS "的 第 上 个 特征 值 有 如 下 
的 上 、 下 界 
AiCSAS) AAS jE LSAI’ — (AISS*) 一 1 
(AS) tiiASS'), 


或 
MSAS 二 一 和 (一 (04159 ) = A (AISS') 
_ fAMLSS" )， 如 果 XCA) 之 0 
CADALCSS')， 如 果 (0A) 过 0， 

二 


MSAS I Nf— A)SS) 0A)SS’) 
(A1095")， 如 果 和 (CA) 守 0， 
1 和 (ASS )。 如 果 (A) 二 中 
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在 任何 一 种 情形 [XCA) 实 0 或 者 (A)S0] 下 . 这些 不 等 式 都 推出 入 (SAS"' ) 二 As (及 ) 对 适合 
ASS ) 扫 让 Si0SS* ) 的 某 个 各 成 立 ， 口 

在 Qstrowki 定理 中 ， 如 果 甩 = 了 EM,， 则 所 有 A4C4) 二 1 且 抽 A(5S* )， 如 果 SE MM 是 
西 矩 阵 ， 则 4SS") 二 1,455 )==1 及 所 有 负 二 1; 这 表明 存 弟 相似 下 特征 值 的 不 变性 ， 因 此 ， 
定理 中 给 出 的 关于 及 的 界 对 任 一 给 定 的 A 和 任 一 给 定 的 非 闸 异 矩 阵 S 是 最 合适 的 . 

道 过 简单 的 连续 性 论证 ，QOstrowski 定理 可 以 推广 到 包括 S$ 是 奇异 矩阵 的 情形 .在 这 种 情 
形 ， 设 e>0， 然 后 用 5S 十 e] 代替 S 来 应 用 定理 可 知 41((S 十 eAC(S 十 e1D)' } 一 B41A)， 并且 
A105 二 TeD (STD ) 世 人 SITel)(ST+e]D)" )， 现 在 让 e->0 便 得 到 界 0 所 所 (SS' )， 
这 个 结果 可 以 看 作 Sylvester 惯性 定律 到 奇异 "相合 的 推广 . 


4.5.11 推论 设 ASEM,， 且 AA 是 Hermite 给 阵 ， 设 A 和 和 S55" 的 诸 特 征 值 按 递 增 顺 序 
(4. 2. 1) 排列 ， 那 么 对 每 个 =1，2，…，n， 存 在 非 负 实 数 外 后 得 A415SS' ) 扫 让 雪 10S9 ) 且 
ALLSAS’ ) = A(tAY), 

特别 是 SAS* 的 正 ( 负 ) 特征 值 的 个 数 小 于 或 等 于 六 的 正 ( 贷 ) 特 征 值 的 个 数 . 
求 复 对 称 和 矩阵 在 "相合 下 的 诸 等 价 类 的 标准 代表 元 问题 有 一 个 更 简便 的 解法 ， 具 要 计算 秩 . 


4,5, 12 定理 设 A，BEM, 基 ( 复 或 实 ) 对 称 拓 阵 ， 那 么 ， 存在 非 奇 异 和 矩 阵 SE M, 使 得 入 = 
SBSr ， 当 上 且 仅 当 上 4 和 BB 有 相同 的 秩 . 

证 明 : 如 果 有 ==SBS"， 且 SS 非 奇异 ， 则 由 (0. 4.6) 可 知 ，A 与 B 有 相间 的 秩 ， 皮 过 来 ， 利 
用 (4. 4. 全 可 导出 

A=USU = UTSIDUT = (DOTS YU DT， 
其 中 ，IT(21) 是 人 的 惯性 录 阵 (4.5.7)， 它 由 A 的 秩 完全 确定 ，U, 是 酉 矩阵 ，3 = diag (0,， 
Gv， 61) 且 所 有 a 沪 0， DD 一 diag(dis ds ,ds) 且 
7 二 jwY5， 和 如果, 之 0， 
” 11， 如 果 & 一 0. 
注意 ，D, 是 非 奇 异 矩 阵 ， 也 可 以 用 同样 的 方式 导出 B= (40,D T(J) (UD,)"， 且 其 中 各 什 降 
有 类 似 的 定义 ， 如 果 假 定 rank A=rank B, 则 5) 一 I(,)， 和 且 
[FED = (OD) TAU DD)! = 15) = (Diy BLCU Po， 
因此 
和 (UDC D:) BE DO UD) ]. 

由 此 得 出 4 与 8 "相合 ， 口 

练习 ”在 ' 相 合 下 ，nXn 复 对 称 矩 阵 组 成 的 集合 中 有 名 少 不 同 的 等 恰 类 ? 在 nXn 实 对 称 
矩阵 组 成 的 集合 中 嘴 ? 

练习 设 AE 胡 .是 对 称 矩 阵 ， 证 明 丰 在 非 奇 异 币 阵 SE MM, 使 得 入 二 SST7， 当 旧 仅 当 和 及 是 
非 奇异 柴 阵 - 

练习 ” 设 A，BE M, 是 对 称 邱 阵 、 证 明 存 在 非 奇异 矩阵 六，YE€ M, 使 得 4 二 XBY， 也 就 
是 说 ,A 与 了 等 价 ， 当 且 仅 当 存 在 非 奇 异 和 矩阵 SE RM, 使 得 4 一 SBST， 即 4 与 日 ! 相 台 ， 提 示 ， 


[24 


i 
[i 
[me 
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如 果 A 二 ZBY，A 和 日 的 和 铁 是 什么 关系 " 

上 述 结果 相当 于 基于 复 怎 阵 的 "相合 的 Sylvester 惯性 定律 。 目 述 结果 相当 于 Sylvwester 定 
埋 的 (jstrowski 数量 乡 式 L(4.5,.9) 和 (4 5. 117|. 
4.5,13 定理 设 4,，SEM. 日 4- AI 设 A=UEUT 和 9S45T=-VMYVT 是 4 和 S4ST 的 
Takagi 分 解 (4. 4.4)， 其 中 和 VV 居 西 什 阵 .Bdiag(ols oi: 7; 06) M= diag(p, ps 
pe 且 所 有 ga jr 守 0. 设 和 (85 ) 表 未 SS' 的 特征 值 . 恨 定数 上， 和 (SS. ) 部 按 过 
增 顺 序 54. 2. 1 排列 ， 则 对 每 个 有 一 1，2，…，8， 存 在 适 台 1083 过 和 这 和 (SS' ) 的 非 负 实 
数 妈 使 得 上 一 ps 如果 汪 非 柯 异 ， 则 所 有 名 汪 0， 

和 证明: 数 六 足 B3B 的 特征 值 ， 其 中 B= 二 $SAS'. 因而 

BBB) = A(SASTSAS') = a(SLASTSA IS ) — balASTSA) 

对 通 合 1 035 过 册 和 (SS ) 的 某 个 义 成 立 ， 为 得 到 最 后 -个 等 式 ， 我 们 利用 了 (4. 5. 11)， 
因为 两 个 矩阵 乘积 的 特征 值 与 乘 各 (1. 3. 20) 的 顺序 大 关 ， 叉 因为 特征 值 和 是 实数 ， 所 以 还 有 
pi DA1lAS SA) = BACSAAST) ~ OW SAAS ). 

此 应 用 (和 4 5.11)， 则 对 适合 和 .055 ) 妥 各 委 105SS ) 的 草 个 扣 有 
p= OA (AMAA) — hoai. 


因此 ，jpu 一 y9i04 一 qr， 且 入 二 YB 在 所 要 求 的 上 下 界 之 间 . 了 
我 们 从 51, 3. 19) 得 知 ， 两 个 可 对 角 化 的 征 阵 可 经 同一 个 相似 变换 间 册 对 角 化 ， 当 是 仅 当 它 
们 可 交换 ， 关 于 通过 相合 加 时 对 角 化 的 相应 结果 是 什么 呢 ? 
或 许 最 时 是 由 于 研究 关于 稳定 平衡 的 "最 小 振动 ”万 学 问题 . 才 促使 人 们 去 考虑 关 十 通过 要 人 台 
回 时 对 和 角 化 的 有 关 结果 ， 如 打动 力 系统 的 组 态 由 广义 (Lagrangej) 坐 标 中 ,中 ，…， 来 确定 ， 其 
中 原点 是 稳定 半 衡 点 ， 则 在 原点 附近 ， 势 能 函数 可 以 通过 有 败 产 义 坐 标 % 表示 的 实 一 次 规 


V= > 在 
米 有 逼近 . 动能 了 可 以 通过 用 广 立 速 度 9， 表示 的 实 一 -次 型 
I 一 > dg 


来 过 近 . 系统 的 变化 过 程 由 Lagrange 方程 组 
d | 2 aT aV 
di' do, dq, og, 
及 决定 . 它 基 常 系数 二 阶 线 性 常 微 分 方 各 组， 如果 两 个 二 次 型 工 和 VY 星 韭 对 角 的 ， 这些 方程 就 
是 者 合 的 (因而 要 解 这 些 方程 是 较 困难 的 ;， 我 们 可 以 假定 实 矩 阵 A 二 Ta, ] 和 B= [b,j] 是 对 称 的 . 
如 果 可 以 求 得 下 奇异 变换 S 一 [s,]E AM 使 得 SASr 和 SBSr 都 是 对 角 算 阵 ， 则 关于 适合 关系 


和 Dp, (4 5. 14) 
1=1 


的 新 广义 坐标 p,， 动 能 二 次 型 下 和 势能 一 次 增 V 都 蚌 对 和 角 定 阵 ， 在 这 种 情形 ，Lagrange 方程 
组 就 是 由 个 分 离 的 常 系数 二 阶 线 性 常 微分 方程 组 成 的 非 六合 组 ， 利 用 指数 函数 和 三 角 汲 数 不 
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蕉 解 儿 这些 方程 ， 而 需 问 题 的 解 可 利用 (4.5. 14; 求 得 

肯 此 ， 如果 可 以 通过 相合 同时 对 前 化 两 个 实 对 称 矩 阵 ， 旭 一 类 重要 的 力学 问题 的 实质 性 简 
化 是 可 以 实现 的 ， 根 据 物 理 知识 ， 动 能 一 次 型 是 二 定 的 ， 结 果 证 明 ， 这 是 可 通过 相 人 台 问 时 对 角 
化 的 充分 (而 不 是 必 过 的 } 条 件 ， 

我 们 可 能 要 考虑 的 同时 对 角 化 结果 有 多 种 形式 ， 可 能 丰 两 个 Hermite 知 阵 A 各 ， 并 有 日 可 
能 希望 对 蘑 个 西 算 阵 使 UAL 和 UBU' 都 其 对 角 算 阵 ， 成 者 可 能 漠 足 于 较 弱 的 结果 ， 对 某 
个 非 奇 异 矩 阵 S 乱 345 "和 SBHS "都 基 对 角 息 阵 ， 类 似 地， 如果 和 和 了 是 对 称 钙 阵 ， 我 们 可 能 
希望 LAI 大 和 ULBD， 或 S45S 和 SBS! 部 蚌 对 角 和 矩阵 ， 基 至 可 能 会 有 这 样 的 龟 合 问题 ,和 是 
Hermite 第 阵 ， 而 日 是 对 称 和 矩阵 ， 希 望 UAU' 和 UBU?', 或 SAS" 和 SBS' 部 是 对 角 征 阵 ， 在 
每 种 情形 ， 归 壮 中 的 自然 相合 大 保持 要 应 征 阵 的 特 吻 代数 特征 的 相合 .所 有 这 些 情形 都 出 现在 
应 用 之 中 .它们 都 可 以 用 同样 的 技巧 来 处 理 ， 而 要 攻 虑 的 季 简 单 情 形 是 遇 个 矩阵 之 中 有 一 个 是 
非 奇异 的 情形 .在 表 4.5.15T 中 列 出 了 若干 结果 ， 它 对 得 种 情 彤 都 结 出 一 系列 等 价 的 必要 充 
分 条 件 ， 将 这 些 必 要 充分 条 件 按 指定 顺序 编号 是 为 了 最 东 各 种 情形 中 相 平 行 的 条 件 ， 


4.5, 15 定理 设 A，BE MM 是 给 定 的 ， 设 [表示 西 和 弓 阵 ，5 表示 扩 奇 民生 和 隆 ， 旦 本 SEN 
则 有 天 #4. 5. 15 工 . 


表 4, 5. 15T 
针 丰 和 B 的 搜 定 已 对 角 北 拓 阵 偶 关 下 厢 同 时 于 角 化 的 等 价 掏 必要 侈 分 条 插 
TAA U4U" 和 和 UBL (1) 丰 在 西 率 阵 VEM, 使 得 VW CV 是 实 对 角 短 阵 ” 
BB-B' (42) 有 人 实 特征 值 目 可 籼 对 角 化 
了 是 非议 异 托 阵 1 人 是 [ivrmite 生 卫 
(一 4 B (4 和 HR 一 上 4， 即 由 与 召 可 交换 


(bysaAs’ 和 SBS， (1 存在 目 广 异 持 阵 RE 使得 只 -是 实 对 前 惠 阵 
(2)C 有 实 特征 值 旦 叮 对 角 化 


下 ,4 一 .7 1 和 BUY (1) 闻 在 此 阵 WE 时 ,后 得 说 CTY 大 对 角 筑 阵 
B= Bi (2 人 是 吕 西 对 角 化 项 蒋 
各 是 非 奇 异 算 阶 (3 基 由 规 牙 持 
人 及 :BB 


tSASY 和 SBS' (1) 相 在 太 奇 异 售 阵 RE M4, 使 得 并 CR 尼 对 角 引 阵 
142)( 是 可 浊 角 化 知 阵 


由. 4 一 必 DLL 1) 存 在 内 期 阵 开 E M, 使 得 斌 ”CWW 是 对 角 砚 阵 
B=B' 3){ 是 对 称 算 阵 
如 末 妆 呈 恬 育 异 短 阵 、 (41AB==BA 
邻 人 = 1B. 
如 果 召 是 非 奇 异 筷 陈 ， 
全 三 = 用 


《bsS4S* 和 SBS7 人 1) 存在 非 奇 绰 短 阵 RE M, 使 得 尺 ' :CR 蚌 对 第 矩阵 
(5) 存在 非 奇 异 生 阵 RE IM, 使 得 及 -ICR 是 对 称 和 矩阵 
证 明 : 在 六 组 条 件 的 每 一 组 中 ， 所 述 大 部 分 条 件 的 等 价 性 只 基 属 于 定义 的 推论 ，F (a} 组 
中 (37 和 (4 的 等 价 性 可 以 其 以 下 论断 排出 如果 4 和 B 是 Hermite 第 阵 ， 则 AB 是 Hermite 
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短 阵 当 有 十 币 当 及 与 B 可 交换 ， 以 及 让 是 Hermite 烃 阵 当 且 悦 当 有 四 是 Hermite 和 矩阵， 类 似 地 
可 证 明 困 (a)t3) 和 (4) 的 等 价 性 ， 这 是 内 为 ，B 是 对 称 和 矩阵 当 且 习 当 BB ' 是 对 称 和 矩阵 ， 还 因为 ， 
如 果 4 是 Hermite 矩阵 ， 则 47 一 点 ， 

在 六 组 条 性 的 每 一 组 中 ， 条 和 件 (1) 的 必要 性 可 直接 从 相应 的 相合 具有 对 角形 式 的 假设 推出 . 
例如 ， 在 情形 并 (b)， 如 果 SAS' 一 A 和 和 58S' 二 MM 都 是 对 第 算 阵 ， 则 

AtB= (STA SITS MS = STCAT MD CST™Y™!, 

因而 呈 二 $7 将 对 角 化 C 一 4 “8B， 类 似 地 ， 在 情形 Tb) 和 看 (b)， 尺 一 S 也 将 起 对 角 化 作用 . 
如 果 是 酉 矩阵 ， 则 每 种 情形 的 相应 矩阵 民 也 是 本 卸 阵 ， 

考虑 情形 了 ， 其 中 和 A 和 B 是 中 ermite 和 给 阵 ， 且 A 是 非 坷 异 上 折 阵 ， 假 定 工 (5955 成立， 即 
看 在 非 奇 异 矩阵 一 [mrjEM， 每 个 产 EEC， 以 及 对 第 矩阵 4 一 diag(， 和 -As)， 
其 中 所 有 是 实数 ， 使 得 民 !4 :BR=4， 国 而 BR 一 ARA 用 民 ”BR 一 及 ARA， 不 失 一 般 性 ， 
假定 相 重 的 4. 项 的 值 是 排放 在 一 起 的 ， 因 而 4 有 分 块 形式 
A 0 


{4.5.16) 


A 
A EE M,i ln A, = pi, i= | ,2 ks 


其 中 ， 所 有 x 是 实数 ， 且 如 果 ij， 则 p 关 pg;， 如 果 所 及 项 未 必 相 等 ， 选 取 适 合 1 所，j 专 
n 的 任意 1 使 A, 去 A， 并 有 旦 考察 恒等式 RR* BR 一 R" ARA 两 边 的 i，j; 项 ， 这 就 是 

ri ArA) = 7 Br, = ri Br, 一 ArA, 一 ri ArA,s 
这 里 ， 用 到 了 入 和 BB 是 Hermite 矩阵 (因而 对 所 有 +， yEC" 有 T 43y 一 六 Ar) 以 及 1 和 ,是 
实数 的 囊 实 因为 儿 天 1 ， 我 们 推出 一 4r 一 0 因而 地 4r 一 上 一 rm Br 一 0， 这 表明 睹 阵 
民 ” BR 和 R ' AR 都 基 分 块 对 角 秆 阵 ， 且 与 (4. 5. 16) 有 相同 的 形式 ; 即 


本 "| 
B. 
R 如 -| 。 ” 四 
L B, 
[A 0 | 
_ He A 
0 村 
ph 


其 中 ， 对 i 二 1]， 2 ,， 记 ，B,， AEM,. 这 部 分 化 简 到 对 角形 式 ， 如 果 上 一 am， 即 如 果 所 有 》， 
都 互 不 相同 ， 它 将 完全 化 简 成 了 对 角形 式 ， 如 果 上 <n， 则 菜 个 子 块 及 守 1， 目 B, 一 A,。 国 
为 A 和 B, 是 Hermite 佐 阵 ， 可 以 利用 谱 定 理 (4.1,5) 导 出 A=UDiU' ,其 中 UD,EM,， 
UU, 是 西 和 矩阵， 而 DD, 是 实 对 角 和 矩阵 ， 则 B, 二 ph, 一 UD)U: 也 可 对 角 化 ， 如 果 令 


Hermite 想必 和 对 称 和 取 165 


U,| | Du 
日 当 和 一 1 时 也 = 口 ]， 则 生 是 西 矩 阵 ， 吃 是 实 对 角 挎 阵 ， 有 得 
R ER =LUODAI ，R AR 一 ULUDTI， 
最 后 ， 和 欲求 的 表示 式 是 
A=[RO UIDERDY UI 和 Be RD UMDAR)U}. 
注意 ， 如 果 假 定 [ Ca) (1) 成 立 , 证 法 是 相同 的 ， 只 基 我 们 还 知道 RR 是 上 业 钴 阵 ， 在 这 种 情形 ， 
(R ' "UU 二 RU 是 商人 桨 阵 且 了 (a)(1) 的 充分 性 得 让 . 
余下 的 四 种 情形 中 所 要 作 的 证 明 是 类 似 的 ， 利 用 相应 的 假设 得 到 相合 矩阵 ， 它 们 是 分 块 对 
角 和 矩阵 ， 然 后 利用 关于 Hermite 矩阵 的 谱 定 理 域 关于 对 称 和 矩阵 的 Takagi 分 解 (4. 4. 4) 便 完成 了 
到 对 角形 式 的 化 简 . 
考虑 情形 五 ， 其 由 ,六 和 B 是 对 称 和 矩阵 ， 日 4 是 非 奇 异 窍 阵 假定 了 人 b) (1; 成 立 ， 即 存 
在 非 奇 异 和 矩阵 虹 一 [rr |E MM,， 每 个 + EEC， 以 及 {不 一 定 是 实 的 ) 对 角 姑 阵 A 二 diag(， 
hz， ， A4)， 使 得 R11A "1BR 二 A， 因而 BR 一 ARA 且 R7TBR 二 RTARA.， 又 假定 相 重 的 4 项 是 
排放 在 一 起 的 ， 因 而 4 有 形式 (4. 5, 16)， 且 所 有 jp, 互 不 相同 ， 如 果 不 是 所 有 4, 都 相等 ， 选 取 
适合 1i，j 所 7 的 任意 7，j 使 %, 取 4,， 并 考察 恒等式 RTBR 一 RITARA 两 边 的 i，j 元 ， 这 就 是 
riArA, = riBr, = riBr, = riArd, = riArA, 
这 里 ， 用 到 了 4 和 日 的 对 称 性 (对 所 有 xz，yEC， y= y Ar), 因 , 关 %,， 推 出 riAr;=—0, 
因而 Ar, 一 rfBr; 一 riBr, 一 0， 这 表明 短 阵 RTBR 和 RR'AR 部 是 分 所 对 角 矩 阵 且 与 (4. 5, 16) 有 
相同 的 形式 ; 基 


1B, 0 | 
' B | 
RTBR = 1 四 = RTARA 
L 也 
[nA 0 
Pi 
0 
L PR 


其 中 B，A,E€2M,， 如 果 上 二 wn， 这 就 是 所 要 求 的 化 简 ， 如 果 上 <n， 则 菜 个 子 扫 有 二 1 且 8,= 
Ha。 因为 4 和 日 都 是 对 称 算 阵 ， 可 以 利用 Takagi 分 解 (4 4.4) 导 出 A, 二 Ds,UT， 其 中 ， 
U,，Z,EM, ，U, 是 本 矩阵 : 而 是 具有 非 负 对 角 元 的 对 角 撼 阵 ， 于 是 B, 一 pA, 二 U, (jp.3,) 
U7. 如 果 令 


166 带 卫 章 


TU 0 PP 0 
Ui 
U= | | ， 瑟 二 
I -， 


Er Di! 
且 当 如 一 1 时 如 ,二 [1j， 则 咒 基 次 算 阵 ， 是 (具有 非 负 对 角 元 的 ) 对 角 算 阵 ， 且 
RIBR — USAIU' 和 RIAR = USU'. 
最 后 ， 和 欲求 的 表示 式 蚌 
A= [ROOTUIECRI)TUUI 和 B = TROTUIEALCR 1 U1]’. 

如 果 假 定 J(a)f1) 成 立 ， 则 民 是 西 算 阵 且 (R 1)"U 一 RU 是 西 佐 阵 ， 因 此 (a) (01) 的 充分 性 也 
得 到 了 证 明 ， 

在 情形 让， 证 明 需 作 一 点 修改 ， 设 上 六，BE MM,， 旦 A 是非 奇异 的 Hermite 矩阵 ， 吕 是 对 称 
和 矩阵， 很 定 五 {57(1) 成 立 ， 即 存在 非 奇 异 年 阵 玉 二 [rre…r]€ MM, 和 对 角 矩 阵 A 二 diag (1， 
ha， 2,) 使 得 R71'A 1BR 二 A， 内 而 BR 一 ARA 日 R' RR 一 RTBR 二 R' 4RA， 现 在 假定 模 相 
辣 的 项 排放 在 -起 使 A 有 形式 


A 0 
疙 : 
入 三 9 
0 
A 
a 0 
其 中 ,4 = ， = 1 
0 
4) 
A 
并 月 对 着 1, 2， "7 有 | pa ! 一 ta | + 而 如 果 i ji, 则 | 各 六 | 尖 | pe | ， 如 果 


不 是 所 有 3, 项 有 相同 的 模 ， 则 选取 适合 1ssi，j 室 "和 | | 关 | 入 | 的 任意 i，j， 然后 考察 恒 
等 式 RiIBR 一 R* ARA 两 边 的 i，j 小， 这 就 是 

六 和 ri = riBr, -: riBr, = ri ArA, — rr ArA,, 
这 里 ， 用 到 了 A 是 Hermite 定 阵 及 B 基 对 称 失 阵 的 事实 , 于 是 | rrAr, | [2 l=|nAri 
|, |， 六 国 为 1 4 | 了 关 1% 1， 由 此 推出 天 4 一 0， 国 而 六 4r, 一 Br 一 rr,= 一 0， 这 表明 
短 阵 RTBR 和 己 " AR 都 是 分 块 对 角 算 阵 且 与 (4.5. 16) 有 相同 的 形式 ， 即 


”0 


上 Hermite 超 降 和 对 和 株 趣 性 167 


其 中 ,所 有 B， A A,EM,， 且 四 一 oDi, og, 闫 0， 
万 一 diagfe ,et ,ee ,er ), 

所 有 名 对 民 如 果 吉 二 #， 这 谣 是 所 要 求 的 化 简 ， 和 如 果 记 nn， 那 么 某 个 子 块 及 记 1 HB, 二 
和 AA, 一 oAD;， 轩 为 D, 是 西 对 利和 施 阵 ， 所 以 D' = 二 了 D, 二 Di 二 D,'， 内 而 

DIBD, = mmD AD,, 《4.5. 17) 
这 个 恒等式 左边 是 对 称 条 阵 DB,D,， 市 石 边 是 Hermite 知 阵 oD'AD,， 且 所 有 6o, 是 实数 ， 
如 果 gq, 关 09， 排 出 Di A.D, 是 Hermite 趾 阵 ， 艾 是 对 称 息 阵 ， 而 一 个 Hermite 所 阵 只 有 在 它 旦 
实 短 阵 时 才能 是 对 称 第 阵 ， 寺 而 ， 如 盯 0，D" A.D, 就 是 实 对 称 移 阵 ， 如 果 吕 一 0( 至 多 对 ; 
的 - -个 值 可 能 出 现 这 种 情形 }， 则 加: A,D, 是 Hermite 答 阵 ， 人 不 一 定 是 实 矩阵 ， 根 据 谱 定 理 ， 
对 每 个 i]， 和 存在 疯 邱 阵 世 EM 以 及 实 对 角 短 阵 训 ,， 使 得 DD' AD, 二 UM;UY ， 如 果 
60， 则 如 可 以 选 为 实 趟 交 算 阵 ， 这 时 UI =U” 村 

BIB.B, = aD, AD = U, (a MIUT, 
如 果 oa. 一 0， 则 Uw 一 U7 可 能 不 成 立 ， 但是， 因为 两 边 都 是 零 ， 所 给 出 的 等 式 仍然 正 确 ， 内 此 ， 
对 所 有 ;一 1，2，…, 上， 有 
同一 【TD 和 号 一 (DLA DU Y. 


如 果 令 
DU, 0 
1 DU 
0 
| DU 
[ML 0 ol 0 
MM 二 M, 一 Ge 了 
0 
MM 于 vil 


则 有 =[(R TUTNEMEUTR HA 一 CR 1)' [MEU* RR]， 这 正 是 所 要 证 明 的 ， 如 上 集 假定 末 
《a7( 了 成立， 则 卫 是 西 第 阵 ， 因 而 CR DU=RU 和 (六 "TU= RU 是 西 和 矩阵， 因此 罩 (a) {1) 
的 充分 性 得 证 . 

当 妇 是 非 背 异 朱 阵 时 ， 这 就 完 城 了 陡 的 证 明 ， 和 如果 台 是 非 奇 异 短 阵 ， 几 Cb) C1) 的 假定 说 
上 月， 存在 秦 奇 异 矩 阵 尺 E M 柄 得 R71B !'AR 一 A 是 对 角 矩 阵 ， 因 而 AR= BRA 日 尺 ， AR = 
R'BRA。， 此 后 的 让 明 形 式 上 与 A 性 非 奇 异 纯 阵 的 情形 相同 ， 在 证 明 中 仅仅 交换 A 和 B 的 地 
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位 ， 芋 用 Takagi 分 解 (4.4. 和 对 角 化 DiB,D ， 而 不是 用 谱 定 至， 口 ] 
在 定理 (4.5.15 光 表 1410. 15T) 的 情形 工程 于 ， 有 一 个 关于 4 :7 的 熟知 的 条 件 ， 它 等 价 十 
及 和 昌 可 通过 相应 的 相合 同时 对 角 化 ， 这 就 是 汪 8 可 对 角 化 (或 洗 其 特 入 值 都 是 实 的 )， 革 
及“ 日 具有 形式 RAR “. 其 中 A 是 对 骨 矩 阶 { 或 许 有 4 是 实 咎 性}， 诛 则 [.， 这 个 条 件 可 以 通过 上 蛤 
证 和 BB 的 极 小 多 项 式 是 否 有 不 同 的 线性 (或 许 足 实 的 ; 因 式 来 检验 ， 但 是 在 情形 用， 所 述 条 件 是 
不 凶 风 的， 邮 AA 'B 具有 形式 RA4R''!， 其 路 4 是 对 第 矩阵 ， 这 个 条 件 涪 明 4 !B 可 通过 合 相 似 而 
不 是 通常 的 相似 对 角 化 . 关 十 合 相似 性 的 讨论 外 (4 6 节 ， 定 理 导 6 1 证 明 ， 条 件 (.5. 二 和 提 
(b)(1)) 等 价 于 条 和 人 御 ， CC 的 特征 值 均 为 非 负 实数 ，C0 可 对 前 化 。 且 rank (一 rank CC. 

在 定理 (4. 5. 15) 中 作 非 奇 拓 性 报 定 苹 方 便 的 ， 岂 是 看 西 相 侣 的 情形 Ttay， 直 (ay 和 胃 (a) 
中 ,这 个 假定 可 以 中 销 。 在 情形 1 (4a)， 这 种 计算 方法 给 册子 关于 可 交换 的 Hermite 矩阵 可 同 
时 两 对 角 化 的 经 典 结果 (4. 14.6) 的 浆 一 个 证 明 . 

4.5.18 推论 设 4， BE M,, 

(a) 如 果 4 和 及 都 是 Hermite 矩阵 ， 则 存 基 两 矩阵 GE M, 使 得 UAU" 和 UBU' 都 是 对 角 
矩阵 ， 当 且 仅 当 4 中 是 Hermite 矩阵 ， 即 AB 一 BRA, 

(b) 如 果 和 和 昌都 是 对 称 算 阵 ， 则 存 存 西 箱 阵 TTE M, 使 得 LAL 和 TUBUI! 都 是 对 角 短 
阵 ， 当 且 促 当 AB 是 正规 算 阵 : 由 ABBA= BAAE. 

(c) 如 果 A 是 Hermite 和 矩阵， 而 B 是 对 称 矩 孟 ， 则 存在 枫 算 阵 CE M,， 使 得 UAU* 和 
DB[ 都 是 对 角 和 矩阵 ， 当 片 仅 当 AB 是 对 称 算 阵 ， 即 4B8 一 有 A， 

证 明 : (a) 如 果 DUAD 一 4 和 1 一 民 都 是 对 角 征 阵 ， 则 4 一 UAU，B=U* MU， 办 
而 AB 二 UT AU MU 一 C AMDOTEID AT MUL AU= BA， 反 过 来 ， 如 果 AB= BA， 
则 对 基 个 es>0，4. 一 人 士民 是 非 奇 民 Hermire 年 阵 . 目 和 B= (4TermB 一 AB 二 ecB 一 BA 二 eB 
BC4TeTD 一 DA 内 此 , 旺 与 4. 和 4 可 交换 ， 央 而 和 几 是 Hermite 人 阵 根据 (4. 5. 15) 
( 表 二 515T) 的 Ta)(3)。、 存在 西 第 阵 W， 使 得 DA 一 DAU Fel 一 4 和 TBU 一 M 都 
是 对 角 短 阵 ， 轩 而 UAU 一 A 一 ef 和 UBU = MM 都 是 对 角 上 矩阵 . 

(by 如果 UAL 一 A 和 UBU' 二 1M 部 是 对 角 矩 医 , 则 A=U' AD0, B=U* Mi), H A8= 
UAUUMU==U 《A 谣 )U 可 西 对 角 化 ， 因 而 足 正规 朱 阵 ， 关 本 省 命 肿 ， 候 定 A 是 正规 矩阵 
HA 是非 奇异 知 阵 ， 则 AB=CA') "1 吾 蚌 正 瑶 条 阵 ， 商 (45.15) 的 (ay(3) 说 明 ， 两 个 对 角 
矩阵 丸和 召 是 同时 可 丁 对 区 化 的 ， 央 此 ， 存 在 两 阜 阵 LTE MM 和 对 角 东 阵 A，MEM,， 使 得 
4 一 LAU 和 B=UMU’， 十 荐 4 一 ID 和 DB=DMBE7， 这 正 是 所 要 求 的 4 和 了 同时 对 
角 化 形式 ， 如 果 及 臣 奇异 矩阵 ， 则 根据 (1. 4.4)， 存 在 西 拓 阵 UE MM,， 合 得 UAU7 是 对 角 算 
隆 ， 如 果 必 要 ， 还 可 以 交换 上 的 诸 列 使 得 

. [ES 0 
UAUT = 1 | TE NM, Tak npn, 


有 旦 是非 奇异 对 称 和 矩阵 (实际 上 是 对 角 算 阵 )， 如 果 把 UBUT" 写成 相应 的 分 块 形式 
Bi: B's 


，B M. B. Mrs 
BE B | uEM, Bo EM- 


DBUT7 = | 


Hermite 趣 降 和 对 称 赵 取 169 


则 于 块 Bl 和 Bs; 是 对 称 和 矩阵 ， 朋 有 


po a TE OB TB 3B, 
VAY DEI!) = UABU, = 1 ojis. a | | 站 | 
但 是 DA 还 是 止 规矩 阵 ， 央 而 3B, 一 f( 于 本 节 末 习题 20)， 又 因为 三 是 非 奇异 矩阵 ， 所 以 
Bi 一 n0， 这 党 上 遇 


| D1 Bl 0 
UA 一 i, UBU! 一 | | 
Lo 0 0) 


EH 0 
0 中 
根据 上 述 关于 非 奇 异 情形 的 证 明 .， 得 知 ， 人 存在 西 定 阵 VE M， 和 对 角 算 阵 A,，A; € M;， 使 得 
VAVI 和 有 一 VY4sVT 因为 了 是 对 称 征 阵 ， 我 们 述 知道 ， 存 在 西 矩阵 Vs EM，, 利 对 
角 短 阵 4 EM 使 得 8 一 Va4sVYT， 如 果 设 4 一 4 四 EM,， 峙 = 生 四 4， 昌 = 一同 四 V,， 
则 有 UAU'=VAV" UBU? 二 VMY!， 因 此 ,A= (YACG VI 和 B= VMCGU* VT 
屁 所 有 要 求 的 同时 对 第 化 形式 . 

4c) 如 果 DAD 一 A 和 UBU" =MM 事 是 对 前 矩阵 ， 则 有 A 一 定 是 实 算 阵 ， 有 A=U’'AU, B 
二 DU* MU 以 及 


(UAUT (UB) = | 


AB= UT AUU MU 一 DT -— U* MAU 
= [MUUTAD 一 (UMD AU) = BA. 

友之 ， 如 果 AB 一 BA， 则 对 革 个 E00，A. 二 A 十 el 是 非 奇 异 的 Hermite 短 阵 、 和 目 ALB 二 
BeB 一 BA 1 eB 一 BA,， 因 此，(4.5.15) 的 筑 件 (a) C1) 被 满足 ， 且 存在 西 矩 阵 UE IM, 使 
得 UAUi 一 DUAL 十 el 一 A 和 .BUI =M, 都 是 对 角 和 矩阵， 国 而 UAT 二 4. 一 a 了 和 UBU! 
一 M. 都 是 对 角 和 矩阵 , 

两 个 奇异 Hermite 托 阵 经 (不 … 定 是 本 的 ) "相合 同时 对 角 化 的 问题 在 习题 8 中 讨论 ， 

我 们 已 经 春 到 ,在 ' 相 省 下 ,一 个 Hermite 算 阵 总 可 以 起 非常 简单 的 形式 (在 对 角 线 上 有 
二 1 或 的 对 甫 算 阵 )， 并 且 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 一 对 Hermite 矩阵 经 "相合 可 以 同时 变 成 对 前 
第 阵 。 杆 是， 自然 要 提出 的 问 是 是， 一般 的 Hermite 第 阵 偶 及，BE MM 在 同时 "相合 下 可 以 变 
成 什么 样 的 标准 形 ? 即 经 C 一 次 相合 ， 算 阵 偶 

CAC 和 GC BC 

可 以 取 什 么 样 的 标准 形 ? 虽然 这 个 问题 是 针对 (可 能 都 是 奇异 的 ) 一 般 Hermite 矩阵 偶 来 讨论 
的 , 但 是 不 论 是 提出 还 是 证 明 其 一 般 结 果 都 是 相当 复杂 的 ， 这 里 ， 对 其 中 至 少 有 一 个 矩阵 是 非 
奇异 的 Hermite 全 阵 偶 ， 不 加 证 明 地 叙述 标准 形 倘 定 理 . 我 们 已 经 讨论 了 可 经 "相合 闻 时 对 角 
化 的 特殊 情形 ， 
4.5.19 定理 假定 A，BE M, 是 Hermite 矩阵 ， 且 A 是非 奇 异 答 阵 ， 则 存在 正 整 数 皮 各 非 奇 
异 矩 阵 CE Mt,， 使 得 


236 


170 第 开间 


Al 0 BI 0 
A B 
C' AC = ， {B= ， 
0 0 
L A Bi | 
其 中 ， 每 对 A,，B,E MM ，i 一 1，2，…， 上， 是 两 种 可 能 形式 之 一 : 
9 1 0 1 
B,=Ee 加 (C1, 5. 20) 
a 1 0| 0 
且 a 是 实数 ， 或 
_ 0 1 
0 | 1 
1 0 0 1 
B, 一 0 人 ; 和 A, 二 ， (4.5.21) 
a 1 0 
] 0 | 
ta 1 0 
日 a 是 复数 ， 在 (4.5.20) 中 e 是 上 1 或 一 1， 而 在 (4.5.21) 中 因 是 偶数 几 两 个 非 夫子 块 都 在 
ja 中 ， 
说 阴 : 


1. 在 a 是 实数 的 情形 ，Ff 能 有 ,二 1， 于 居 两 个 于 块 具有 形式 a， 土 1， 相 应 十 同 -个 
值 (例如 还 相应 于 间 一 个 值 e<== 了 1) 的 多 个 1x1 子 抉 ， 在 C* BC 中 将 产生 形 如 af 的 子 坪 ， 币 在 
C* AC 中 则 是 I 

2. 在 a 是 复数 的 情 撒 ， 可 能 n 一 2， 十 是 两 个 子 块 具有 形式 


0 a OD 1 
人 
让 里 1 0 


3, 在 定理 中 ， 辣 时 产生 的 子 块 结构 恰好 对 应 十 4 ' 的 Jordan 标准 此， 即 及 'B 的 诸 基 本 
Jordan 块 恰好 是 4 'B,， 注 意 到 (CAC3 -1CC* BC) 二 C1CA 18)C， 因 而 忆 也 是 使 A-18 联 
Jordaa 标准 形 的 相似 矩阵 ， 于 是 定理 所 确认 的 形式 可 以 从 A-1B 的 Jordan 标准 形 求 得 (确定 谱 
惯性 因子 6 是 不 难 的 }. 


4.5.22 注释 就 像 两 个 Hermite 短 阵 A，B 存 ' 相 合 下 的 标准 形 企 (4.5.19) 类 似 于 A18 的 
Jordan 标准 形 一 样 ， 基 于 两 个 实 对 称 矩阵 A，B， 在 实 ' 相 合 下 也 存在 一 个 标准 形 偶 ， 它 类 似 
于 A“B 的 实 Jordan 标准 找 ， 其 中 ， 撒 如 (4.5.21) 的 子 块 B, 用 缘 如 (3. 生 4 的 美 伺 子 识 来 代 
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替 ， 而 其 他 可 能 形式 的 子 上 岂 取 原来 的 形式 ， 
习题 

1 设 和 A，BEIM,， 且 假定 日 是 韭 奇 异 矩 阵 .， 证 明 存 在 CE M, 使 得 太一 BC， 此 外 ， 对 任 一 
非 奇 异 矩阵 SEM,， 有 SAS 二 CSBS* YC”， 其 中 相似 于 C. 

2. Sylvester 惯性 定律 (4. 5. 8) 的 迹 明 中 较 难 理解 的 部 分 是 要 证 明 ， 若 D, 和 了, 是 相合 的 
Xn 人 恒 性 和 矩 阵 (4. 5.7)， 则 它们 有 相同 个 数 的 正 对 角 元 ， 正 文中 给 出 的 证 明 依 赖 于 Courant- 
Fischer 定理 的 推论 ， 请 对 下 述 初 等 证 明 作 详细 的 论述 ， 假 定 D, = 二 3 Di$， 并 且 假 定 DD, 恰好 
有 :个 正 对 角 元 且 至 少 有 一 个 负 对 角 元 ， 假 定 Di 的 前 个 对 角 元 和 了 ,的 前 :个 对 角 元 是 正 的 ， 
其 中 1 过"，t 如果 55 证 明 在 在 一 个 非 零 向 有 量 4 二 Lx,]EC 使 得 了 一 攻克 一 局 一 0 及 
(Sr 一 (Sr 一 (Sr 一 0 然后 证 明 D0 而 CSe)" DCSmD<0 从 而 得 出 矛盾 . 

3, 设 4，BE Mi 都 是 Hermite 矩阵， 证 明 下 列 四 个 条 件 等 价 ， (a)A 和 B 可 经 相合 同时 
对 角 化 . (b) 对 某 两 个 非 零 实 部 量 a， 训 ，a 有 A 十 8B 与 B 可 经 ' 相 合同 时 对 外 化 ，{cyA 和 8B 同时 
"相合 于 一 对 可 交换 的 年 阵 ，({d) A 十 i "相合 于 应 筑 算 阵 . 

4. 试用 定理 (4.5,15) 证 明 中 的 证 明 方 法 以 及 交换 族 定 埋 {1.3,19) 和 (4.1.6) 证 明定 理 
(4,5.15) 之 [tb 的 如 下 推广 ， 设 A ，A， 下 ， 遍 马 M, 是 给 定 的 Hermite 抵 阵 ， 其 中 A, 是 
医 奔 异 的 ， 则 存在 一 个 韭 奇异 矩阵 TE M, 使 得 对 所 有 := 一 1，2，…， RE， 了 T AT 是 对 角 和 矩阵 ， 
当 匡 仅 当 (a 对 所 有 2:=2，……，， 委 1 4 相似 于 实 对 攻 和 矩阵 ， 上 用 (by1 人 14， 一 2，…， 寺 是 
一 个 矩阵 交换 族 ， 提 示 : 设 忆 二 Ai1A, 且 对 十 所 有 1 =2，…，A)，5SC.S-1 是 实 对 角 和 矩阵 ， 设 
一 9 43S 然后 证明 48 一 个 Hermite 答 阵 交换 族 .， 存 在 一 个 西 祭 阵 局 使 得 对 所 有 i 
二 2，*…， 上 由，UB,U 是 对 角 和 市 阵 ， 而 了 = LS 是 所 要 求 的 相合 抢 阵 ， 相 应 于 (4.5.15) 之 上 (b) 
的 推广 是 什么 ? 

5. 出 (4.0.4) 给 出 的 具有 实 对 称 系 数 第 阵 ACx) 二 [a (x)] 的 微分 算 子 工 放 点 xE DCR" 是 
祖国 型 的 ， 是 指 其 系数 矩阵 4(- 吉 是 非 奇 异 的 用 它 的 所 有 特征 值 有 相同 的 符号 ， 称 工 在 r 是 双 
曲 型 的 ， 是 指 4(z) 是 非 奇异 矩阵 ， 且 它 的 一 1 个 特征 值 有 相同 的 符号 ， 而 一 个 特征 值 有 相反 
的 符 辟 。 远 阅 明 ， 为 什么 基 主 一 个 坐标 系 一 个 微分 算 子 在 一 个 点 是 襟 圆 型 (或 冯 曲 型 )， 则 关于 
其 他 每 个 坐标 系 ， 这 个 微分 算 子 在 那个 点 也 是 确 轩 卉 (或 双 曲 型 ). Laplace 方程 

7 
4 了 塘 圆 化 分 算 子 的 一 个 例子 ， 而 波动 方程 
?了 _ of | oF oF 一 和 


dr naw or 
是 叉 昌 模 算 对 的 :个 例子 . 这 两 个 方程 都 是 在 得 长 儿 举 标 系 中 给 出 的 .在 球 极 坐标 ， 林 面 坐 标 
或 其 他 坐标 系 下 ， 这 两 个 方程 的 差别 就 很 大 ， 

6 设 针 =[ 和， Xj 和 YY 二 [YY ，…，Y,]! 是 由 具有 有 限 二 阶 矩 的 实 随机 恋 量 组 成 的 
两 个 向 其 ， 事 实 F( 见 第 7 齐 )，X 和 了 的 协 方差 矩阵 部 只 有 非 负 特 征 值 ， 假 定 其 中 至 少 一 个 协 
方差 年 阵 是 目 奇 异 的 ， 证 册 存 在 实 非 奇 擂 矩阵 SE M,， 使 得 SX 和 SY 的 协 方差 类 阵 都 是 半角 
先 阵 ， 用 统计 学 术语 表述 是 ， 可 以 求 得 一 个 非 奇异 线性 变换 S 使 SX 和 SY 的 诸 分 最 各 不 
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相关 ， 

7. 利用 习题 1 给 出 三 个 或 多 个 随机 向 基 满 足 什 么 条 位 就 能 保证 有 一 -个 非 奇 异 线性 变换 使 
变换 后 的 诸 随 机 向 基 的 各 分 量 是 不 相关 的 . 

8, 定理 (4. 5. 15) 的 情形 工 () 考 虚 了 山 个 Hermite 录 阵 在 至 少 有 一 个 矩阵 是 非 志 妈 的 情形 
下 经 相合 同时 对 角 化 的 问题 . 推 沦 (4. 5. 18a) 考 虑 了 两 个 什 阵 可 能 都 是 奇异 的 情形 下 用 王 * 相 
合同 时 对 角 化 的 问题 ， 若 两 个 矩阵 都 是 奇异 的 ， 则 经 (不 一 定 是 画 的 ) "相合 同时 对 角 化 它们 的 
操 题 最 禾 可 化 成 (4. 5. 15)， 但 必须 者 察 这 两 个 矩阵 的 两 个 零 室 间 之 交 的 正 变 社 的 性 质 ， 设 A， 
BE M, 是 Hermite 年 阵 ， 旧 假定 它们 都 是 奇异 的 ， 设 NCA} 和 NtB) 分 别 表 也 和 4 和 8B 的 零 空 
向 0 罕 | ,| “| 可 以 证 明 ， 存 在 一 对 奇异 Hermite 适 隆 可 经 -相合 同 时 对 角 化 
(b) 假 定 NCA)NNGB) 二 10}， 证明, 车 A 和 BB 可比 相合 同时 对 角 化 ， 则 存在 一 个 实数 4 使 得 
aA 十 BB 是非 奇异 移 。 提示: 着 CE M, 是 非 奇 异 的 ,， ("AC= 和 1， 且 C* BC=Ai， 其 中 Ah 和 有 
是 对 角 和 矩阵 ， 证 明 4， 和 4: 的 零 主 对 角 元 不 会 处 存 相 同位 置 、 你 能 选取 a 使 得 a 十 A 的 主 对 
角 元 邦 不 为 零 吗 ? ie) 利用 Cb) 证 明 


0 10 TD 0 0 
= 1 90900 和 B=|0 0 1 
on 0 1 0 


不 能 经 "相合 同 时 对 角 化 . 《d) 若 
NI 门 NB) = {0}, 
又 4E 及 不 为 零 且 ua4 十 召 是 非 奇 措 的 ， 利 用 习题 3(b)，A 各 可 经 相合 同时 对 角 化 当 且 仅 当 
《ea 入 十 中 “也 可 对 角 化 且 只 有 实 特征 值 . ke) 若 dimNCD 人 NGB) 一 1， 设 (人 下， 起 
是 R” 的 一 个 标准 正 交 大 ， 而 其 中 的 fa， 由 ，…，aaj 是 NCA) [NCB) 的 一 个 标准 正 交 基 ， 车 
U—[ww ， 和 和， 辆 各 上 时,， 证 明 
人 站 [OO.0 
UAU- | i | 和 UBU- | 2 | 
其 中 A，B EM 1， NCADTINGB =10}， 而 左上 和 解 的 零 子 块 是 Xk 的， 证 明 ， 丸和 和 台 可 
经 "相合 同时 对 角 化 当 且 私 当 A' 和 B' 可 经 "相合 同时 对 角 人 化， 虽然 A4' 和 玉 ' 可 能 部 是 奇异 的 ， 但 
它们 的 零 空 间 之 交 是 平凡 的 ，(D) 试 收集 从 (4) 到 Ce) 的 信息 来 叙述 并 证 明 关于 两 个 Hermite 算 
阵 经 ' 相 合同 时 对 角 化 的 :- 般 定理 . 
9 如 果 4，BEAWf,， 旨 品目 奇异 ， 证 明 A 与 B 本 交换 ， 当 上 有 仅 当 和 4 与 B 【可 交换 . 
10, 证 明 [ ， ;| 和 | 。 ”| 可 经 西 ' 相 合同 时 化 简直 对 角形 式 ， 但 不 能 经 相合 同时 化 简 度 
对 角形 式 ， 试 用 (4. 5, 15) 情 形 卫 tb) 证 明 中 所 采用 的 构造 法 实现 化 简 ， 日 顺便 求 出 实施 这 个 化 
简 的 本 "相合 德 阵 ， 
六 总 


,ul 1 1 
1 证 明 |  。| 和 | ， 。| 不 能 经 "相合 或 "相合 同时 化 简 成 对 角形 式 . 
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12. 设 4，PBEM， 且 和 非 奇异 ， 证 时， 下列 条 件 中 的 每 一 个 , 是 4 和 了 在 定 理 (4.5,15) 
{ 表 4.5.15T} 所 指 每 种 情形 的 假 误 下 综 相 应 意 关 下 的 相合 同时 对 角 化 的 必要 充分 条 件 . 


情形 必要 充分 条 件 
| {a) 和 存在 Hermite 知 阵 FE AM 个 得 B= .AF 
1 人) 存在 县 让 实 特 征 值 的 可 对 前 北 审 孟 PE 针 , 使 得 六 一 AP 
tay 存在 正规 中 隆 上 上 EM, 使 得 B=.AF 
Ltb) 存 亦 冲 对 角 化 第 阵 FE MM 使 得 B=AF 
出 (ay 在 在 对 称 返 阵 EM 使 得 B==AF 
hy 存在 可 合 对 角 北 短 隆 FE MM, 使 得 训 二 六 FL 见 (4. 6. 2) 


13. 设计，BE MM 足 对 称 凡 阵 ( 林 能 部 是 奇异 捧 阵 )， 月 假定 存 让 西关 阵 UEM, 使 得 
UAU' 一 A 和 和 UBU' 一 名 都 是 对 角 和 矩阵 ， 证 明 姑 在 西 矩阵 人 使 得 BA 一 AVB， 提 示 : 和 如果 A 
diagt4l 4z，“*，,)， 证 有 明 存 在 西 烤 角 算 阵 口 使 得 A4 一 DA 一 AD， 然 后 证 明 

BA = UU MAU = UAD DMU = A(UTD DNB. 
其 中 Dl, 和 D; 足 桥 对 般 短 阵 . 

14， 利用 习题 13 的 必要 条 件 证 明 ， 习题 8tc)? 的 两 个 对 称 矩 阵 不 能 经 酉 :相合 同时 对 角 化 ， 
提示 : 计算 BA 和 AUB 的 第 一 列 ， 利 用 (4.5. 18b) 证 明 同 样 的 结论 年 容易 . 

15， 如果 妨 ，BE MM 是 对 称 年 阵 ， 证 时 ， 只 要 站 和 日 都 是 非 奇异 短 阵 ， 习 题 13 中 经 7 相合 
阿 时 对 角 化 的 必要 条 件 阳 是 充分 条 件 ， 提 示 : 如 代 BA 一 AU0B. 且 罗 和 8B 是 非 奇异 并 阵 ， 出 
A 1BAB !=U 且 1T=UU* ， 这 便 推 出 本 下 “8B 'A=5 1!'A7AB !， 两 边 取道 推出 A-'B 是 正规 
矩阵， 

16, 设 六 ，BE M, 是 对 称 短 押 ( 吕 能 都 是 奇异 纸 阵 并且 假 定 存 在 一 个 西 什 阵 UE MM 使 
得 UAUT=& 和 UBU"= MM 都 尼 对 角 算 阵 、 证 明 AA 与 1 可 交换 ， 通 过 考察 习题 8(c) 中 的 两 
个 矩阵 说 明 ， 经 西 ' 相 合同 时 对 角 化 的 上 述 必要 条 从 不 是 充分 条 件 ， 用 推论 { 主 4.5) 证 明 ， 这 个 
必要 条 件 是 充分 条 件 ， 只 要 AA 和 BB 都 有 个 不 同 的 特征 值 , 

17. 设 4，BEM， 和 是 Hermite 矩阵 ， 电 是 对 称 所 阵 ， 交 假定 存在 西利 阵 UE M, 使 得 
LE4D 一 4A 和 UBU! 一 M 都 是 对 角 全 阵 ， 证 明 罗 与 BB 可 交换 ， 通过 考察 习题 1] 中 的 黄 个 算 
泗 说 明 这 个 可 经 (" 和 ?相合 同时 对 角 化 的 必要 条 件 不 是 充分 条 件 ， 试 用 排 论 (4. 1, 3) 证 明 ， 只 
要 下 呈 的 所 有 特征 得 开 不 相 问 ， 则 这 个 必要 条 件 也 足 充分 条 件 . 

18. 设 和 BE 时 ,于 后 和 有 是 对 称 生 阵 ， 上 还 是 非 奇 异 第 阵 ， 和 证明， 如 果 广 广 特 征 多 项 
式 Pet 二 detttt -号 有 旺 个 不 同 的 霉 点、 出 汪 和 可 经 相合 同时 对 角 化 ， 提示: A-18 的 
讲 特 征 售 是 什么 ? 

19， 对 Sylvester 价 忻 定律 (4. 35.) 的 下 述 荔 一 个 证 明 作 详细 的 论述 ， 背 AE JM 是 一 个 非 奇 
时 Iiermite 知 阵 ， 重 SEM, 是 韭 奇异 算 陈 ， 设 S 一 QR 是 一 个 分 解 ， 其 中 QE M, 是 西 所 阵 ， 
出 虹 E AM 是 一 个 具有 正 十 对 角 元 的 十 - 角 人 第 阵 ( 电 2.6.1;， 证 明 ， 若 0c 过 ]， 则 S00 二 1Q 十 
(一 DQR 足 非 闸 异 算 阵 ， 没 六 (=5G0ASC” ， 和 有 00) 和 站 (1) 是 什么 詹 阵 ”因为 A00) 呈 非 育 
噶 旬 阵 ， 肌 当 了 由 上 灾 利 工时 ,4 人 0 是 连续 节 灾 化 . 让 明 ACw) 与 (1) 有 相同 个 数 的 正 ( 贷 ) 特 
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征 值 ， 对 较 小 的 二 0 考察 A 土 :T， 并 论述 一 般 的 情形 . 
20. 如 果 4-| 。 “jsw， 上 且 BE M,，1 志 kn 证 明 入 是 正规 知 阵 ， 当 且 仅 当日 是 正规 


矩阵 日 C=0， 提 示 : 计算 44' 和 A 有 A， 如 果 C=0， 则 对 十 所 有 xzEC (Cr) (C41) 一 0， 
因而 对 所 有 xEC”*，Czr 一 0, 

21. 说 明 (4.5.183(p)? 中 所 采用 的 证 靶 也 可 以 用 米 证 明 (a) 和 (ec) 这 两 部 分 . 

22. 设 了 二 LA. A]CM, 是 给 定 的 复 对 称 矩 阵 族 ， 丸 训 =A 一 1，2，…， 
&}。， 刘 果 存在 一 个 两 矩阵 UE M, 使 得 对 所 有 的 1 二 1，…,， 下，UA,U! 是 对 角 算 阵 ， 证 明 各 基 
一 个 交换 族 ， 当 卡 =2 时 这 简化 成 什么 结论 ， 用 与 (4. 5. 18b) 有 什么 关系 ? 事实 上 ,各 的 交换 性 
也 足以 确保 之 经 西 ' 相 合 可 同时 对 角 化 ; 请 参看 本 节 末 的 “进一步 阅读 "中 所 引用 的 Hong 和 
Horn 的 文章 ， 

23, 设 了 二 (4 ，…， 机 ;CCM 是 给 定 的 复 对 称 和 矩阵 族 ， 光 = 1 记 ，…，B,)CM, 是 给 定 的 
Hermite 祭 阵 族 ， 叉 没 和 一 AA i， 了 一 1，…， 站， 如 果 存 在 一 个 西 估 阵 UE M, 使 得 每 个 
LA ,DT 和 每 个 UB,U 是 对 钨 矩阵. 证明 4 和光 都 是 交换 族 . 且 对 十 所 有 i 二 1，…,， 此 和 所 有 
j 二 1 … sm BA, 是 对 称 算 阵 ， 当 站 =m 二 1 时， 这 简化 成 什么 结论 ， 且 与 (4. 5.18ce) 有 什么 
关系 ”事实 上 ， 这 些 条 件 也 足以 确保 到 和 交 耸 别 经 相合 同时 对 角 化 . 清 参 看 本 节 林 的 “进一步 
阅读 "中 所 引用 的 Hong 和 Hern 的 文章 ， 

进一步 阅读 定理 (4,.5.9) 的 (strowski 的 证 明 以 及 有 关 的 铺 果 可 参看 *A_ Quantitative 
Formulation of Sy]vester's Law of Inertia,” Proc, Nat. Acad. Sci 45(1959)，?40-744， 定 至 
C4. 5. 251 的 另 一 种 形式 在 LGLR 82] 中 给 出 : 包括 两 个 矩阵 昆 奇 异 拓 阵 的 情形 的 .个 详细 证 明 
还 在 R,C.Thompson 未 发 表 的 手稿 中 有关 两 个 以 上 扩 阵 同时 对 角 化 的 结 玉 可 和 参看 


Y,P. Hong and R. A, Horn, “On Simultaneous Reduction of Families of Matrices to Triangular 


or Diagonal Form by Unitary Congruence,” Linear and Maultilingar Algebra 17 (1985), 
27] -288, 


4.6 合 相 似 和 合 对 角 化 


提出 本 节 论 题 的 动机 来 源 于 前 两 节 的 一 个 结果 ， 定 理 (4.4.3) 刻 化 了 所 有 形 如 忆 AUa 的 矩 
阵 ， 其 中 , 4 基 上 三 前 和 下 阵 而 立 基 酉 和 矩阵， 为 了 现在 的 日 的 ， 需要 把 这 个 分 解 写 成 UAUT = 
LA 订 '， 推 论 (4.4. 归 嫩 划 了 所 有 形 如 USUI=Uz 林 :的 年 阵 ， 其 中 卫星 对 角 姑 阵 ， 而 定理 
(3 15)? 的 情形 看 则 要 求 下 述 知 识 : 何 时 :个 给 定 的 复方 阵 4 可 经 变换 上 >SAS “化 简 成 对 角 
形式 ， 其 中 3 为 某 个 非 奇 异 方 阵 . 


4.5.1 定义 设 年 阵 A4，BEWM,， 如 果 存 在 非 奇 异 符 阵 SE M, 使 得 六 = SBS !， 就 称 和 和 有 
会 相似 (Consimilar)， 如 上 果 算 阵 S 可 以 起 西 生 阵 ， 则 称 A 和 B 再 会 相似 ， 

如 果 A=SBS5 !， 且 S$S=U 是 西 算 阵 ， 则 4 二 SB5 ' 一 UBU7; 如 果 S 一 入 是 复 正 交 矩 阵 ， 
则 4 一 S3S 一 Q5Q ;如果 S= 民 是 非 奇 噶 实 乍 阵 ， 则 A 一 SB5 ' 一 RBR !'， 册 此 ， 合 相似 
的 种 种 特殊 情形 包括 ' 相 合 ，: 相 全 和 普通 的 相似 ， 
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像 普通 和 似 一 样 ， 合 相似 是 NM, 上 的 等 价 关系 ， 因 而 我 们 可 能 要 间 ， 哪 些 等 价 类 包 合 三 角 
代表 元 或 对 角 代 表态 ， 
4,,2 定义 设 矩阵 4E 计 ， 如 果 丰 在 非 奇异 矩阵 SE M 使 得 S 1AS 是 上 三 角 短 阵 ， 则 称 AA 
可 合 三 角 化 ; 如 果 可 选取 S 使 得 S !45 是 对 角 和 个 阵 ， 就 称 A 可 合 对 角 化 ; 称 A 可 盏 会 三 角 化 
或 可 丁 合 对 角 尼 是 指 A 可 以 通过 丁 短 阵 的 合 相 似 化 简 上 成 所 要 求 的 形式 . 

如 果 二 EM 可 合 -: 角 化 ， 并 月 3 45=4 是 上 关 前 矩阵 ， 则 由 直接 计算 可 知 ，44 = 
S 1 (aAA33 的 请 主 对 角 元 都 大 非 负 的 .因而 ，AA 的 所 有 特征 值 都 是非 负 的 ， 另 -片面 ， 定 理 
《4.4.3) 说 明 ， 存 在 西 引 阵 U 使 得 UAI? =UAL ! 是 上 三 负 引 阵 ， 畴 此， 确定 某 个 短 阵 是 否 可 
经 合 相似 化 简 成 上 三角 和 拓 阵 的 问题 局 经 解决 了 ， 


4.6.3 定理 设 AEM, 是 给 定 的 矩阵 ， 则 下 列 命 题 等 价 ， 

(a) A 可 合 二 角 化 ; 

tb) 扣 可 本 人 台 - : 角 化 : 

te) AA 的 所 有 特征 值 都 及 非 负 实数 ， 

如 果 EIM, 是 可 西 合 对 攻 化 的 ， 则 对 某 个 本 矩阵 EM 利和 由 一 diag( ，…，))， 内 一 
[AP 一 LAUT 十 是 A= (UA =LATT=TAI = 4， 堵 商 A 是 对 称 引 阵 、， 排 论 
(4 1 4 说 明 . 闭 命 题 也 成 立 ， 玉 对 角 甜 阵 总 可 以 取 非 钢 的 ， 因 此 ， 我 们 又 解 块 了 西 合 对 角 化 
的 问题 . 

4.6.4 定理 上 囊 阵 和 E 导 可 西 侣 对 币 化 ， 当中 促 当 和 是 对 称 朱 阵 ， 

其 余 与 合 二 角 化 和 合 划 攻 化 有 关 的 问题 是 有 效 地 刻 划 那些 可 经 一 个 不 一 定 是 酉 的 人 对 相似 的 
可 合 对 角 化 夭 阵 . 

如 果 有 EM, 可 会 对 角 化 册 S145 一 A 一 diag th， 加 )， 则 AS= SA， 如果 全 [和 
其 中 每 个 EC ， 这 个 恒等式 说 明 45 一,s, 对 i 一 1]，…，n 减 立 ， 这 个 方程 类 似 于 通常 的 特征 
向 基 - 特征 值 方程 ， 但 苞 与 它 有 本 质 的 差别 . 


4.6,5 定义 设 AE 册 , 屁 结 定 的 和 矩阵， 如果 对 某 个 4EC， 非 堆 向 本 xEC" 泛 合 AT 二 Xx， 就 
称 工 为 A 的 合 特 征 向 量 ; 纯 量 4 是 A 的 会 特征 秆 . 

恒等式 4S 一 SA 表明 ，S 的 短 个 北 零 列 是 A 的 合 特征 关 量 ， 二 为 S 的 诸 列 无 关 当 咱 权 当 S 
非 奇 民 ， 所 以 得 知 ， 第 降 AE IM 可 合 对 角 化 ， 当 是 私 当 它 有 个 无 美的 合 特 征 向 其 ， 从 这 个 
兰 义 上 讲 ， 合 对 角 化 理论 定 全 类 似 村 普通 的 对 角 化 理论 . 

但 是 ， 每 个 乱 阵 至少 有 - -个 特征 值 ， 旦 它 只 有 有 限 多 个 不 同 的 特征 值 ;， 从 这 方面 考虑 ， 合 
特征 人 秆 理论 则 大 木 相 同 ， 如 果 A7=Ax, 则 ee Ax 一 A(e3) 二 gp 有 了 (ef 7 了 ) 对 所 有 8E 
RR 成 只 ， 因 此， 如 果 % 是 A 的 合 特征 值 ， 则 对 所 有 8ER，e54 亦 是 4 的 侣 特征 值 ， 另 一 方面， 


如 果 AX 一 Xx， 网 AAz 二 ACAD 二 ACT) = 一 AAx 一 | | *7、， 寺 而 ,只 有 当 |;|: 是 A4A 
的 特征 信 时 ， 这 个 纯 基 》 才 可 能 是 4 的 合 特征 值 、 例 如 4 一 | | 通信 A421 而 全 
没有 非 负 特征 值 ， 这 个 例子 涪 明 ， 和 有 有 些 短 阵 根本 没有 合 竺 年 信 ， 但 是 . 已经 知道 ， 如 果 AEM， 


em 
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[245 上 及 ”是 奇数 ， 则 入 至 少 必 有 一 个 合 特征 值 ， 这 个 结果 类 似 于 每 个 奇数 阶 实 抢 阵 至 少 存 一 个 实 


特征 值 的 事实 . 

因此， 与 普通 的 特征 值 理论 相反 ， 一 个 矩阵 可 以 有 无 限 多 个 不 同 的 人 台 特 征 值 ， 或 者 它 可 能 
根本 没有 合 特 征 值 ， 如 果 一 个 矩阵 有 合 特征 值 ， 有 时 为 了 方便 ， 从 模 相 同 的 合 特征 值 中 选 出 唯 
一 的 非 负 特征 值 作为 代表 . 

刚才 得 到 的 关于 合 特征 值 存在 的 必要 条 件 也 是 充分 条 件 . 


.6. 命题 设 AEM,， 且 A 之 0 是 给 定 的 ， 则 是 AA 的 特征 值 ， 当 且 仪 当 十 A 是 4 的 合 特征 悄 . 

证 明 : 如 果 X4 宇 0，4 守 0， 江 对 某 个 4 了 0 有 Ar 一 ， 则 AAr= A(Ar) 一 各 (Ar) 一 
AT 

反 过 来 ， 如 果 对 某 个 rz 和 0，AAr=a4， 则 有 了 两 种 可 能 情形 ， 

ta) Az 和 < 相关; 

(b) Ax 和 无关， 

在 前 -- 种 情 撒 ， 存在 某 个 jyEC 使 得 Ar 一 pr， 这 说 明 是 A 的 合 特征 值 ， 另 一 方 而 ,Xr 一 
AAr— A(AT)= A = A i | pe i 可 所 以 | | 一 十 内， 因为 对 任意 DE 及 ， ep 
是 由 应 于 合 特 征 向 量 v*r 前 合 特征 值 ， 由 此 得 出 十 是 各 的 合 特征 值 ， 注 意 到 AAC4)=ACAA4) 一 
AD) 一 MA 及 AA 一 Xr， 因而， 若 果 4 是 44 的 单 特征 信 ， 情 形 (a) 一 定 总 会 出 现 . 

在 后 一 种 情形 (bj)( 如 果 1 是 A4 的 重 特征 值 ， 就 可 能 出 现 这 种 情形 )， 向 二 y= AX 十 i 
是 非 零 的 ， 交 因为 

Ay = AAr | YA 一 Ar — yAAL = AC 二 yAr) 一 Ar, 
所 以 是 相应 于 人 台 特 征 值 十 的 合 特 征 向 量 ， 口 

我 们 已 经 看 到 ， 对 4A 的 每 个 不 同 的 非 负 特征 值 ， 都 有 4 的 一 个 相应 的 合 特征 向 量 ， 这 个 
结果 类 似 十 普通 的 特征 向 量 理 论 ， 下 述 结果 义 稍微 推 1" 了 这 种 类 伺 性 , 

4.6.7 命题 设 AEM, 是 给 定 的 矩阵 ， 义 设 Tl et 是 及 的 相应 于 合 特征 值 4,， 有 2 
机 四 的 全 特征 向 量 ， 如 果 当 li 了 所 万 [ii 时 ， | 2， | 天 | : 3 则 ;rr， Fos ry Ti! 是 
线性 无 闫 向 量 组 . 

证 明 : 每 个 x 是 AAA 的 相应 于 特征 值 ，1. ;17 的 特征 向 其 ， 由 十 向 其 .+ ，x,，…，x, 是 矩 
阵 44 的 特征 向 景 ， 且 根据 假设 它们 的 特征 值 1 和， | 盐 两 两 不 同 的 ， 所 以 由 
41. 3.8) 可 知 它们 是 无 头 的 . 了 

这 个 结果 连同 命题 (4 6. 6 给 出 了 一 个 已 关 搜 阵 的 无 美人 台 特 征 向 其 个 数 的 下 界 ， 由 此 得 出 
可 侣 对 和 角 化 的 充分 茶 件 ， 这 类 伺 于 我 们 质 热 恶 的 普通 的 可 对 钊 化 的 充分 条 件 ， 存 定理 c4.6.11) 
中 要 给 出 更 - 般 的 条 件 . 

4.6.8 推论 设 AE M 是 给 定 的 第 阵 ， 如 内 入 有 有 个 下 与 的 非 负 特征 值 ， 则 A 至 少 有 上 个 
无 关 的 全 特征 向 其 。 如果 一 wn， 则 4 可 合 对 角 化 ， 如 果 一 0， 则 和 根本 没有 合 特征 向 晤 . 
关 十 无 关 的 合 特征 向 其 的 个 数 的 这 些 界 是 可 以 达到 的 ， 刘 十 A -J (1). 这 是 一 个 此 本 
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jordan 块 

1 1 0 

Jj, = . 1 | M.， 

0 1 
44= 居 CD) 以 工作 为 它 唯 一 的 非 负 特 征 值 ， 易 知 合 特征 向 量 方程 47 二 x 只 有 实 解 ， 因 而 每 个 
会 特征 向 量 岂 是 特征 向 量 ， 且 特征 恒基 组 成 的 子 空间 是 一 维 的 ， 周 此， 对 任意 遂 合 1 过 Assa 的 
整数 &， 可 以 用 基本 jordan 抉 的 直 和 给 出 这 样 一 个 矩阵 4E M 的 例子 ， 使 得 4A 有 有 上 个 不 同 
的 莫 负 特征 值 晶 4 惟 好 有 个 无 关 合 特征 向 量 . 

我 们 的 月 的 是 要 纵 出 一 个 使 给 定 的 和 矩阵 可 会 对 角 化 的 简单 条 件 ， 作 为 第 一 步 ， 先 证 明 下 述 
引 理 ， 提 出 这 全 结果 是 因为 ， 如 果 某 个 矩阵 4E M, 合 相 似 于 一 个 纯 基 年 竹 ， 则 4 三 SCIS :二 
1S5 ! 自 AA=4S5 SS = |41:I， 具有 (AA 是 纯 量 矩阵 ) 这 个 性 质 的 矩阵 是 构成 可 合 对 角 
化 矩阵 的 基本 子 丑 . 


4.6.9 引 理 上 矩阵 4Ei 有 人 性质 44=I 当 凡 仅 当 存在 非 奇 举 矩 阵 SE MM 使 得 A 一 SS 1 

证 明 ; 我 们 刚才 已 经 看 到 ， 房 述 条 和 件 是 必要 的 .为 了 证 明 它 是 充分 的 ， 对 任意 9E R， 定 
义 g=es4Te “1 ,半音 到 

AS, = Ale “A+etl} =e AA-t eA 一 ee {4, 6. 10) 
央 为 肖 只 有 有 限 多 个 特征 值 ， 所 以 存在 某 个 & 挟 及 使 得 一 * * 不 是 4 的 特征 值 ， 对 于 8 的 这 个 值 ， [247] 
一 十 e 

是 非 奇 异 矩阵 ， 且 由 (4. 6. 10) 有 4 一 SS 1， 口 

我 们 现在 可 以 阁 述 并 证 明 可 合 对 前 化 的 必要 充分 条 件 了 . 


4.6.11 定理 没 4E 邮 ， 则 存在 非 奇异 矩阵 SE MM 和 对 前 矩阵 AEM, 使 得 A 一 S45 !， 当 
旧 仅 当 4 本 是 其 有 非 黄 实 特征 值 的 可 对 角 化 智 阵 ， 日 rank A 二 rank AA. 
证 明 : 所 述 条 特 灵 然 是 必要 的 ， 因 为 
AA = SAS SAS 1! = S|AlS!, 

且 AA 的 秩 与 4 的 秩 者 是 4 中 非 零 对 角 元 的 个 数 ， 反 之 ， 如 果 AA 可 对 角 化 且 有 非 负 特征 值 ， 
则 存在 非 奇异 矩阵 SE iM, 和 非 负 对 角 秆 隆 AE M, 使 得 AA = SAS '， 不 失 一 般 性 ,假定 4 中 
的 相同 对 和 角 元 都 排放 在 一 乳 ， 且 4 二 入 1 儿 4: 开 人 急 … 抱 X411,,， 其 中 1, EM, BA hh 
320， 于 旦 有 


5 


SIAAS = S IASS AS = (9 LASYCS 1 A5) = A 
如 果 令 B=S7 A5， 则 (因为 合 相似 是 等 价 关系 ) 只 湛 证 明 . 苦 BB 二 A，B 就 可 对 舶 化， 因为 A 
是 实 策 阵 ,4 一 一 (BB) 一 BB 一 BB， 所 以 有 枉 是 可 交换 ， 十 是 BA 一 B(88) 二 BBB 二 (B38)B= 
4B， 所 以 站 与 4 也 可 交 撞 ， 如果 拒 曙 表 示 成 分 央 形 式 
rH,, Bs 机 Bi 
B= | : Bs 


| Be 


msl 
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其 中 子 块 的 阶 数 与 
bas 0 
: :1 EM, ,i= 1,2,0,k 


上 二 | 
oa 
的 由 应 子 抉 相同 ， 则 方程 BA 二 AB 表明 ， 对 所 有 i 二 1，2，…, 表 有 AB, 一 8,， 因 为 如 朱 
; 苍 j， 则 4 天 推出 ， 如 果 二 六 则 B 二 0， 因 而 旦 蚌 分 块 对 角 和 矩阵 
[By 0 ] 
B= : 


0 Ba 


其 中 ， 对 角子 块 与 4 的 相应 子 块 有 相同 的 阶 数 ， 方 程 BB 二 A 表明 ， 对 每 个 i 一 1，2，.…,， 角 ， 
妾 , 一 4， 注意， 如 果 和 0， 昌 ,必定 星 非 负 拖 阵 ， 所 以 ， 如 昌 六 0， 可 以 把 这 个 方程 写成 


] 1™ 1 
外 二 
因而 可 以 利用 引 理 (4. 6. 9 得 出 ， 存 在 非 奇异 年 阵 S EM ， 使 得 及 一 SCVNT )S 1 ， 如 果 妈 一 
0， 则 
rank 十 rank By et rank By 
= rank B= rank A= rank A4 = rank A 十 吉 十 … -ne 1 
这 表明 所. 的 牧 旺 零 ， 所 以 如 果 丸 二 0， 则 最 后 个 于 块 By 实际 上 必须 是 零 -十 块 ， 这 时 ， 可 以 
把 Bo 与 成 0 一 Bu 二 SCvar1)S: !， 其 中 SiE 是 任 喜 非 霖 年 阵 ， 如 果 令 SS 个 …… 直 9， 
那么 所 有 情形 都 证 明了 
83 二 SCA 和 val 5.!, 

这 止 是 想 要 做 的 . [1 

当 把 可 合 对 钊 化 的 必要 充分 条 件 应 用 于 定理 (4. 5,15) 的 情形 焉 (b} 时 ， 有 下 述 推 论 ， 如 果 
给 定 4，BEM,， 4 是 Hermite 狐 阵 ， 日 是 对 称 和 矩阵 ， 日 4，B 中 至 少 有 . -个 是 非 奇 蜡 短 阵 . 
按 和 或 B 是 非 奇 异 扼 阵 , 令 C=A 'B 或 B :4， 于 是 ， 存 在 非 奇 异 和 矩阵 SE M, 使 得 SAS" 利 
SBS' 都 是 对 角 和 矩阵， 当 用 仅 当 CC 可 角 化 ， 其 全 部 特征 信和 吓 韭 负 的 ， 且 rank C=rank Ci 

4 是 复 对 称 利 阵 的 特殊 情 彤 容易 通过 定理 (4.6.11) 来 处 哩 ， 因为 这 时 44 一 4A :是 
Hermite 拖 阵 ， 因 而 可 对 角 化 ， 另 外 ， 对 任意 AEM,, rank A=rank AA* ， 所 以 ， 当 及 是 复 
对 称 矩 阵 时 ， 它 满足 定理 的 假设 ， 定理 说 明 每 个 复 灶 称 和 矩阵 可 合 对 角 化 ， 但 是 没有 直接 得 出 这 
时 合 对 和 角 化 避 色 两 变 履 来 实现 这 个 事实 。 参看 本 节 林 习题 22， 

关 十 合 相 似 和 合 对 角 化 的 这 些 论断 有 助 十 深入 理解 关 十 复 对 称 算 阵 的 Takagi 分 解 (4. 4. 4) 
和 关 十 经 耳 相 合 一 和 角 化 的 定理 (4. 4. 3)， 定 理 (4. 4 3) 赔 明 每 个 使 44 有 全 部 三 负 特 征 值 的 夭 阵 
入 EM 可 西 合 三 角 化 ， 而 Takagi 的 线 果 说 明 每 个 复 对 称 知 阵 可 以 西 合 对 角 北 ， 

国 为 对 十 合 特征 稍 ， 区 别 * 实 "和 " 非 实 "没有 什么 用 处 .所 以 在 类 侦 地 Hermite( 或 正定 ) 拖 
阵 的 具有 实 ( 或 正 ) 合 特征 值 的 可 丙 合 对 角 化 "与 类 似 丁 下 规 抑 阵 的 “只 有 复 的 合 特征 傅 的 可 办 
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全 对 角 化 "之 间 就 汕 有 和 什么 差别 ， 基 此 ，、 复 对 称 第 阵 可 以 看 作 与 整个 正规 矩阵 类 (关于 普通 的 相 
人 类似 的 站 阵 类 (关于 合 相似 )， 凋 Takagi 分 解 可 以 看 成 与 正规 矩阵 的 谱 定 理 (2.5. 4a，b) 类 
似 的 结果 . 

普通 的 相 亿 性 理论 的 产生 是 由 于 研究 相同 基 下 的 线性 变换 的 结果 .一般 说 来 ， 合 相似 的 产 
和 后 是 由 于 研究 不 同 基 卜 的 反 线 性 变换 的 结果 ， 反 线性 变换 工 是 从 一 个 复 向 在 空 间 到 寻 一 个 复 
向量 空间 的 映射 个 ， WY > 环 ， 其 有 可 加 性 [LT 全 六 一 了 十 Ty 对 所 有 xz，yEV 成 立 ]， 不 过 只 
内 有 上 共 力 齐 次 性 [了 (Car) 一 aTr 对 所 有 aEQ 和 所 有 EV 成立 ， 有 时 称 之 为 反 并 次 性 j， 在 量 
力学 中 ， 斌 究 时 间 反 转 时 要 出 现 这 样 的 变换 ， 

会 对 角 化 失 阵 类 是 一 个 广泛 的 矩阵 类 ， 它 包 括 县 有 实 特征 值 的 所 有 实 可 对 角 化 窍 阵 、 所 有 有 
( 实 或 复 ) 对 称 矩 阵 ， 以 及 所 有 形 如 正 S 的 矩阵 ， 其 中 ， 妃 是 Hermite 官 阵 ， 而 $ 是 对 称 矩 阵 
( 妮 本 节 末 可 题 8 和 9)， 后 一 个 论断 为 下 述 有 几 的 充分 条 件 中 的 第 一 个 黄 定 了 基础 ， 正 定 矩 阵 
有 总 EM 是 指 对 所 有 北 零 xEC 有 -4c0 的 非 奇 异 Hermite 师 阵 ; 关于 一 个 Hermite 此 阵 上 
是 正定 的 等 价 生 件 是 ，A 的 所 有 特征 值 部 是 正 ， 或 对 于 某 个 非 奇异 Hermite 矩阵 本， 有 太 二 
二 ( 见 第 7 章 )， 


4.5.12 推论 设 4, 睛 EM 量 和 是 正定 的 Hermite 忠 隆 ， 

(a) 如 果 是 是 昌 Hermite 拓 陈 ， 则 存在 非 奇异 年 阵 SE M,， 使 得 SAS' 一 [， 且 SBS' 是 实 对 
角 和 矩阵 . 

(b) 如 果 B 是 对 称 拓 阵 ， 则 存在 韭 育 异 知 阵 SE M,， 使 得 SAS' 一 J， 有 日 SBS7 是 具有 非 
负 主 对 角 天 的 实 对 前 矩阵 . 

证 阴 ; 设 4 一 天 ， 其 中 HE MM 是 非 奇 异 Hermte 矩阵 . 

(a (二 和 一 末 有 所 以 CC 相 概 于 HCH 1 一 HCH ?日 1 一 犁 1B8H 1!， 这 是 
Hermite 媳 阵 ， 册 而 具有 实 特 征 值 是 可 对 第 化 ; 算 阵 局 也 -一定 可 对 角 化 ，|t 具 有 实 特征 值 ， 因 
册 和 二 和 片 可 玖 通过 (二 515 Tb 的 相合 同时 对 前 化 .如 果 瑟 -5B ;一 UAU" 其 中 厅 是 西 
扼 阵 且 A 是 对 角 凑 阵 ， 则 韭 奇异 矩阵 S=U' 厅 ) 将 使 54S 一 了 HSBS' 一 4 

Ch CA TB 日 BB， 所 以 (C= 和 BH“B 相似 王 

HCCIH''—H'BH*BH' (HBH (HH BH ')',， 
它 星 lermite 矩阵 、 义 大半 正定 知 阵 ， 因 而 它 可 对 角 化 月 具有 非 负 特征 值 ， 根 据 (0. 4. 6d)， 
rank(tC 0) -= rank(H BH D(HTBH D)* = rank(H 'BH '), 
册 根 据 (0. 4. 6b)，rankt 理 BH 二 rank(H :B) 一 rank C， 央 此 ， 由 (44. 6.11) 知 ，(4.5.15) 
的 条 件 且 Cb) (1) 被 满足 ， 因 而 … 定 有 恬 奇 恒生 阵 SE M,， 使 得 54S' 和 SBS7 邦 是 对 角 从 阵 . 
注意 到 HCC 二 HCHYB}YCH TDT 一 1BLH !)! 是 对 称 矩 阵 ， 因 此 根据 (4.4.4?， 存 在 
西 知 阵 和 矿 柯 异 对 角 焦 阵 写 ,使 得 日 BCH 一 PS 或 (U* HBOU* 和 HH 1 7 二 5s， 加 
果 令 S$ 一 [有 上 ， 则 还 有 8 AS 一 上 口 

我 们 已 经 讨论 了 各 相似 十 一 个 对 角 和 矩阵 的 问题 ， 但 是 不 是 每 个 撼 阵 者 可 合 对 角 化 ， 轩 而 自 
然 要 问 ， 在 合 相 似 下 任 - - 策 阵 是 否 可 以 化 简 成 某 种 简单 的 形式 ， 在 合 相似 下 ， 有 一 个 标准 形 ， 
它 起 的 作用 类 似 于 jordan 标准 形 在 普通 相似 性 中 的 作 由 ， 利 用 它 ， 可 以 证 明 ， 对 向 个 AC M,， 
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各 合 相似 于 4， 和 和 有 于 与 (3.2.3) 比 较 ]， 凡 合 相似 于 Rermite 矩阵 [与 (4 和 9) 比较 ]，A 合 
相似 于 实 年 阵 ， 并 且 存 在 非 奇 异 对 称 矩 阵 S ，S:E M, 和 Hermite 矩阵 末 ,，Hs EM 使 得 A 一 
3 上 一 蝗 ,S[ 与 推论 (4 1 比较 ]， 实 际 上 ， 可 以 把 整个 合 相 似 性 的 问题 归并 为 一 些 更 熟悉 
的 概念 ， 两 个 矩阵 上，BE 好 侣 相 人 的 必要 充分 条 件 是 (a)A4 相似 于 BB， 且 (b}rank 入 二 
rank B，rank AA=rank BB, rank AAA=rank BEHB，… 等 对 所 且 个 这 样 的 交错 乘积 均 成 
立 ， 上 其 中 乘积 的 项 数 鼠 多 呈 ” 个， 

习题 

1, 证 盟 合 柑 似 性 是 邮 , 二 的 等 价 关系 . 

2. 给 出 定理 (4.6.3} 的 证 明细 节 . 

3, 设 AEM, 是 一 个 给 定 的 矩阵 ， 和 县 设 A 是 4 的 合 特 征 秆 ， 证 明 入 的 相应 于 ， 的 合 特征 向 基 的 
集合 不 一 定 是 C 上 C”" 的 子 空间 ， 但 它 总 是 民 上 的 子 空间 ， 试 与 4 的 普通 特征 向 其 的 情形 相 比较 ， 

4. 定理 (4. 6. 11} 给 出 了 一 个 矩阵 可 合 对 角 化 的 必要 充分 条 件 ， 但 是 ， 当 我 们 考 虚 多 个 盾 
阵 时 ， 它 们 可 同时 合 对 角 化 的 条 件 是 什么 ? 设 {A)，As,，…，Ai) CCM, 是 给 定 的 ， 并 日 假定 存 
让 一 个 韭 奇异 趾 阵 SE 2M 使 得 对 i 一 1，-… ,上 有 六, 一 SA,S-'， 且 每 个 4, 是 对 触 簿 阵 ， 证 明 ， 
(6 每 个 A, 证 合 对 骨 化 ; (bh) 每 个 AA, 可 对 角 化 ，( 疏 乘 积 族 (4 i 二 1，…， 此 是 可 交 
换 的 ; (d) 对 于 所 有 i 二 1， ,上 尺 AA, 二 AA, 只 有 实 特 得 值 而 AA, 一 A,A, 只 有 虚 特 征 
值 ，、 当 有 =i 时， 这 指 的 是 什么 ? 事实 上 上， 这些 必要 条 件 也 是 充分 条 件 ; 关于 其 证 明 本 参看 
(4.5) 节 未 的 “进一步 阅读 "中 引用 的 Hong 和 Horn 的 文章 ， 

5. 和 估 阵 A4 在 合 相 似 性 理论 起 着 重要 的 作用 ， 和 证 明 ， 对 任 -- AE MM,，AA 的 特征 少 项 式 
的 系数 都 蚌 洋 的 ， 由 此 推出 ，AZ 的 任何 复 特 征 信 必须 成 共 固 对 财 现 ， 提 示 :; det (4A 一 AAA) 
一 det 4 detti1 一 AA) 一 det(11 一 AA)det A, 因此 ， 如 果 4 是非 奇异 息 阵 ， 则 下 A 和 AAA 一 
(44) 的 特征 多 项 式 相 间 ， 对 一 般 情形 则 考察 A 二 A 十 el， 关 -于 AA 的 更 为 明确 的 结果 亿 对 里 &. 

6. AA4 的 非 负 特征 值 可 导出 生 的 合 特征 值 . 但是，AA 的 不 是 非 负 的 任 一 特征 信也 有 意 
义 ， 假 定 AEM， 用 Ar 二 ix 对 某 个 7 天 0 称 某 个 适合 [0，20) 的 AEC 上 成立， 设 aEC 是 % 
的 任 一 平方 根 ， 月 几 Ar 一 ay 定义 向 其 vw， 证 明 ， Ay=ar, AAy=Ay, 及 工 与 yy 无关， 提示 : 
如 果 它 们 相关 ，. 必须 是 合 特征 向 量 且 4 六 4， 证 明 A 的 所 有 复 特征 值 必须 成 共 轻 对 出 现 ， 量 
44 的 任 一 负 特 征 值 至 少 必须 有 几何 重 数 2， 试 与 习题 5 比较 . 

7. 设 六 EM,， 且 假定 4 是 AA 的 一 个 实 负 特征 值 ，AAr 二 47， LF0, a =A, Ar=ey. 
42 一 er， 根据 习题 6，z 和 >? 是 无 美的 ，(a) 没 x = 二 By，y 二 y 一 Bx， 证 明 ， 对 于 8EC 的 任 

-选择 ，Azr 一 ay 且 43y -er (tb) 证 明 可 选择 8 使 7' 与 y' 正 交 ， 并 且 选 这 样 一 个 请 《c) 设 
5>0 使 4-sz 是 单位 向 量 ， 义 设 w=sy 证明，AE&=an，A7n 一 at 和 &' 7 一 0 (d) 设 r>0 使 zy 
是 单位 向 量 ， 又 设 品 二 [yryus …us] EM, 是 西 矩 阵 ， 证 明 

| ma ， 关 | 
UAU= la/r 0 ,其 中 A' € M,,， 
[ox 


因而 
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te) 册 此 得 出 ，44 的 每 个 负 特 征 值 有 贷 代 数 重 数 ， 试 与 习题 6 比较 ， 
3, 对 企 意 AEM,, 证 明 


-jj “| 2 |]- 也 0 | 

0 4 oo I A AAJ 
从 这 个 明 品 的 相似 性 扒 击 ，A3 和 总 的 有 非 零 特 社 值 的 Jordan 快 之 问 存在 一 一 对 应 ， 内 为 
甫 A 一 AA， 证 明 AE 的 具有 复 特 征 什 的 Jordan 大成 共 邢 对 出 现 ， 由 此 推出 ， 对 任 一 AE M,， 
4 上 4 相似 于 实 矩 阵 ， 提 示 : 参看 (3. 中 甘于 实 jordan 形 的 讨论 ， 还 有 - 些 结论 实际 上 是 成 立 
的 ， 事 实 上 ， AA 总 相 做 于 一 个 实 担 阵 的 平方 ， 就 AA 的 特征 值 而 言 ， 这 意味 着 什么 ? 

9 如 果 4E 则 , 相 做 十 实 恕 阵 . 证 明 册 相似 十 二 (友之 困 然 )， 利 出 这 个 事实 和 习题 9 证 
了 明 ， 尽 管 4 一般 不 一 定 要 似 于 B4， 但 是， 对 任意 4E ML ，A44 总 相似 于 A. 

10. 说明 邮 , 中 可 合 对 角 化 矩阵 的 集合 包括 以 下 集合 ta) 具有 实 特 征 值 的 所 有 可 对 角 化 实 
算 阵 ，(b) 具 有 个 线性 无 关 的 实 特 征 向 景 的 所 有 可 对 角 化 延 阵 ，(c) 所 有 对 称 斥 阵 (4d} 所 有 
正定 Hermite 第 阵 ， 提 示 : 和 如果 和 是 正定 所 阵 ， 则 = 日 HH= 昌 (HH 日 ': 旺 是 非 奇异 
Hermite 矩阵 ，(e) 所 有 形 如 48 的 和 矩阵， 其 中 , 和 是 下定 Hermite 矩阵 ， 而 日 是 对 称 托 阵 ， 
这 与 所 有 形 如 于 :日 的 第 阵 的 集合 相同 ， 其 小， 万 是 非 奇 异 Hermite 第 阵 ，B 是 对 称 和 矩阵， 担 
示 : HiB=HCHBHDH '. 

11. 证 明 M, 中 可 合 对 钙化 矩阵 的 集合 CD, 有 下 述 性 质 : (fa) 如 果 AECD,， 用 SEM, 非 
奇异 ， 则 S45 ECD,，(h) 零 从 阵 在 CD, 中，(0o} 如 果 AECD, 且 a€EC, 则 aAECD,. (d) 
如 果 有 AECD, 可 逆 ， 则 A '€fD,. 


ri 1 
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1: 111 1 一 ] 
1, | 在 兽 通 意 义 下 不 能 对 角 化 ， 亿 它 可 合 对 外 化 ，(b)|， ,| 在 普通 意 


12., 证 明 ， 《ay) 


0 1 
义 下 可 对 角 化 ,但 不 能 合 对 第 化 - | | 王 不 能 对 角 化 也 不 能 合 对 角 化 


13. 如 果 AEM, 使 得 全 一 =A 二 人 1 其中， 如果 i 隆 j， 则 4. 关 入 ， 且 所 有 处 实 0， 
和 证明， 存在 西 矩 阵 CE AM ， 使 得 A=UAU” ， 且 24= 己 虽 … 名 PA， 其 中 每 个 六 EM 是 上 三 角 和 矩阵 . 

14. 引 理 (4. 6, 9 是 说 ， 对 某 个 非 奇 异 抵 阵 SE MM,，AEIM 有 分 解 太 二 5S-1， 当 且 私 当 
六 A 二 TJ， 试用 (4.4. 4 证明， 及 = 二 UL 一 DU" 对 某 个 西 囊 阵 UE MM 成立， 当 且 仅 当 入 一 起 
昌 妇 是 对 称 和 矩阵 ， 这 与 (4. 4. 7) 有 什么 关系 ? 

15. 设 AEM,， | 记 到 =B8 一 写 ， 其 中 B，CE MIR) 证 明 、 AEC 是 4 的 合 特征 向 量 ， 
当 且 和 仅 当 土 | 4 | 是 分 块 和 矩阵 


iB CC 
F=|. | Ms, (RR) 
LC —B 


的 5 实 ) 特 征 值 .提示 : 用 +==4 十 记 表 未 Ar 二 rr 4， wvER',， r= | |， 央 而 ， 如 果 下 没有 
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16, 证 明 ， 如 果 AE MM 是 对 角 知 阵 或 上 三 角 和 矩阵 ， 则 二 的 特征 值 与 和 的 人 台 特 征 值 在下 述 
和 意义 下 是 “相同 的， 如果 4 是 A 的 特征 值 ， 则 对 所 有 8E 有 Re 十 4 的 合 特 征 值 ， 交 如果 jp 
是 上 的 合 特征 乱 . 则 对 某 不 8E RR，e”p 中 及 的 特征 什 . 

17. 如 果 AE MLR)， 让 明 ，AA 的 每 个 实 特征 值 也 是 A 的 合 特征 值 ， 又 如 果 zz20 是 和 的 
合 特征 值 ， 济 坟 成 - 是 A 的 特征 值 ， 提 示 ; 用 .=aiiv 表示 Ar -pr ww，wER'， 考察 例 


六 | 说明 ， .个 灾 信 阵 可 以 有 这 样 的 下 实 特 征集， 它 不 与 征 何 合 特征 值 相对 应 - 


18。 当 一 1 时 引 理 (4.6.9} 昆 什么 意思 ”一 个 复数 位 于 复 平面 中 的 单位 圆 上 是 指 > z= 
1， 这 个 条 件 到 矩阵 的 普通 推广 是 要 求 AA' 一 J; 这 样 的 刻 阵 称 为 西 具 阵 ， 它 们 在 矩阵 理论 中 
起 疹 重 要 的 作用 ， 中 一 个 排 广 ( 当 盖 1 时 它 简化 成 同伴 的 情形 ) 是 莹 求 4A = 上 ， 而 这 些 失 和 隆 如 
引 理 (4. 6. 9) 所 描述 的 那样 全 相似 于 单位 和 矩阵， 让 明 , 车 AEM, 且 AA=1， 则 (a)A 是 非 奇异 
害 了 ; (DA At) det A; 三 | 入 =1 () 车 Ar 一 47 革 r 关 0， 则 AF =(1AADi 
国 击 ， 愉 要 A 星 甩 的 特征 值 ，174 就 是 和 的 特征 值 ， 证 明 ， 若 z 拭 及，> 关 上 1， 则 矩阵 时 一 
| 有 如 下 性 质 ， A 一 3 的 谱 基 

[2 1 十 1 1， 
;2 十 1] 1， 
肉 此， 这样.- 些 滤 阵 的 特征 值 不 都 位 十 单位 圆 上 . 

19. 则 实 上 ， 得 个 复 知 阵 AEM, 可 以 写成 A=RE， 其 中 R,，EEM,， 及 相似 于 实证 阵 ， 
而 上 EE 一 1， 说 明 这 个 分 解 是 如 何 从 每 个 AE M, 相似 于 实 禾 阵 的 事实 得 来 的 .并且 解释 它 总 息 
样 推广 了 每 个 复数 x 可 以 写成 x 二 re* (其 中 + 和 8 是 实数 ) 这 个 事实 . 

20. 计 遇 定理 (4. 6. 11) 可 以 由 本 节 正 文 最 后 一 段 中 所 述 的 两 个 矩阵 合 相 似 的 -- 般 必要 充分 
条 件 推 出， 提示 : 把 条 件 应 用 于 A 和 村 角 短 阵 4. 

21. 利用 每 个 4E M, 合 相 似 于 一 个 实 扼 阵 的 事实 证 明 ， 如 果 4 是 奇数 ， 则 4 至 少 必须 有 
个 会 特征 值 ， 提 示 : 奇数 阶 实 矩 阵 民 至 少 有 -个 实 特征 值 ， 关 于 忆 的 特征 值 ， 这 意味 着 什 
么 ?如果 四 合 相似 于 RR，AA 与 R* 有 何 关系 * 

22. 设 AE MM 是 对 称 矩 阵 ， 定 理 (1.6. 11) 后 面 的 过 论说 时 A 可 对 角 化 ， 所 以 ， 存 在 非 奇 
异 矩 阵 SE M 各 对 角 给 阵 AE M,， 使 得 A 一 S45S 1， 说 明 ， 我 们 可 以 取 5 为 西 矩阵 [ 因 曾 从 定 
理 (4. 6.11) 可 导出 推论 (4,4.4)]， 如 下 所 述 ; 注意 到 A 的 对 称 性 推出 (5S: SA 一 A(5 5) = 
4(S 3) ， 利 用 极 分 解 (7，3. 3) 把 3 写成 S=UP， 其 中 ,DE 风 是 西 和 矩阵 ， PE ML, 是 
Hermite 秆 陈 ， 日 对 于 某 个 多 项 式 ai ，P 一 p(S* 引 )[ 见 定理 (7, 2.6 的 证 明 ] 证 明 PA=AEB 一 
AP'， 因而 S4S 一 LAUL 

进一步 阅读 关于 合 相似 以 上 一 个 王 阵 族 同 时 合 对 角 化 的 问题 的 更 多 信息 ， 可 参看 (4. 4) 
节 和 (4.5}) 节 末 所 引用 的 Hong 和 Horn 的 文章 ， 也 可 参看 他 们 的 报告 ,“A Canonical Form for 
Matrices under Consimilarity”, Linear Algebra Appl, 102(1988), 143-168. 合 相 似 的 概念 
可 作 如 下 推 /*， 用 任意 域 代 匠 复 数 城 是 用 该 域 上 的 白 同 构 代 蔡 复 内 和 运 算 : 见 | Jac]，b. 27， 


5.0 导 引 


考虑 忆 " 中 的 若干 个 向 量 或 者 财 , 中 的 若干 个 矩阵 ， 说 有 些 疝 量 或 矩阵 "小 *， 而 说 另 一 些 
向 量 或 筷 阵 “大 *， 这 足 什 么 意思 ? 在 人 和 么 情况 下 可 以 说 两 个 向 节 " 很 接近 "或 者 " 离 得 很 远 ”? 

让 二 维 及 三 维 实 向 量 空 间 中 “大 小 ” 癌 题 与 "接近 ”问题 道 常 涉及 到 Euclid 距离 ， 向 量 
EE 民 " 的 Fuclid 长 度 昆 (zz 一 (2 ， 按 访 度量 标准 如 果 这 个 非 负 实数 较 小 ， 就 说 = 
是 "小 问 是 ?此 外 ， 说 问 基 和 % 离 得 "很 近 ”， 是 指 差 zx 二 x 一 y 的 Euclid 长 度 是 一 个 很 
小 的 非 负 实数 . 

下降 可 以 看 成 高 维 空 间 中 的 向 甚 ， 那 么 矩阵 的 "大 小 " 指 的 是 什么 ?关于 无 和 限 维 空间 中 的 向 
基 的 "大 小 " 指 的 是 什么 ? 关于 复 问 量 呢 ? 除了 用 Euclid 长 度 以 外 ， 还 有 没有 上 度量 实 向 量 “ 大 
小 "的 其 他 有 北方 法 ? 

要 回答 这 些 问 题 .- :个 办 法 是 研究 乱 阵 与 向 最 的 范 数 或 大 小 的 度量 ， 范 数 可 以 看 作 Euclid 
长度 的 推广 当然 ， 侠 究 范 数 并 不 仅仅 是 为 了 作 一 下 数学 推广 和 而已。 为 了 恰当 地 表达 象 矩 阵 磊 
级 数 这 样 . 些 概 念 ， 范 数 是 必 木 可 少 的 ， 并 日 在 分 析 和 评价 其 于 数值 计算 的 各 种 算法 中 ， 它 也 
是 必需 的 . 此 外 ,， 已 遍 采 用 的 各 种 不 同 的 范 数 大 体 上 可 适用 于 各 种 场合 ， 所 以 ， 和 研究 所 有 范 数 
所 共有 的 一 些 性 质 ， 市 不 是 把 注意 力 集中 到 任何 个 别 的 范 数 上 ， 这 样 币 是 可 取 的 . 

下 述 各 例 从 儿 个 方面 说 明 引进 范 数 的 必要 性 . 


5,0,1 例 ( 收 合 性 ) 如 果 了 是 复数 ， 且 1z | 过 1， 我 们 知道 ， 

一 A 
它 给 出 计算 方 镍 1 一 A 的 道 的 公式 

(一 4 二 了 tA +t， 
然 抽 ,什么 时 候 这 个 公 忒 才能 戌 立 昵 ?9 可 以 证 明 ， 这 只 要 敌阵 A 的 范 数 小 于 上 就 行 了 ， 并 上 且 
这 对 于 任何 范 数 也 是 如 此 ! 同样 ， 利 用 范 数 可 以 证 明 ， 洗 多 其 他 可 以 用 来 定义 一 个 矩阵 的 失 阵 
值 消 数 的 曙 级 数 是 收 钙 的 ， 因 调 其 定义 是 有 意义 的 ， 例 如， 


6 » 站 4 
就 是 这 样 ， 为 了 按 所 要 求 的 精确 度 计算 一 个 特殊 的 机 数值 ， 范 数 也 可 以 用 来 确定 震级 数 中 所 需 
于 的 项 数 ， 关 于 分 析 解 方程 组 的 欠 伐 法 的 收 仇 性 问题 ， 也 可 以 作 类 似 的 论述 . 


5.0.2 例 ( 精 伺 性 ) 设 了 是 一 个 实 变 基 的 实 值 可 徽 函 数 ， 我 们 知道 ， 如 果 已 知 fx) 在 f= 
的 值 ， 则 在 其 附近 x 二 性 十 有 的 值 可 以 用 一 阶 导 数 


fmt Nm) AF. ”7 
可 Ar Flr) 


米 估 计 ， 内 此 ， 刘 计算 与 x 的 值 时 ， 如 果实 际 上 算出 了 在 附近 .二 2 十 的 值 ， 闭 么 ， 就 有 
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一 种 居 计 机 对 误差 的 瞩 法 . 

关于 入 阵 计算 也 会 出 现 间 样 的 问题。 假定 想 计算 A (或 A 的 其 他 西数 )， 供 是 总 的 冲 元 
是 通过 实验 . 通过 其 他 数据 的 分 析 、 或 省 总 从 先 验 的 计算 得 来 的 、 于 日 不 确切 地 知道 这 些 数 ， 
这 时 可 以 把 A 看 成 -个 * 真 "的 A 再 加 上 一 个 误差 玉 ， 并且 在 计算 AA! 二 (A 十 FE) ! 而 不 是 计 
算 4 时， 我们 想 ( 用 EE 的 * 天 小 ”估计 可 能 的 "相对 误差 "*， 知 道 上 “与 A 之 问 的 相差 程度 
与 知道 A ' 的 精确 值 可 能 是 闻 样 重要 的 ， 曾 范 数 为 处 理 这 类 问题 提供 了 一 个 系统 的 方法. 


5.0.3 例 ( 界 ) 对 于 与 拭 耻 相关 联 的 一 些 重要 的 廿 (例如 特征 值 ) 的 界 常常 要 涉及 范 数 ， 当 邱 阵 
产生 扰动 时 ,这些 量 的 可 能 变化 范围 也 要 涉及 范 数 . 


5.1 向 量 范 数 和 内 积 的 定义 性 质 


我 们 先 考虑 向量 空间 上 的 范 数 ， 由 于 M, 是 向 其 空间， 要 做 的 一 切 也 将 适用 于 矩阵 范 数 . 

一 个 焉 数 如 果 是 范 数 ， 它 需要 具备 娜 些 性 质 ， 为 了 说 明 这 个 问题 ， 对 熟知 的 ( 实 或 复 ) 纯 其 
的 绝对 值 概念 进行 抽象 ， 当 然 ， 一 个 值得 注意 的 差别 是 ， 绝 对 值 函 数 是 实 变量 或 复 变量 的 实 什 
函数 ， 而 我 们 要 求 范 数 基 描述 一 个 向 量 的 多 元 实 值 函 数 。C" 上 的 这 样 一 个 函数 是 Euclid 长 度 
(zz)' 人 但 是 还 有 男 一 些 孙 数 也 县 有 Euelid 长 度 的 某 些 基本 性 质 ， 并 且 丰 某 些 场合 可 能 是 更 
为 合适 的 上 度量， 它们 可 能 提供 另外 的 信息 ， 或 者 在 某 些 内 容 中 使 用 起 来 可 能 更 为 方便 . 

在 整个 这 一 章 中 ， 只 沽 虚实 或 复 向 量 空间 ， 所 有 的 主要 结果 对 这 两 个 域 痢 成 立 ， 椒 过 存 每 
一 个 结果 中 ， 它 必须 与 上 所 采用 的 那个 域 相 一 致 ， 我们 常用 域 F( 一 开始 就 视 下 二 RR 或 C) 氢 述 各 
个 结果 ， 之 后 ， 在 余下 的 论述 中 涉及 的 是 同一 个 域 了 


5.1.1 定义 设 Y 是 域 F(R 或 C 寺 的 向 量 室 间 ， 嘎 数 | | :， Y-> 及 称 为 向 量 范 数 ， 是 指 对 所 
有 .r，yEV 有 有 以 下 性 质 : 


《1 zl 20, 北 负 性 ; 
(1a) x 二 0 当 且 仅 当 .=0， 于 定性 ; 
(27 上 er 三 fc| zl 对 所 有 纯 荐 ecEF 成 立 ， 齐 次 性 ; 
《3) ztyl lr|t+ yi, 二 角 不 等 式 . 


这 四 条 公理 是 大 家 所 熟悉 的 平面 上 的 Euclid 氏 度 的 几 个 性 质 ，Eueiid 长 度 还 具有 另外 一 些 性 
质 ， 这 些 性 质 与 这 四 条 公理 是 独立 无 美的 [例如 ,平行 四 边 形 恒等式 (5. 1.8)]， 央 为 它们 对 于 
一 般 的 理论 并 不 是 必 不 可 少 的 . 所 以 没有 把 它 作为 公理 . 

一 个 商 数 如 果 满 足 公理 (1)，(2)，(3) 但 不 一 定 满足 (1a)， 就 称 之 为 向 量 半 范 妆 ， 半 范 数 
在 允许 基 些 非 零 向 量 有 零 长 度 方面 推广 了 范 数 概念 . 
5, 上 2 引 理 和 如果 上 是 VY 上 的 向 量 半 范 数 ， 则 

| Eri oyl | zyll 

对 所 有 +，yEV 成 立 . 

证 明 : 因为 ?一 zx 十 (? 一 xx)》， 由 三 角 不 等 式 和 并 次 性 公理 (2》， 有 


上 > 入 下 zy 一 了 1 一 zi 二 zx 一 | 
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由 此 可 知 
371 一 由 az 二 过 下 一 站， 
基因 为 z= 二 yy 十 C(x 一 w)， 所 以 再 由 站 和解 木 等 式 有 
lcd yl+t+ droyl, .* 
因而 
| ri osl ryl. 
其 此 我 们 证 明了 十 (| 一 路 y|) 委 有 一 y 4， 它 等 价 于 引 理 的 论断 . 口 


与 C 上 Euclid 长度 相 关 的 概念 是 通常 的 Euclid 内 积 yx( 有 时 器 敌 "点 积 *Y， 它 有 一 些 性 
质 与 两 个 向 量 间 的 * 均 和 "有 关 ， 如 果 wx=0.、 那么 与 y 正 交 , 正 象 对 向 量 范 数 所 杖 的 那样 ， 
可 以 抽象 出 Euelia 内 积 的 几 个 本 质 特征 ， 并 且 用 它们 作为 一 般 内 积 理论 的 公理 ， 
5.1.3 定义 设 V 是 域 F(RR 或 CY 上 的 向 量 空 间 ， 函 数 (，，，)}: YXYVY- 了 是 一 个 内 积 ， 是 指 
对 所 有 zz，y，zEV， 有 


(1) cr, rx? 这 20， 非 负 性 ; 
(1a) (rx，X) 二 0 当 且 仅 当 .rc 一 0， 正定 性 ; 
(2) 7 十 3 和 二 《rz 十 《yy 2), 可 加 性 ; 
(3) er y) 二 cir，Y) 对 所 有 纯 乔 EF 成 立 ， 齐 次 性 ; 
(4) Crs y= (Cy. x), Hermite 性 . 


练习 证 明 Euclid 内 积 ‘r+，y) 二 yz; 满足 关于 内 积 的 所 有 上 述 四 个 公理 . 

练习 设 品 ==diag(di， dd,】， 淮 虑 隙 数 (r， yy DT， ，)》 满 足 关于 内 积 的 
哪儿 条 公理 ? DD 在 什么 条 和 柏 下 :<。，. }; 才 是 内 积 ? 

练习 ”由 定义 (5.1.3) 的 站 条 公理 推导 内 积 的 下 述 性 质 ， 

(a) Cr Cy Cr ys 

(by tr ye? = Or, y+ {ir, e); 

C0) arthy, cwtadr} =ac Cr with iy, wtad tr, x +bd (y, 2); 

(d) (x，3? 一 0 对 所 有 yEV 成 立 ， 当 且 仅 当 一 0i 

(Ce) rr 一 | Cr, y) | 


所 有 内 积 都 共有 的 重要 性 质 是 Cauchy-Schwarz 不 等 式 . 


5.1.4 定理 (Cauchy-Schwarz 不 等 式 ) ”如 果 (，，，;) 是 域 F(R 或 C} 上 的 向 量 空间 VY 上 的 内 
积 ， 则 
Fry) 《re 
对 所 有 .fr，yE 里 成 立 ， 等 式 成 立 当 且 仅 当 < 与 3 线性 相关 ， 即 对 某 个 aEF 有 x 一 gy 或 ?一 aa 
证 明 : 没 x，yEV 是 给 定 的 ， 如 果 y 二 0， 则 结论 显然 成 立 ， 所 以 可 以 假定 y 半 0. 设 1€ 
及 ， 考 虑 p(t) 二 Cr 十 ty zr 十 ty 二 (r, ry x 二 Tr, WHiy, y=tr, 1) +2tRelr, 
站 十 4y，y)， 它 是 实 系 数 二 次 多 项 式 ， 由 公理 (5, ]. 3(1)) 得 知 ， 对 所 有 实数 1:，p() 渤 0， 因 
而 pt 不 能 有 实 的 单 根 ， 因 此 ，p(2) 的 判别 式 一 定 是 非 正 的 ， 即 
{DRetaey?) — dy yr 二 站 
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因而 
【 腿 E 站 A rit) (yy). (5, 1.5) 
因为 这 个 不 等 式 对 任 一 对 向 其 都 成 立 ， 所 以 当 用 tz， 代替 y 时 它 也 一 定 成 立 ， 于 是 还 有 不 
等 式 " 
(Re dri yy) | dry |. 
但 是 ，Retr, (Cr, wy 二 Recx, yyCr, v=Re| dr 让 二 | x， yy 上， 因 此 
Ez rn yy try) | (5, 1.6) 


如 果 (xr，y) 一 0， 则 定理 的 结论 是 显然 的 ; 否则 可 以 用 数 | {rc，y) | 除 (5.1. 6 了 其 边 得 到 所 监 
证 的 不 等 式 ， 因 为 公理 (1ay， 所 以 仅 当 了 上 +i=0D 对 菜 个 1 成 立时 声 (1) 才 有 一 个 实 ( 二 重 ) 根 . 
内 此 ， 在 判别 条 件 (5. 1. 5} 中 等 式 能 够 成 立 ， 当 且 仅 当 x 和 yy 线性 相关 . 


5,1.7 推论 如 果 (，，，) 是 VY 上 的 向 量 内 积 ， 则 上 x 三 Cr， 2)) 让 是 YW 上 的 向 量 范 数 . 
练习 证明 (5.1.7)， 提 示 ; 只 有 下 人 角 不 等 式 的 验证 不 了 明显， 计算 | xr 十 yy | 上 ,然后 利用 
Cauchy-Sehwarz 不 等 式 ， 
如 果 上 "是 送 合 上 7 上 二 <x， 下 的 向 量 范 数 ， 其 中 < ，，。，} 为 某 个 内 积 ， 就 称 该 向 量 范 
数 可 由 内 积 ( 即 <，，。)) 诱 导 . 
习题 
1l, 设 表 失 CC 中 的 第 :个 单位 玉 标 问 量 县 假定 | | 是 C" 上 的 一 个 向 晤 半 范 数 ， 证 明 


Trl 所 2 | x. le 1 . 
2 如果 几 外 是 Y 上 的 一 个 向 量 半 范 数 ， 证 明 = ToeYy:， zl 一 0} 是 人 的 一 个 子 空间 
( 称 为 关于 |‖*| 的 零 空 间 )，《a) 如 果 V 是 了 的 适 台 WwW mm 一 10} 的 任 - 子 空间 ,证 明 | ,| 是 
的 :个 向 量 范 数 ，5p)? 尊 虑 册 
re 当 二 仅 当 rr =0 
定义 的 关系 +~»， 证 明 ，~~ 是 VV 上 的 一 个 等 价 关 系 ， 而 这 个 等 价 类 系 的 请 陪 集 具 有 形式 一 
1 十 ywEV: YEV + ， 并 旨 这 些 障 集 的 集合 以 一 种 自然 的 方式 枸 成 .个 向 量 空间 ， 证 明 ， 坪 数 
上 一 {ri :rE 是 有 意义 的 ,并 昌 基 诸 陪 集 细 成 的 向 量 空间 上 的 -个 向 量 范 数 ，(c) 说 
明 与 每 个 向 量 半 范 数 有 关 的 自然 范 数 为 什么 存在 ，(d) ‖ xz 上 ss0 是 半 范 数 吗 ? Ce) 给 出 一 个 不 
是 范 数 的 非 平 几 半 范 数 的 例子 . 
3. 证明 ， 如 果 定 义 商 个 非 零 向 县 间 的 夹 角 是 介 于 0 与 72 之 则 的 值 


| Sr》 | ) 
CT 


则 这 个 夹 角 概念 对 任何 内 积 都 是 有 意义 的 . 
4. 证 明 ， 如 (5. 1.7) 中 由 内 积 诱导 的 向 量 范 数 一 定 满 足 平行 四 边 形 恒等式 
到 rest hr -y= rk yl (5. 1.8) 
为 什么 这 个 恒等式 得 此 名 称 ? 事实 上 ， 等 式 (5.1.8) 是 一 个 给 定 的 范 数 可 由 内 积 诱导 的 必要 充 
分 条 件 ， 见 习题 10. 
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5. 考 虚 定义 在 C 上 的 戎 数 上 x |. 寺 maxis | zx, | .证明 上 :中 ,是 不 能 由 任何 内 积 导 出 的 
向 坡 范 数 . 
6. 如果 上 | 是 出 内 积 (4，，“， 诱导 的 向 其 范 数 ， 证 明 
Retasy = 了 (xz 二 一 有 zy. (5. 1.9) 
称 这 个 等 式 为 极 北 恒等式 ， 同 时 证 明 
Relzsp) = 3 to zh ls， 


7. 证 明 ，C" 上 的 六 范 数 站 xz 三 1 | 十 … 十 | x | 适合 公理 (5.1.1), 但 不 适合 极 化 等 
性 式 (5.1.9). 因此 ， 它 不 是 由 任 伞 内 积 导 出 的 . 

8. 如 果 | * 上 是 由 一 个 内 积 诱 尾 的 VW 上 的 向 量 范 数 ， 则 

[z+s| lr x| 和 Tx 上 十 y 

对 所 有 ，ywEYV 成 立 ， 什么 时 候 等 式 成 立 ?” 这 个 不 等 式 对 所 有 向 量 范 数 都 成 立 吗 ? 给 出 这 个 
不 等 式 的 几何 解释 ， 

9. 设 工 和 y 昨 下 中 给 定 的 同 基 ，Y 有 -个 由 内 积 (，，* 诱导 的 范 数 |.|， 并 且 根 
定 yy 是非 零 的 证明， 使 4 一 ey | 的 值 达 到 极 小 的 纯 旺 ow 是 一 <r，y) 7 yy 有， 并 且 
< 一 ay 与 y 正 交 ， 

10. 不 难 证 明 ( 但 岂 有 一 些 技 巧 )， 平 行 四 边 形 恒等式 (5. 1.8) 是 一 个 给 定 的 范 数 可 由 内 积 
诱导 的 充分 条 件 ， 首 先 考 虑 RR 上 的 --- 个 向 其 空间 . 设 上 | 是 YY 上 -个 给 定 的 范 数 ， ka) 定义 
Fz yl | 之 性 一 站 > 性 C5. 1. 10) 


{roy) 一 


证 明 ， 用 这 种 方法 定名 的 <，，。…) 满 足 (5.1.3) 中 的 公理 (1)，t1la) 和 4),， 目 ix， 4) 二 
1 让- 《b2? 利 用 (5. 1 8 证 时 
和 3 dey = 2 rt yl +2|zr yl 2 2izF 4ly| 
= r+2yte |r+t+el od yl = dtr 二 ry), 
由 此 得 出 ， 它 也 满足 (5. 1. 3) 中 的 可 加 性 公理 (2)，(e) 利 用 可 却 性 公理 证 明 ，tnr，y) 二 n(x y) 
且 im nr 二 (nr 二 mtr， wy， 其 中 入 是非 负 整 数 ， 利 用 (5.1.8) 以 及 (5,1.10) 证 明 
由 此 得 由 tac， 二 atx，y)， 其 中 aE&€ER 是 有 理 数 ，(d) 设 疡 (一 下 下 
286x， 和 十 用 y 上 ，tER， 然 后 证 明 ， 若 t 为 有 理 数 ， 则 pf) 二 | 1r 十 yj 上 ， 由 (四 的 连续 性 
排出 ， 对 所 有 ER，p(D 产 0、 根据 p(7) 的 判别 式 - 定 是 非 正 的 事实 推出 Cauchy-Schwarz 不 
等 不 | 人 7， 好 用 芝 |‖ 星 和 > 王 ke 现在 设 <E 有 是 给 定 的 ， 证 明 
1 一 | 一 站 十 一 | 
| ar | 十 | (一 er | 之 2 和 一 二 hr) ll 
对 任何 有 理 数 5 成 立 ， 并 内 可 以 使 上 界 任 意 地 小 ， 由 此 得 出 (5. 1. 10) 满 足 (5. 1.3;) 中 的 齐 次 性 
公理 (3)， 这 就 证 明了 {，，…} 是 VV 上 的 一 个 内 积 ， 
细心 的 读者 会 注意 到 ， 存 上述 论 证 中 关于 范 数 |*| 的 三 角 不 等 式 [C5. 1. 1) 中 的 公理 (3)] 没 
有 用 到 ， 周 此，(5,1. 1) 中 的 公理 (1) ，51a 和 (2) 连 间 (5. 1. 8) 葡 涵 以 下 事实 ， 珊 数 上 :| 是 由 内 


[883] 


264| 
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积 诱导 的 ， 因 而 它 是 -个 范 数 ， 并 且 一 定 满足 三 角 不 等 式 ，( 有 着 Y 是 一 个 复 癌 量 空间 ,定义 


= zt Toy ,iztiyP ol -|y) 
2 2 


IY 


《x，3) 的 实 部 是 VW 春 作 民 上 一 个 向 基 空 间 时 的 内 积 。 利 用 这 一 事实 和 (5. 1. 8) 证 明 {，，…} 是 WV 看 
作 C 上 一 个 启 量 空间 时 的 内 积 . 

进一步 阅读 ”平行 上 四边 形 恒等式 是 - -个 给 定 的 范 数 可 由 内 积 诱 导 的 必要 充分 条 件 ， 这 个 结 
果 的 最 早 证 明 似 平王 该 属于 P， jordan 和 本 Von Neumann， 他 们 的 文章 是 “(n lnner Produets 
in Linear Metric Spaces, "Ann, Math. 36(2)501935)，719 一 723， 习 题 10 中 搞 给 出 的 这 个 结果 
的 证 明和 参考 了 下 述 文 章 : DD. Fearniey-Sander and JS V. Symons, “Apollonius and jnner 
Products, "Amer, Marh, Monthiy 81(1974), 990-993. 


5.2 向 量 范 数 的 例子 


下 面 所 列举 的 是 一 些 常 见 的 向 量 范 数 的 例子 . 

5.2.1 C" 上 的 Euclid 范 数 (或 1; 范 数 ) 是 
|alad x +t| rT, 

这 也 许 是 大 家 最 熟悉 的 向 量 范 数 ， 这 是 因为 | x 一 y 上 | 能 度量 两 点 7+，yEC" 之 间 的 标准 Euclid 
距离 ， 这 个 范 数 还 是 由 普通 的 Euclid 内 积 导 出 的 ;好 十 改 一 人， 一 exr， 

练习 验证 上 xl: 是 C 上 的 向 量 范 数 ， 

练习 ” 范 数 | "| 称 为 再 不 变 的 ， 是 指 ‖ Drz 1 = | zi 对 所 有 zeEC" 和 所 有 西 斥 阵 UEM,， 
成 立 ， 证 明 Euclid 范 数 | "| 是 酉 不 变 的 . 
5.2.2 C 上 的 和 和 范 数 (或 上 范 数 ) 是 

Tz 二 i 二 十 | x |. 

央 为 其 长 度 只 是 沿 各 坐标 方向 的 直线 度量 ， 这 个 范 数 也 称 为 1 一 范 数 或 更 风趣 地 称 为 
Manhattan 范 数 ， 

练习 ”验证 和 范 数 是 C" 上 的 向 量 范 数 ， 但 不 是 由 内 积 导出 的 ， 提示; 利用 (5, 1. 8). 


5.2.3 《上 的 极 太 范 数 (或 上. 范 数 ) 是 
Fr. max{| ri bs, | x, |}. 
练习 ”证明 上 "i 是 C* 上 的 向 其 范 数 . 
练习 站" 由. 是 由 内 积 导出 的 吗 ? 


5.2.4 C 上 的 六 范 数 是 
trl (2 eb) ,pl. 
1 


练习 验证， 对 于 p 之 1]， 每 个 !, 范 数 是 C" 上 的 向 量 范 数 ， 且 对 于 每 个 EEC",，4 r= 
lim 上 zl， 提示 : 只 有 三角 不 等 式 是 较 难 验证 的 公理 ， 关 于 1, 范 数 的 一 角 不 等 式 昆 称 之 为 
Minkowski 不 革 式 的 经 典 不 等 式 ， 
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练习 ”给 出 -一 个 不 是 i 范 数 的 向 模范 数 的 例子 . 
上 述 各 个 向 量 范 数 的 例子 都 是 C 上 的 范 数 ， 不 过 还 能 用 它们 来 构 凌 任意 有 限 维 实 或 复 向 [65 
量 空间 VW 上 的 向 量 范 数 ， 如 果 4 一 和，…，82 是 区 的 基 ， 则 
[二 人 
| 人 
是 Y 到 C 上 的 同 构 ， 如 果 半 | 是 CC 上 的 任 - -向 量 范 数 ， 则 不 难 证 明 


中 
| 二 下 [nr 
了 一] 


是 WY 上 的 向 基 范 数 ， 

练习 ” 验 让 最 后 一 个 结论 . 

称 矩 阵 BE M, 是 关于 C 上 的 向 量 范 数 下 | 的 一 个 等 距 变 技 ， 是 措 

| BR 三 | 

对 所 有 xzEC" 成 立 ， 

练习 证 明 ， 关于 任何 向 量 范 数 的 等 此 变 换 一 定 是 非 奇 异 矩 阵 ， 

练习 证明， 关于 给 定 的 向 量 范 数 的 各 个 变换 等 距 所 组 成 的 烦 阵 集合 构成 一 个 群 ( 称 为 该 
范 数 的 等 距 变 换 群 )， 除 了 西 惩 阵 以 外 ， 对 证 沾 ， 还 存在 性 何等 虐 恋 换 吗 ? 

练习 证 明 ， 和 范 数 的 等 卡 变 换 群 是 所 有 那样 一 些 矩阵 组 成 的 集合 ( 群 )， 这 些 宪 阵 看 上 去 
天 竺 为] 的 任 芝 复数 来 代 等 

练习 极 大 范 数 的 等 距 变 换 群 是 什么 

间 量 范 数 的 定义 并 未 棵 求 向 量 空 :了 是 有限 维 的 例如 ， 空 间 V 可 能 是 实 区 间 [4， 4 上 


的 所 有 实 或 复 值 连续 画 数 构成 的 向 量 空间 CL， 如], 
5,2,5 例 CLa， 的 上 的 某 些 范 数 例子 类 似 于 已 经 对 属 定义 的 诸 范 数 ， 同 如 ， 
Is 人 Pa] . LL 范 数 ; 
{fh To La, 才 范 数 ; 266 
1 = 0 ra] > 1 范 数 ， 
| Fi maxt| Fr {yx € Last}, I 范 数 ， 
它们 都 是 5]e， 回 上 的 范 数 . 


习题 

1 证明 ， 如 时 ops1， 则 (5.2.4) 定 义 C 上 的 一 个 打数 ， 除 了 向 量 范 数 的 一 条 公理 以 
外 ， 这 个 孙 数 满足 所 有 的 公 是 ， 它 不 满足 哪 积 公 厚 7? 试 给 一 个 例 二 ， 

2. 设 ECT0, 1 证明， -bm [fl,. 

3 大 十 Co | 上 的 1， 其 三 角 不 等 式 看 米 与 什么 一 样 ? 对 于 C"， 如 何 从 Minkowski 
不等式‘ 附录 BB} 册 发 去 让 明 这 个 三 角 不 等 式 ， 人 
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4， 设 Pris Pir rs bs: 是 给 定 的 正 实数 ， 下 面 哪 一 个 是 CC 上 的 向 量 范 数 ? 
Cy rl = Dplxl, 

4 1 
tb) | ll 一 (op | <， 站 


C0) =max{py | | ,2 po | x |}. 
5. 设 Ea， 及 是 给 定 的 点 ， 证 明 ， 如 果 a<<6、 则 Cla, 如 上 的 函数 1 7 = | f(a) | 是 
站 范 数 而 不 是 范 数 . 


6. 如 果 :上 基 C" 二 的 西 不 变 问 基 范 数 ， 证 时， 三 ez 用 直 对 某 个 x>0 成 普 ， 朋 用 | 
荐 使 | = | 一 1 的 唯 -一 西 不 变 向 量 范 数 

7. 证 明 ，|| y 一 max1zrl=1 | 2 了 7 且 | > i = maxy.n 1ixyl|. 

8, 试用 前 面 的 练习 证 明 ， 如 果 A 在 和 范 数 的 等 上 族 变换 群 中 ， 则 4 在 极 大 范 数 的 等 距 变 换 
群 中 ， 到 之 亦 然 . 

9. 所 有 工 , 范 数 的 所 有 等 距 变 换 群 的 变 基 人 人 委 ? 

进一步 阅读 关于 Minkowski 机 Hilder 的 经 典 不 等 式 的 详细 讨论 中 参看 [BB], 


5.3 向量 范 数 的 代数 性 质 


从 任意 一 个 或 几 个 给 定 的 范 数 出 发 可 以 用 多 种 方式 来 构造 - 些 新 的 范 数 ， 例 如 ， 容 易 证 
明 ， 两 个 向 量 ( 灶 ) 范 数 的 和 是 一 个 向 量 ( 半 ) 范 数 ， 一 个 向 其 ( 半 } 范 数 的 任意 正 数 倍 义 是 一 个 
( 半 ) 苑 数 ， 按 另 一 种 方式 也 不 难 证 明 ， 如 果 ,中 和 上 是 向 且 范 数 ， 则 由 7 | 三 max{ | 站， 
| 上} 定义 的 函数 上 | 也 是 向 量 范 数 ， 这 些 论断 都 是 下 述 结 果 的 特殊 情形 ， 


5.3.1 定理 ”如果 | ，…， 上 :1 是 域 FOR 或 C) 上 的 向 其 空间 VW 上 的 向 量 落 数 ， 义 设 | ,| 
是 R 上 的 向 量 范 数 ， 使 得 对 具有 非 负 分 其 的 所 有 >，zE R" 都 有 |‖ > | 过 上 > 十 |。， 则 由 
Eri 二 上 [zz J ;定义 的 殉 数 上 -| : V>R 是 上 的 向 量 范 数 

定理 中 关于 范 数 ‖' 负 的 单调 性 假设 可 确保 所 构造 的 丽 数 上 | 满足 三 角 不 等 式 ， 所 有 的 1 范 
数 都 具有 单调 性 这 -性质 ，R” 上 的 任 - -向 量 范 数 | 此 倘若 只 是 的 分 量 的 绝对 值 的 函数 ， 该 范 
数 也 有 具有 单调 性 这 一 性 质 ; 见 (5. 5,9 和 5. 5.10)， 但 是， 有 一 些 向 昌 范 数 不 具 有 这 一 性 质 . 

练习 证 明定 理 (5. 3. 1 )， 

练习 证 明 两 个 向 量 范 数 的 和 或 取 极 大 仍 是 向 量 范 数 的 事实 足 定 理 (5.3. 1) 的 特 嫩 情形 . 
关于 皮 棚 小 又 如 何 ? 

练习 设 加 =2,，V=RR 用 7 有 一 一 二 | |. 址 明 ， 提 ,中 是 RR 下 的 向 量 苑 
数 , 但 孙 数 上 [二 | 上 上 xl x ==mint lm ml 二 + | 不 是 向 
量 范 数 。 | 由 满足 哪儿 个 向 量 范 数 公理 ? 提示 考察 +=[ 0]，y 一 站 ]，1z+yi ，l xz 以 及 
1 > 上 这 与 (5. 3.1) 孚 导 巾 ? 

从 旧 范 数 构造 新 范 数 的 另 一 种 方式 是 由 下 面 的 结果 给 目的 . 
5,3,2 定理 ”如果 "是 CC 上 的 向 肆 范 数 ， 交 如 玉 TE MM, 是非 奇 性 姑 阵 ， 则 由 
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外 zl 二 | Ta 

定义 的 |"i|r 也 是 C 上 的 向 其 范 数 . 

练习 证 明 (5.3.2)， 

练习 在 (5.3.2) 中 如 昌 了 是 奇异 矩阵 ， 结 果 有 何 变化 ? 

练习 为 什么 外 zz = 二 (27 3o 下 4.x 1 一定 是 CO 上 的 范 数 ，( 请 不 用 计算 1) 

利用 对 个 的 概念 可 以 从 吊 范 数 构造 新 范 数 ， 这 种 方法 让 (5. 4) 节 末 讨 论 ， 
习题 

1. 如 果 :| 是 向 量 半 范 数 , 证 明 ， 对 任意 TEM,，d zr 三 上 Tr 也 是 问 甚 半 范 数 ， 如 
果 | 外 是 向 量 范 数 ， 则 上 |r 是 向 量 半 范 数 ， 它 的 零 空 间 就 是 了 的 零 空间 . 

2. 证 明 ， 任 何 向 其 半 范 数 都 具有 形式 | 其 中 ， 用 | 是 某 个 向 量 范 数 ， 而 TE MM 是 其 
个 诈 阵 . 


5.4 向 量 范 数 的 分 析 性 质 


前 两 节 中 的 各 个 例 了 清楚 地 说明 ， 有 许多 各 不 相同 的 画 数 |, :VRR 满足 范 数 的 各 条 公理 . 
这 样 ， 有 多 种 不 向 的 范 数 可 供 选 用 .这 是 很 有 用 的 ， 内 为 对 于 某 种 应 用 来 说 ， 一 种 范 数 可 能 比 另 
一 种 范 数 更 方便 或 更 合适 ， 例 如 ，i: 范 数 用 于 优化 问题 往往 是 方便 的 ， 因 为 {除了 厌 点 以 外 ) 它 是 
连续 可 微 的 ， 引 一 方面 ， 上 范 数 虽然 只 丰 一 个 较 小 的 集合 上 可 微 ， 但 是 它 在 统计 学 中 较为 通用 ， 
因为 它 ( 是 ) 时 出 的 估计 可 能 比 经 典 的 冉 归 知 计 更 有 说 服 力 ，L 范 数 往往 用 起 来 是 最 白 然 的 范 数 ， 
过 为 它 直接 检验 各 个 分 最 的 收 化 性 ， 然 吓 ， 团 娘 的 是 ， 不 论 在 分 析 上 还 是 在 代数 ， 它 使 用 起 来 
可 能 都 不 方便 ， 在 实际 应 山中 ， 基 于 一 种 范 数 可 以 很 自然 地 建立 外 一 种 理论 ， 与 他 某 种 场合 很 容 
易 计 算 这 种 范 数 可 能 不 是 一 加 事 ， 因 此 ， 知 道 两 种 不 同 的 范 数 之 问 可 能 存在 什么 关系 是 很 重要 
的 。 幸运 的 是 ， 存 有 限 维 情形 ， 所 有 范 数 都 在 某 种 很 强 的 意义 下 是 "等 价 ” 的 . 

分 析 下 的 基本 概念 是 序列 的 政策 概念 ， 而 向 量 范 数 可 以 出来 度量 向 量 序列 的 收 伍 忻 . 


5.4.1 定义 设 站 基 R 或 C 上 的 向 量 空间 ， 且 | 站 是 六 上 的 范 数 ， 说 六 中 的 向 量 序 列 (re 
关于 范 数 |, | 收 笋 于 rEY， 当 开 仅 当 肝 >co 时 | ro -| ->0， 
如 果 1x*) 关 于 范 数 丰收 第 于 x， 则 记 
7 关于 ,im ze 一 x 
应 当 弄 清楚 的 是 ， 上 耐 提 到 的 收 俩 性 与 娃 -种 范 数 有 关 ， 十 是 ， 关 寺 一 个 给 定 的 向 其 序列 
尾 否 可 能 对 “种 范 数 收 俩 而 对 另 … 种 范 数 则 不 收敛 的 问题 提出 来 了 ， 这 种 二 重 性 在 无 限 维 空间 
中 可 能 出 现 ， 


5.4.2 例 考虑 CL0。1](0, 1 上 的 所 有 实 值 或 复 值 连续 函数 组 成 的 空间 ) 中 的 隆 数 序列 
{fri}, 定 久 如 卜 : 对 发 一 2 ， 号 


tri=0, Oz， 
flr 2 rE“), . 上 < 


S| 
Ea 
o! 
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， ， 3 -2 
fir) r+ 2 ), DE 
filr}—0, rl 


于 是 可 以 算出 ， 
当天 一 co 时 大生 一 下 0 


对 所 有 ,| fi 一 二， 
3 
当下 -co 时 ,| 六 于 一生 :ec 
所 以 ， 基 于 工 ， im 六 一 0， 但 是 关于 其 他 两 种 范 数 就 不 为 堆 . 
练习 画 出 上 例 中 所 措 述 的 各 个 函数 的 草图 ， 并且 验 证 关于 二 ，L: 和 工 ., 范 数 所 做 的 论断 ， 


练习 ” 设 |"|| 是 向 量 范 数 ， 如 果 zw rr， 和 ro -3 利用 王 角 不 等 式 证 明 r 一 y 因 


此 关于 给 定 的 范 数 ， 讨 论 一 个 序 别 的 极限 (如果 有 的 话 ) 是 有 意义 的 ， 
所 幸 的 是 ， 例 (5. 4. 2 中 出 现 的 现象 在 有 限 维 疝 其 空间 的 情形 不 可 能 发 生 ， 为 了 看 出 这 … 
点 ， 需 要 一 个 关于 范 数 连续 性 的 一 般 引 理 . 


5.4.3 引 理 设 |‖"| 是 威 ER 或 C 上 的 向 量 空 间 Y 上 的 范 数 ， 闵 设 zz， x EV 是 
给 定 的 癌 贡 ， 则 用 
Blziszarrz) = er | 


定义 的 函数 &: "一 R 是 一 致 连续 的 函数 ， 
证 骨 ; 设 4 一 Vr 条 一 or ,经 计算 ， 


上 要 |=| Fu 一 | vl | 过 lua— wl 


一 | So — vr" 
其 中 C=m max 上 zx” | ， 第 一 个 不 等 式 可 由 引 理 (5. 1.2) 得 到 .注意 ， 有 限 常数 蕊 只 依赖 于 范 
数 ||| 与 mm 个 向 其 zx，…，zx**"。 如 果 向 量 "都 是 零 向 量 ， 则 无 需 证 明 ， 奉 则 有 局 0， 为 
了 使 | gs 一 ga wa) | 之 e， 我 们 只 需 选 版 | 一 v2 | < 过 ef 人. 
虽然 引 理 并 未 要 求 向 量 空间 是 有 限 维 的 ， 但是， 向 量 .c* 的 个 数 有 限 有 是 很 重要 的 . 
练习 ”试用 这 个 引 理 推出 ，R" 或 C" 上 的 每 个 向 量 范 数 都 是 一 致 连续 国 数 . 
然而 ,VY 的 有 限 维 性 质 对 正面 的 基本 事实 是 必 不 可 少 的 ， 
5.4.4 定理 设 /和 了 基 域 F(R 或 世 ) 于 的 有 限 维 向 其 空间 VW 上 的 两 个 实 值 消 数 ， 凡 设 # 一 
{x 是 六 的 基 ， 假定 广 和 天 是 
(a) 正定 的 : 村 所 有 xEV 有 C00，f.(4)=0 当 几 仅 妆 了 一 0 
Cb) 齐 次 的 ， 对 所 有 aEF, rEV, flen)= jel| ft); 
te) 连续 的 ，f 和 x(z)) 站 Fr 上 连续 ， 此 中 
之 一 [有 ee 


A 
[< Diu eh CC max |w ual, 
全 1 
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则 存在 有 限 正 常数 CG,, 和 CC,， 使 得 
Caf1 7) SE fr) Cyf (Cr) 
对 所 有 xEV 成立 . 

证 明 : 我 们 在 Euclid 单位 球面 5S 二 {z€E FR， x 上 二 1}( 它 是 Fr 中 的 紧 集 ) 上 定义 h(x) 三 
CE)AfCr(z))， 直 (22 可 知 ， (Cz) 的 分 生 在 5S 上 不 为 零 ， 因 而 根据 Ce) 可 知 h(z) 在 5S 上 过 
续 . 由 Weierstrass 定理 ( 见 附 隶 EY， 连 续 消 数 上 在 紧 集 S 上 达到 一 个 有 限 的 正极 大 值 C 和 一 
个 正极 小 值 CG,， 因 而 

Cr EE frle)) EC Of Cr(z)) 
对 所 有 zE5 成 立 ， 由 村 2 zx 有 ES 对 每 个 非 夫 xEF 成 立 ，(D) 保 证 这 两 个 不 等 式 对 所 有 非 
零 zEF 成 立 ; 因为 fC0) =0， 所 以 它们 对 x 一 0 显然 成 立 ， 但 每 全 zxEY 都 具有 有 形式 == 
Xtz)， 其 中 zE F" 为 某 个 向 量 ， 这 是 因为 先是 基 ， 国 此 要 证 的 不 等 式 对 所 有 rEV 成 立 ， 

定义 设 Y 是 实 或 复 向 其 空间 郴 数 /，1y 有 如果 满 足 定 理 (5. 4. 1) 中 的 正定 性 ， 齐 次 性 
和 连续 性 等 一 个 假设 条 件 ， 则 称 这 个 函数 是 准 范 教 . 

当然 ， 一 类 准 范 数 的 最 重要 的 例子 是 向 量 范 数 ; 引 理 (5. 4.3) 说 明 ， 每 个 向 量 范 数 满足 定 
理 (5.4,4) 的 连续 性 假设 (cy， 一 个 色 足 三 角 不 等 式 的 准 范 数 是 向 量 范 数 ， 几 于 这 类 范 数 的 重要 
性 ， 我 们 把 这 种 情形 下 所 得 到 的 铺 果 叙述 成 下 面 的 椎 论 . 


5.4,5 推论 证 | 外 和 全 是 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 站 上 的 任意 两 个 向 量 范 数 、 则 存在 有 限 
正常 数 和 和 Cw 使 得 C7. 委 rb 各 Cw 二 zz 业 对 所 有 < 天生 Y 成 立 . 

练习 《5.4.5) 为 何 对 向 量 半 范 数 不 成 立 ? 

练习 设 了 一 [mn + £2 | EER’, 且 考 虑 RR 上 的 下 列 两 种 范 数 ， L I | 三 中 [10x,, rs] 用 ， 
和 上 i; 二 上 [zt 10z:J]' $b.， 证 上 明光 数 fC) 二 (|, 上 z1,)" 是 同上 的 准 范 数 而 不 是 范 
数 ， 担 示 : 考虑 [1 1 了 [0 11) 和 (E1017). 

练习 如 果 1 … | 要是 Y 上 的 向 量 范 数 , 证 明 ,， f(y=( 上 x …， 
Tz 和 mint 有 zl，…， | x} 是 VY 上 的 准 范 数 ， 但 不 一 定 是 向 看 范 数 . 

(5.4. 5) 的 一 个 推论 是 ， 有 限 维 复 向 量 空间 中 的 一 个 向 量 序列 (关于 范 数 ) 的 收敛 性 与 所 采 
用 的 范 数 无 闫 . 


5.4.6 推论 如 于 :| 和 上风 是 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 的 向 量 范 数 ， 区 如 果 {x'} 是 结 定 的 
间 量 序列 ， 风 关于 上: 有 lim ZX 二 z， 当 上 且 仅 当 关 于 | 有 lim x =x. 

证 明 : 因为 Cs 一 zz 和 z 于 Gwx…] 刘 所 有 成立， 由 此 可 知 ， 当 
koo 有 时， 上 x 一 | 一 0 当 且 权 当 | 一 zj 一 0. 
5.4.7 定义 ”两 个 范 数 称 为 是 等 价 的 ，、 是 指 只 要 序列 {x,} 对 第 “个 范 数 收敛 于 向 是 +， 则 它 对 
第 二 个 范 数 收 合十 间 -… 向 量 ， 央 此 (5. 4. 6) 是 说 ， 对 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 ， 所 有 范 数 都 是 等 
价 的 ， 在 例 (5.4.2) 中 已 经 着 到 ， 在 无 限 维 空间 中 岗 个 范 数 可 以 不 等 价 . 

由 十 了 及" 或 C" 上 的 所 有 范 数 都 与 "| 等 价 ， 所 以 对 任何 向 基 范 数 有 jim ZH=x， 当 且 仪 
当 对 所 有 1 二 1，2，…,， 有 
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limrit — 1,, 
这 就 是 说 .( 关 寺 任 一 个 基 ) 依 分 景 收 伍 等 价 于 对 任何 向 世 范 数 收 化， 
在 有 限 维 情形 ， 关于 所 有 向 量 范 数 都 等 价 的 另 -- 重 要 推论 是 ， 每 个 向 量 范 数 的 单位 球 及 单 
位 球面 是 紧 的 ， 这 个 事实 蕴 满 任意 向 量 范 数 的 间 位 球 上 的 连续 复 值 两 数 是 有 界 的 ， 并 有 生 ， 如 果 
这 个 消 数 是 实 的 ， 则 它 达 到 它 的 极 大 值 和 极 小 值 . 


5.4.8 推论 设 V 是 民 或 C"， 设 "是 VY 上 的 准 范 数 ， 则 集合 {r， fz) 所 1 和 {x: 了 (x)= 
1! 是 紧 的 ,特别 是 ， 如果: 丰 是 VW 上 的 向 基 范 数 ， 则 周 单 位 球 {r;， | 所 1} 点 单位 球 闪 i: 
Tz | 二 1 部 是 紧 的 . 

证 明 : 由 45.4.4)， 存 在 某 个 和 >0， 使 得 | zh 过 CAFz) 对 所 有 -EY 成 立 ， 所 以 集合 {7， 
f(z) 所 1 是 有 界 集 ， 它 包含 在 一 个 半径 为 忆 ， 中 心 在 原点 的 普通 Euclid 球 中 ， 六 为 ft') 连 续 ， 
所 以 集合 {rx， 了 (0) 二 1} 与 {7， f(z) 把 1) 痢 是 闭 的 .由 于 R* 或 C 中 的 有 鼻 闭 集 是 紧 的 ， 我 们 
完成 了 证 明 ， UU 

我 们 遇 到 的 问题 常常 不 是 判定 给 定 的 序列 !{.r ;是否 收 癌 于 某 个 给 定向 量 >*， 而 是 判别 给 
定 的 序列 1z” } 是否 收 化. 因为 这 个 缘故 .需要 有 一 个 收 各 性 判别 准则 ， 这 个 准则 与 序列 所 收 
和 伊 的 极限 + 没有 关系 . 如果 存在 这 样 - :个 极限 *， 那 么 ， 当 天 ，) = 时 ， 

ror 0 


这 是 促成 给 出 下 述 定义 的 原 崔 . 


5.4.9 定义 ” 问 量 空间 VY 中 的 序列 1 是 关 于 范 数 上: 的 Cauchy 序列 ， 指 的 是 ， 对 任意 e> 
0， 孝 存在 正 整 数 N(e)， 只 要 如 ,上空 N(e)， 就 有 


| 人 人 | 去 E, 


5.4.10 定理 设 |:|| 是 有 限 维 洋 成 复 向 其 空间 VY 上 给 定 的 范 数 ，1x*} 是 VY 中 给 定 的 向 量 序 
列 。 则 祁 列 {xz} 收 全 于 V 中 的 一 个 向 基 ， 当 用 仅 当 它 是 关于 范 数 |.| 的 Cauehy 序列 . 

证 明 : 选取 六 的 基 多 ， 日 考虑 等 价 的 范 数 | [xr]; 让 ， 注 意 到 ， 如 果 假 定 Y= Re" 或 Cr 
为 某 个 整数 ?用 假定 其 范 数 是 |‖ "| .， 志 不 会 影响 证 明 的 -- 般 性 ， 如 果 {fzc2 } 是 Cauchy 序列 ， 
则 对 每 个 ;一 1，2，…， 实数 或 复数 的 每 个 分 量 序列 ; ,中 ) 岂 是 Cauehy 序列 ， 由 于 实数 或 复数 
的 Cauchy 序列 一 定 有 极限 ， 因 而 ， 对 每 个 ;=1，2，…，nmr， 都 存 页 一 个 纯 量 r ， 使 得 lim x 
一 容 押 验证 lim x 二， 这 里 7 一 Txt，…，z,]"， 另 一 方面 ， 如 果 存 在 之 使 lim x 二 zx， 
央 | 上 一 x 和 一 x 上 十 上 x 一 xz! 上， 因而 络 定 的 序列 昨 Cauchy 序列 OD 

(用 于 主 述 定理 让 明 中 的 ) 实 数 域 或 复数 域 的 一 个 基本 性 质 是 ， 一 个 序列 是 Cauchy 序 刻 ， 
当 旦 仅 当 它 收 敏 于 某 个 ( 实 或 复 ) 纯 量 ， 这 个 性 质 叫做 实数 域 和 复数 域 的 完备 性 ， 刚 才 证 明了 
对 十 任何 向 量 范 数 ， 完备 性 都 可 以 推广 到 有 限 维 实 和 复 向 好 空间 ， 泪 三 的 是 ， 完备 性 对 韭 有 限 
维 的 向 其 空间 不 一 定 成 立 ， 


5.4.11 定义 ”具有 范 数 "| 的 向 量 空间 VV 称 为 对 范 数 汪 "中 是 完备 的 ， 弄 的 是 关于 该 范 数 | ,| 


向 重 范 数 和 赵 漳 范 数 795 


练习 “考虑 共有 丰 范 数 上 7 一 | fe | 电 的 向 量 学 问 、 并 县 考虑 由 2 
fi(D) =0. 0 二 一 地; 
kg: 1.1 1 1 -1 1 
AO 一 到 (人 到 二 下 2 
frit) =1, + 
定义 的 滑 数 ， 画 出 备 孔 数 六 的 草图 证明，{ 天! 是 Cauchy 序列 ,但 是 不 存在 了 清 数 FE Cio， 
1]， 使 得 对 范 数 | | ， 有 lim /= 
利用 R" 或 C" 上 的 任意 范 数 或 准 苑 数 的 单位 球 昆 紧 集 的 事实 ， 可 以 引进 另 一 种 由 卓 范 数 生 
成 新 范 数 的 有 效 方法 . 
5.4.12 定义 设 训 收 是 VR 或 C" 上 的 准 范 数 . 函数 
f(y) = max Re YY 
称 为 站 的 对 慢 范 数 . 
首先 说 明 ， 对 捆 范 数 是 VW 上 有 意义 的 函数 ， 这 是 因为 对 于 每 个 图 定 的 yEV， Re yr 是 x 
的 连续 明 数 ， 又 由 (5.4.8)， 集 人 台 !z: 六 xz) 二 1} 是 紧 集 ， 根 据 Weierstrass 定理 ，Re yx 的 极 
大 值 在 茶点 ,Elr: fr 一 1 过 到 ， 如果 c 是 纯 量 . 且 | c | 二 1， 则 由 站 的 齐 次 性 有 
ax | yt [= max maxRe yr max max Re ve 
一 = max max Key = 二 max R. vrs 
所 以 ， 关 二 对偶 范 数 、 有 “个 有 时 是 .简便 的 等 价 定义 ， 部 就 是 
ftvw)— max |. (5. 4. 12a) 
最 后 ， 必须 说 明 ， 关 于 育 数 产 的 对 偶 范 数 名 称 是 省 符 其 实 的 ， 肾 数 ?0 最 然 是 齐 次 的 
和 正定 的 ， 因 为 ， 如 果 y 关 9， 则 订 雇 利用 7(*] 的 齐 次 性 证 明 
po 让 
(vy) max | y es > Fy) Fy) 0, 775 


也 许 值 得 注意 的 是 ， 即 使 函数 六) 不 满足 三 角 不 等 式 ， 但 是 它 的 对 偶 产 (…) 仍 伍 满 足 
f° ye} max 1 ty 十 z) | 所 max[ | 3 i+| xw |] 
过 max {yr|l max | zr |= Py) + fe). 

因此 ， 一 个 准 范 数 的 对 人 惕 范 数 总 是 范 数 ， 

这 样 ， 采 用 构造 其 对 侦 范 数 的 方法 ， 任 一 准 范 数 可 生成 一 个 范 数 ， 这 种 构造 法 常常 用 于 准 
范 数 实际 上 是 范 数 的 情形 . 

关于 对 偶 范 数 的 一 个 简单 不 等 式 在 上 下 面 的 引 理 中 给 出 我们 将 会 看 到 ， 它 是 Cauehy- 
Schwarz 不 等 式 的 户 然 推广 ， 


5.4.13 引 理 设 小 是 V 一 BR 成 C" 上 的 准 范 数 ， 则 


196 加 第 5 音 


| yx | A FY (ND), 
| i f(r) fy) 


对 所 有 r，yEY 成 立 ， 
证 明 : 如 困 zx 关 0， 则 


， 外 J FP 
< pe A (y). 
因而 | yw | 把 f(r)f?(y)， 由 于 这 个 不 等 式 对 x 一 0 也 成 立 ， 所 以 证 明了 第 一 个 不 等 式 ， 央 为 
1 三 zw 第 一 个 不 等 式 可 由 第 : -个 不 等 式 得 到 . [| 


要 识别 一 些 最 常见 的 向 重 范 数 的 对 偶 范 数 并 不 困难 . 如果、>EC， 则 Holder 不 等 式 的 
特殊 情形 是 


| yx |= (33z. |< 2 | yz, [< max | y, | 之， | x |= | yh | zl (5.4.14) 
如 果 > 是 给 定 的 向 扯 ， 允 如果 是 (关于 由 由 的 ?单位 向 最， 且 对 使 | yy | = yj. 的 某 个 i 
有 zz 一 1， 桂 则 有 x 一 0， 那 么 (5.4. 14) 中 的 等 式 成 立 ， 同 理 ， 如 果 x 是 给 定 的 非 零 向 量 ， 又 
如 果 y 是 (关于 是. 的) 单位 向 量 ， 且 对 所 有 使 x 隆 0 的 i 有 %, 二 zx,/ | x, |， 香 则 有 有 =0. 则 


(5,4.4) 中 的 等 式 成 立 ， 因 此 ， 


(Cy)? = max | | 一 ax 上 ya 
‘sh =1 lr ll 

Cy = max | zl max | yh rl. = dyl. 
ah, =1 17 一 


由 此 得 记 C ?= 二 和 C4 ?= 下 让， 

如 果 考 虑 Euclid 范 数 上 .| ， 给 定 的 非 零 向 量 y 和 任意 向 重 ， 则 Cauchy-Schwarz 不 等 式 
是 措 ， 

l= | D3r | yl (5. 4. 15) 

且 当 一 yr yj 时 等 式 或 立 ， 运 用 上 述 美 于 1 和 范 数 的 同样 的 论证 ， 得 知 ( | ¥ N22? = 
| > 由， 所 以 Euclid 范 数 是 它 自身 的 对 棵 范 数 . 

练习 ”说明 为 什么 (5.4.13) 中 的 不 等 式 是 Cauchy-Schwarz 不 等 式 (5. 1, 4) 的 推广 

注意 ， 对 刚才 讨论 的 三 个 范 数 (4，4 和 7) 中 的 每 一 个 ， 其 对 偶 范 数 的 对 偶 蚌 原 范 数 ， 这 
不 是 侦 然 的 巧合 ， 对 佛 性 定理 (5. 5. 14) 涪 明 ， 这 种 情形 总 是 成 立 的 . 
5.4,16 定理 设 1' 是 V=R" 或 C 上 的 向 量 范 数 ，|| i? 是 它 的 对 倘 范 数 ， 又 设 ->0 是 给 
定 的 ， 则 上 上 z | =c| xz 对 所 有 xEV 成 立 当 且 仅 当 上 .全 =ye 4,， 特 别 是 ， 有 上 二 | 当 
且 仅 当 咎 下 是 Euclid 范 数 上 让 ， 

证 明 : 如 果 | =ve :|， 日 "EV， 则 对 任意 xEV， 


jz 人 一 max | ry | 一 ta 文 了 区 | 一 max | = 之 


lyh™ LA Tri we 
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一 于 | Ili ?=r =ifr| 
天 | 天 cls Le | 
反之 ， 如果 站 下 一 < 全 和 对 某 个 c>0 成立， 叉 xEVY， 则 (5.4. 13) 给 出 不 等 式 
Lz! rl rl =e, 


所 以 中 | 宕 Ye 上 了， 如 果 7 到 0， 可 以 利用 这 个 本 等 式 证 明 其 反 向 不 等 式 ， 因 为 


工 zi = xl = max :yl 一 max|* -过 | 
这 yw =1 站 |i >» | 
max lz > Dy ss max | 
0 | i 由 中 | | et | J | oe 
二 x 
| x | ye | fe 


这 里 ， 用 到 了 对 所 有 y 取 0 有 上 yy 所 Lye 的 事实 : Cauchy-Schwarz 不 等 式 保证 ， 当 一 


个 Euclid 单位 向 量 平 行 于 一 个 国定 的 非 零 向 基 时 ， 这 个 给 定 的 非 零 向 量 与 这 个 单位 向 量 之 间 
的 内 积 的 极 大 值 会 出 现 ， 困 此 ，『 2 委 上 x 上 对 所 有 rEV 成 立 ， 它 与 已 证 的 反 向 不 等 式 
一 起 证 明 ，| x1 二 ye i x 中 对 所 有 xEV 成 立 ， 当 ec=1 时， 最 后 的 论断 成 立 ， 并 且说 明 
Euclid 范 数 是 仅 有 的 等 于 自己 的 对 俏 范 数 . 口 

作为 最 后 一 个 注释 ， 我们 要 说 明 一 种 有 用 的 观念 ， 存 这 种 观念 下 ， 一 个 向 量 与 一 个 向 生 范 
数 一 样 ， 也 有 一 个 对 侦 ， 

5,4.17 定义 设 rEC' 是 给 定 的 向 量 ，|| "| 是 CC 上 给 定 的 范 数 . 集合 
{vyECjyl?irl| my = 1} 

称 为 xz 的 关于 上 :i 的 对 偶 ， 和 如 果 > 在 的 基于 范 数 是 :ji 的 对 偶 中 ， 则 向 量 的 有 序 对 (x，y) EE 

C"xXC" 就 称 为 关于 :| 的 对 依 对 . 

由 排 论 5.5. 15 可知 ， 如 果 | 外 是 向 量 范 数 ， 则 短 个 向 量 rEC" 关于 ‖| 的 对 偶 是 非 空 
的 ， 它 可 能 由 -个 点 或 多 个 点 组 成 例如， 如 果 上 | 一作 |， 则 每 个 向 量 xEC" 的 对 偶 是 向 
最 了 本身 ， 另 外， 如 果 上 二 1| ， 则 z= 二 [0，127 的 对 偶 由 -… 个 向 量 组 成 ,个 x=[1，1] 
的 对 侦 包 含 无 限 案 个 向 量 . 
习题 

1. 注意 ，(5. 4. 5) 可 等 价 地 报 述 为 

Cl TEE < Cull oi) 
其 中 Ck，，*，) 和 Clk，，*，) 表 示 与 (5.4.5) 中 移 相 应 范 数 有 关 的 可 能 达到 的 最 佳 常数 ， 证 
明 Ce 和， 人 一 Cg rd Hee). 

2. 用 Cs， 有 和 Cs 有 is， 中) 表示 Ct: 上 ，|"])， 其 中 ， 有 关 的 常数 不 

一 定 是 可 能 达到 的 最 佳 值 ， 对 Cs 做 同样 的 表示 ， 
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4. 验证 右边 附 表 给 出 了 上 1; 有 和 工 . 范 数 之 问 的 最 佳 界 < 
C5 即 上 Ci | 有 对 所 有 EC 与 w 8 一 一 Ds 

一 1，2， << 成 立 ， 灰 丝 种 情形 ， 举 外 一 个 韭 零 向 量 使 得 

上 ==Cw xs， 涪 明 所 给 的 界 是 可 能 达到 的 最 佳 噶 ， 关 十 

最 侍 下 内 上 zj 宇 C，| xz 的 表 居 什么 ? 提示 ; 参看 可 题 1 | _ 

4 证明， 如 果实 成 复 向 其 空间 上 的 两 个 范 数 是 等 价 的 ， 则 它们 的 关系 可 以 用 像 (5. 二 5) 中 

于 样 的 果 个 常数 及 一 个 不 等 式 联 系 起 来 ， 提 示 ， 考 虑 在 | .|， 的 单位 球 S 上 的 /C2 一 1 


| 如果 了 在 $ 上 无 轩 ， 则 存在 序 风 1 己 3， 革 通 侣 | rw | < 六 及 | zs 上 三 1， 这 与 


| 二 和 1 的 等 价 性 相 了 矛盾 ， 注 意 ， 这 与 在 限 维 性 及 紧 性 没有 任何 关系 . 

5 证 时 ，(5,.4.2) 中 的 函数 fi 有 人 性质， 当 & 一 时 ， 对 伍 个 上 有 站) 一 Di 当 上 jj 一 
时 ，| 让 ->0; 而 对 每 个 & 尝 2， 存在 某 个 了 > 侍 得 对 所 有 六 > 了 部 有 上 太一 态 外 守 晤 
因此 ， 一 个 序列 在 某 种 意义 下 可 能 对 一 种 范 数 是 (未 点 } 收 化 的 Cauchy 序列， 而 对 另 一 种 范 数 
则 不 是 Cauchy 序列 . 

6. 设 Y 是 完备 的 实 或 复 向 其 空间 ， 设 {0 是 VW 中 给 定 的 序列 ，|* 中 是 VW 上 给 定 的 范 数 ， 


l 1 ] 


el 


I 
i 1 1 人 
| 
| 


如 果 存 在 季节 0， 使 得 之 | zx 健 移 对 所 有 2 ，2，… 成 立 ， 证 明 用 y ”一 台 定义 的 
部 分 和 序列 收 化 于 YY 的 -个 点 ， 这 推广 了 关于 实 教 的 无 穷 级 数 的 收敛 作 的 什么 定理 3 

7. 计 盟 对 每 个 rEC" 有 中 xj 一 = lim | x bi,. 

8. 如 果 a>0 是 上 一 a 上 |, 证 明 C ?一 C17a) |? 

9. 证 明 ， 对 任意 p 芋 1， i 范 数 的 对 侦 范 数 是 i 范 数 ， 这 里 ，9 是 由 关系 1p 十 1/g 二 1 定 
义 的 提示; 用 Hslder 不 等 式 的 一 般 形式 代 赫 (5. 4, 14). 

10. 设 上 中 和 上 :是 C" 上 两 个 给 定 的 范 数 ， 并 朋 假 定 存在 某 个 C0 使 得 | 外 所 
C 上 zl 对 所 有 EC" 上 成立 ， 证 明 上 x 内 和 所 C1? 对 所 有 xEC' 成 立 ， 提 示 : 


| zx 上 2== max, | yr |= max 


Ea 
[yx! _1 
一 ina 让 max 一 Xx | yy |. 
€ Mn 


Ta LL oC oi Y 二 

11. 证 明 ，] + 的 等 距 变 挽 群 总 包含 I. | 的 所 有 等 距 变 换 的 伴随 组 成 的 集 台 ， 由 此 推出 ， 
上 的 等 中 变换 类 恰好 是 由 :| 的 等 中 变换 的 伴随 组 成 的 集合 。 什 么 时 候 上 与 11? 的 等 
库 变 换 是 一 样 的 ? 

12. 设 上 -i 是 C" 上 的 向 景 落 数 .日 设 TE 季 ,证 时， 如 果 工 旦 关于 |:| 的 等 距 变 换 ， 则 
[一 

13. 设 上 + 是 C" 上 一 个 给 定 的 范 数 ，(a) 说 明 零 辣 基 关于 :| 的 对 侦 总 是 {0}，(b) 试 用 推 
论 (5, 5, 15) 证 明 ， 每 个 +EC" 的 对 帆 是 非 空 集合 ， 提 示 ， 如 果 |‖ 加 如 =1 用 区 rz= zx ， 确 
定 c 室 0 使 y ex 在 工 的 对 旭 中 ，(Ce) 设 上 ,| 是 Euclid 范 数 :中 ， 证 明生 个 EC 的 对 倘 基 


yr | 
| > | 
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2 
Er 《qd 证 上 | = 上 .证明 z= 站] 的 对 偶 是 x ,= | dn 全] 村 到 的 
丙 条 线段 ，fe) 设 1 | 一 1 机。 证 明 ,> 一 | ?的 对 偶 是 | )， 而 一] 的 对 侧 是 从 


-| 7 站 再 到 一 | ] | 的 两 条 线 让 (证明 ,在 x 的 关于 的 对 偶 中 当 且 仅 当 4 在、 
的 关于 下"| 的 对 偶 中 ，(8) 证 明 ， 对 和 钥 个 x€EC"， 甘于 下 的 对 依 是 fr、 当中 经 当 关 由. 
14. 芍 处 由 fx) 二 | x |! :给 出 的 函数 站，R: 一 月 ， 让 戎 集合 {x， Fr 一 下 是非 紧 的 ， 
这 与 (5.4.8) 矛 盾 吗 ? 
15. 考虑 正文 中 给 州 的 RE 上 的 一 个 淮 范 数 fr) 二 Cz .17 的 合子 ， 基 中 
Ei = or yj 
i xz = Ee, 10r] 
证 明 ,， “单位 球 "irER"， 拟态 1} 在 第 一 象限 内 的 部 分 以 线段 心 一 1 v10， 线段 训 二 1 v9 和 
一 段 双 曲线 弧 5 = 0 为 边界 ， 试 画 出 这 个 集合 的 草图 并 且 证 明 它 不 是 止 集 ， 为 什么 读 * 单 位 
球 "在 其 余 一 个 象限 中 的 余下 部 分 可 以 通过 这 个 集合 依次 对 各 坐标 轴 的 反射 来 得 到 ? 证 明 ， 对 偶 
范 数 的 单位 球 {xER :f(x) 志 1} 在 第 一 象限 以 线段 mn 710 十 二 一 YI 和 线段 内 十 属 0 
边界 ， 而 . 产 的 整个 单位 球 可 以 通过 它 在 第 一 象限 移 部 分 依次 进行 反射 得 到 ， 并 且 它 是 同 集 . 
明 ，f™ 的 单位 球 在 第 … 象 限 内 的 部 分 以 线段 x 二 1 v10、 线段 这 ;二 1 v10 和 线段 上 上 .x 一 
(10 y10) 为 边界 ， 该 单位 7 球 的 余下 部 分 可 以 通过 这 个 集合 依次 对 各 华 标 轴 的 反射 来 得 人 到， 且 它 号 
凸 集 ， 最 后 把 疡 ”的 单位 妹 与 了 的 单位 咸 作 比较 ， 证 明 前 者 正好 是 后 者 的 闭 凹 外 . 
16. 设 |* 是 Y=R" 或 C" 上 的 向 量 范 数 . 证 明 


| x I 由 Y¥ | 4 |, 
max 一 -人 -一 Mitx tnax (并 ( ) L 2 |。 出 小 
中 了 和 | T | iri-l » 1 | + ]: | ~ | 
[max | zj 三 (ww 
本 
x 
min -一 和 | mm min | rs ] = 
re 人 


证 明 C | 了 和 安 二 z 全 入 Cu 年 对 所 有 <EY 成 况 , 所 以 ,几何 常数 给 出 全 个 范 数 与 其 对 侦 
范 数 之 间 的 这 两 个 界 . 
17. 设 产科 是 于 或 C 上 的 淮 范 数 ， 证 明 
f(y) = max Re RR max | yx | 


国 Revyr | y+ | 
mAax 一 -一 INaAx 


Fn) cfr) 

关于 这 种 想法 的 另 一 一 个 例子 可 参看 (5. 6.]) 下 面 的 练 可 ， 
进一步 阅读 ”关于 各 种 对 侦 范 数 的 讨论 见 [ Hou 6141. 一 个 准 范 数 的 对 贷 是 一 个 范 数 的 思 
想 似 乎 应 属于 Von Neumann ， 他 在 下 述 文章 中 讨论 了 度 规 吨 数 (我 们 称 之 为 上 量 范 数 )， 


“Some Matrix-lneqgualitics and Metrization of Malric-Spaces™” Toursk Lriv, Rew, 1 (C1037), 


05. 4 18) 


i 
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205-218、 这 篇 文章 更 容易 从 下 述 Von Neumann 的 苦 作 中 找到 ，Cotieeted Works, vol, 4 ，ed 
A. H. Taub, Macmillian, New York, 1982. 


5.5 向 量 范 数 的 几何 性 质 
向 量 范 数 的 原始 几何 特征 是 它 的 单位 球 ， 通 过 它 ， 可 以 透彻 理解 有 关 范 数 的 重要 性 质 ， 


5.5.1 定义 设 ||"| 是 实 或 复 癌 二 空间 Y 上 的 向 量 范 数 ,， zr 是 Y 的 一 个 点 ， 且 设 六 >0 是 给 定 
的 ， 以 :为 中 心 ，r 为 半径 的 球 是 集合 
Bh trir} = {vyE Vy—rl Or}. 
上 | 的 单 此 球 是 集合 
B. =B, (0 = IyE Vl|y| 各 1). 

练习 证明 ， 对 每 个 7>0 以 及 每 个 TEV, Blr; =rty: yE Btr; 0)}=r 上 Btr; 0). 

一 个 以 任意 点 为 中 心 的 有 缩 定 半径 的 球 与 以 零点 为 中 心 和 的 有 相同 半径 的 球 看 做 是 一 样 
的 ; 这 只 要 抱 零点 平 称 到 点 就 可 以 了 ， 单 位 球 是 范 数 的 一 个 几何 缩影 ， 因 为 齐 次 性 ， 单 位 球 
刻 划 了 范 数 的 特征 (实际 上 只 需要 B . 的 边界 )， 现 在 我 们 要 确定 ， 究 竟 C" 的 哪些 子 集 可 以 是 
某 个 问 量 范 数 的 单位 球 . 

练习 夯 出 有 上 的 4 和. 范 数 的 单位 球 的 草图 . 它们 之 问 是 否 存在 包含 关系 9》 哪些 
点 一 定 丰 Ri 上 的 任 一 i 范 数 的 单位 球 的 边界 上 ? 画 出 几 个 怀 范 数 的 单位 球 的 草图 . 

练习 如果 上 :| 与 上 :是 向 量 空间 VW 上 的 两 个 范 数 ， 证 明 ，| xj 专 上 z 对 所 有 xE 
Y 成立， 当 且 仅 当 Bi 守 8 .,， 轩 此 向 量 范 数 的 自然 篇 序 关系 可 以 用 几何 的 包含 关系 来 表示 . 
当 一 -个 范 数 习 以 一 个 正常 数 时 ， 单 位 球 会 发 生 什 么 变化 ? 

练习 ”如果 上 ,| 是 VW 上 的 向 其 范 数 ， 交 如 果 4+EV， 且 a 基 使 | ar | = xz| 的 纯 量 ， 证 
明 a=0 或 | a| 二 1， 由 此 得 出 ,每 条 “射线 ”far， a2>0) 与 1.1 的 单位 球 的 边界 怡 好 相交 一 次 . 


5,5.2 定义 “个 范 数 称 为 是 多 而 的 ， 是 指 它 的 单位 球 是 多 面体 . 
练习 哪些 1, 范 数 是 多 面 的 ? 
练习 如 果 小 | 是 多 面 范 数 ， 如 果 SE M, 是 非 奇异 矩阵 ，1|。 是 多 面 范 数 吗 ? 
开 集 和 闭 集 这 些 基本 的 所 扑 概 念 存 具有 范 数 的 向 量 空间 中 是 很 容易 定义 的 . 


5.5.3 定义 ” 设 上 :| 是 实 或 复 向 械 空 间 YW 上 的 范 数 ，S 是 VV 的 子 集 ， 点 xES 称 为 5 的 内 点 ， 
是 指 存 在 s>0 使 Bte; rc)CS， 集 合 5 称 为 开 集 ， 是 指 5 的 每 点 者 是 S 的 内 点 ; S 称 为 闭 集 ， 
是 指 它 的 补 集 是 并 集 . S 的 极限 点 是 这 样 一 个 点 x EV， 它 对 某 个 序列 x'* 己 S，( 关 于 |) 有 
lim x 一 x， 5 的 用 色 是 $S 与 它 的 极限 点 集合 的 并 集 ，S 的 边界 是 S 的 闭 包 与 $ 的 补 集 的 闭 包 
的 交 ， 集合 S 是 有 界 的 ， 指 的 是 ， 存 在 某 个 M2>0， 使 得 SCBi CM 0)， 集合 5 是 紧 的 ， 如 
条 可 以 从 每 个 用 于 集 作成 的 复 盖 U。s.- 35 中 选 出 有 限 多 个 集合 S。，…， S., 使 得 U SS. 

练习 ”证明 任意 实 或 复 向 量 空 间 Y 上 的 任何 范 数 的 单位 球 上 8,., 是 有 界 闭 集 . 

练习 设 V 是 有 限 维 实 或 复 向 量 空间 ，SCV 是 有 界 闭 集 ， 利 用 对 某 个 n 有 YY 同 构 于 R 
残 己 的 事实 ( 见 附录 下 ) 证 明 5S 足 紧 集 . 
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5.5.4 论断 ”如 江上 "中 是 非 平 凡 ( 即 韭 零 维 } 的 实 或 复 向 量 空间 V 上 的 向 最 范 数 ， 则 0 是 单位 
球 B .1 的 内 点 ,这 可 由 范 数 上 ,上 的 齐 次 性 及 正定 性 得 到 ， 它 蕴涵 Bi. (3: ojcBi 1 1: 0): 
用 前 者 的 边界 处 在 后 者 的 内 部 , 


5.5.5 论断 向 量 范 数 的 单位 球 是 均衡 的 ; 也 就 是 说 ， 如 果 在 这 个 单位 球 中 ， 则 对 适合 
| a | =1 的 所 有 纯 量 =，ex 也 在 该 单位 球 中 .这 一 结论 可 由 向 量 范 数 的 齐 次 性 得 到 . 


5.5.6 论断 有 限 维 向 量 空间 上 的 向 量 范 数 的 单位 妹 是 紧 业 ， 央 为 向 量 范 数 的 齐 次 性 它 是 有 界 
的 ; 因为 范 数 总 是 连续 函数 ， 它 义 是 闭 的 ， 在 有 限 维 情形 ， 有 界 闭 集 是 紧 集 ， 但 在 无 维 情形 ， 
有 界 闭 集 不 总 是 紧 的 ， 覃 经 常用 到 的 紧 集 性质 是 Weierstrass 定理 (附录 下 )， 紧 集 上 的 连续 实 
值 兽 数 是 有 界 的 ， 并 且 在 该 集 上 达到 它 的 上 确 界 和 下 确 界 ， 四 为 这 个 理由 ， 我 们 经 常 提 及 这 种 
了 清 数 的 “ 极 大 秆 ”和 " 极 小 值 ”. 

练习 考虑 由 具有 可 数 多 个 分 景 的 向 量 + 二 《x,} 组 成 的 复 向 量 空间 1;， 它 的 范 数 是 有 限 范 
数 的 自然 推广 


| x = (Dat) 


证 明 ， 对 每 对 不 同 的 单位 基 向 量 e 和 6,， J 一 1，2，…， 有 ei 一 6) 一 J2， 因 此 {es} 
的 任 条 无穷 子 序列 不 可 能 是 Cauchy 序 族 ， 记忆 可 能 有 任何 下 人 的 于 和 由 此 可 知 i 的 单 
位 球 不 可 能 是 紧 集 . 

5.5.7 论断 向 基 范 获 的 单位 球 是 凸 集 . 

证 明 ; 如 果 |1z|1 科 1，1y| 达 1, 且 xEL0， 匡 ， 则 

| er 十 民 一 的 ?站 a ladda-oyl =elzr| +U—oly| Eel 
所 以 ar 二 tl 一 a)y 也 位 于 单位 坏 中 . [ 

上 述 关 于 范 数 的 单位 球 的 这 些 必要 条 件 也 是 刻 划 范 数 特征 的 充分 条 件 . 


5.5.8 定理 有 限 维 实 或 复 向 基 空 间 中 的 集合 也 是 站 上 一 个 周 景 范 数 的 单位 妹 ， 当 且 仅 当 召 
是 :《i1) 紧 集 ，( ii) 凸 集 .《〈 计 ?均衡 集 ，(D) 以 已 作为 内 点 ， 

证 明 : 我 们 已 经 得 知 条 件 ( ] ;一 (ly ) 是 必要 的 ， 为 了 看 出 它们 对 范 数 定义 是 充分 的 ， 考 虐 
任意 非 零点 rEY ， 作 从 原点 到 了 的 … 条 射线 线段 tur: 0<Za 坟 1}， 在 这 条 射线 上 ， 用 原点 到 单 
位 球 的 边界 上 的 唯一 ~ 点 间 的 线段 长 度 作为 一 个 单位 ， 于 是 x 的 “长 度 " 定 义 为 沿 该 射线 从 原点 
到 xz 的 比例 距离 ,更 形式 地 ， 定 义 上 + 有 为 ， 

人 一 0， 如 果 一 0， 


上 zz 一 min wt-0 有 EB ， 如 果 工 径 吕 


这 个 函数 是 有 意义 的 ， 有限 的 ， 且 对 每 个 非 零 向 基 x 是 正 的 ， 这 是 因为 卫 是 紧 集 ， 且 0 是 且 
的 内 点 。 利 用 均衡 性 假设 容易 看 出 | "| 是 齐 次 函数 ， 所 以 ， 余 下 只 需 验 证 二 角 不 等 式 ， 如 果 x 与 
是 给 定 的 非 零 向 量 , 则 xz/ 上 zl 与 y/ by| 是 8 的 边界 上 的 单位 向 量 ， 由 上 山 性 ， 向量 


| zl | > 


| 多 
~ FrT+ TyT Trt tT + TT | yl 


bo 


Te 


12 
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也 一 定 在 中， 基 此 ， < 上.}， 且 易 算出 ， 这 等 价 于 上 x 十 x 雪上 x 十 y 上 ， [1 
练习 给 出 (5.5.8) 的 证 明细 节 ， 仔 绝 注 意 四 个 假设 中 的 每 一 个 各 用 在 何 处 . 
我 们 熟悉 的 所 有 i; 向 其 范 数 都 有 这 样 的 性 质 ， 那 就 是 x 只 依赖 于 x 的 各 无 的 怨 对 值 ， 
此 外 、 短 个 4 范 数 是 z 的 各 元 的 绝对 信和 的 遂 增 阴 数 ， 这 疝 个 性 质 不 是 没有 关系 的 ， 


5.5,9 定义 ”如果 x=Lr,]EFAR' 或 C')， 定义 | x| 寺 Lz | jj 我 们 说 |xz| 寺 |y|， 是 
指 |z | 入 | yy | 对 所 有 i 二 1，2，…， 有 成立， FF" 上 的 向 量 范 数目 称 为 

(a) 单调 的 . 指 的 旺 对 所 有 .+ yEF，|r| 志 |y | 蕴涵 | r| 志 上 yy|; 

(hb) 妓 对 的 ， 指 的 昆 对 所 有 xEF* 有 Wx 二 1 :x| 上 1. 
5,5, 10 定理 六 {R" 或 C') 上 的 范 数 ,i 是 单调 的 当 且 仅 当 它 是 绝对 的 . 

证 明 ， 如 果 | 上 | 是 单调 的 ,， 且 crEE， 设 = 三 |r|， 于 是 17| sr， 且 | | 反 
jy|， 所 以 yl 半生 x 上 雪上 3， 因此 上 :上 是 绝对 的 。 如果 |:| 是 绝对 的 ， 设 
7 二 zx] EF 是 给 定 的 向 量 ， 刘 上 避 昨 给 定 的 整数 ， 且 1 所 Am， 艾 设 aE10，11， 则 


| EA Ye rt] pet | 


oo dk tr 
和 六 (1 一 oa | [rss 一 yo | i + 二 (1 一 a) | Tl 十 1 | 


= wl do ohzrl talzl = zl (5.5.11) 


范 数 是 绝对 的 这 一 假设 条 件 只 用 存 倒 数 第 二 个 等 式 中 ， 对 各 不 相 河 的 分 有 量 重复 应 岂 (5., 5. 11)， 
可 以 证 明 绝对 范 数 有 人 性质， 对 等 个 EP 及 ec 9， 1 的 所 有 选择 . 二 1，…，n， 

| [ea | Er. (5. 5. 12) 
最 后 、 如 时 | z | 过 | y1 ， 则 对 每 个 = 二 1，2，…，n， 存 在 实数 a 和， 且 aiE[0,，1], 使 
we 一 ate yi 于是， 利用 绝对 性 便 丰 有 


ro ee ym oe yl = La [yy ssa, | ,11 
二 | [| | | sy | Nn | 了 | 一 | Y | 
所 以 这 个 范 数 一 定 是 单调 的 . [DD] 


不 等 式 t5.5.11) 导 发 我 们 提出 稍 器 的 单 测 忻 概念 ， 
5.5,13 定义 F(R 或 C) 上 的 向 生 范 数 小 称 为 弱 单 调 的 ， 是 指 


| 
对 所 有 .rEF 及 所 有 一 1，2，…， 玫 成 几 ， 
如 果 范 数 上 :| 是 罚单 调 的 ， 关 如 果 aE[0，1]， 则 
| Er ses re ars | 
= (oe red rar | 
(一 由 dO Tene a | -alrl 
oz tel.el = lr. 


名 六 
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所 以 级 单 调 荡 数 满足 较 强 的 条 件 (5. 5. 12)， 央 此 ， 如 果 在 弱 单 调 范 数 的 单位 球面 上 给 定 一 点 ， 
且 该 点 的 一 个 坐标 变 到 零 ， 则 这 样 产生 的 整个 线段 一 定 在 单位 款 肉 . 单调 范 数 显然 是 缆 单 油 
的 ， 但是， 反之 不 成 立 ， 这 下 是 下 面 的 练习 要 证 明 的 . 

练习 证明 顶 点 在 土 [2， 21 与 士 [1， 一 1 的 平行 四边 彤 是 了 上 的 一 个 向 最 范 数 的 单位 
球 ， 且 这 个 范 数 不 是 嵌 单 调 的 . 

练习 示 数 f(D) 二 | 式 一 Tz; | 二 | xz | 是 开 上 的 向 量 范 数 吗 ? 它 是 单调 的 吗 y 它 是 弱 单 
调 的 吗 ? 画 出 它 的 单位 球 的 草图 . 

练习 设 j :是 Re 上 的 绝对 范 数 ， 证明 ,如果 z= 二 [x ，xs]' 是 单位 球 边 界 上 一 点 ， 则 
| 二 士 x;] (所 有 四 种 可 能 的 选择 ;都 在 边界 上 ， 举 例 并 面 出 Rt 上 的 -- 个 间 绝 对 向 其 范 数 的 
单位 球 的 草图 ， 说 明 它 的 几何 性 质 ， 在 R" 中 会 出 现 什 么 情形 ? 

练习 通 出 R: 中 顶点 在 士 [0，1]:，+fl. 0 和 土 [1，13! 的 多 边 形 的 草图 ， 说 明 它 为 
什么 是 R 上 的 … 个 弱 单 调 向 基 范 数 的 单位 球 ， 而 不 是 单调 或 绝对 向 量 范 数 的 单位 球 , 

向 直 范 数 的 单 伐 球 的 凸 性 具有 许多 往往 是 令 估 惊叹 的 深刻 结论 ， 其 中 之 一 是 下 面 的 对 代 性 
定理 ， 我 们 一 般 从 准 范 数 的 角度 来 叙述 它 ， 所 涉及 的 基本 思想 是 很 后 然 的 几何 思想 ， 也 就 是 
说 ， 包含 某 个 集合 S 的 最 小 闭 晤 集 ( 闭 凸 包 Cos; 见 附录 B) 是 包含 3 的 所 有 闭 半空 间 ( 在 超 平 
面 一 边 的 所 有 点 ) 的 交 ， 并 且 ， 如 果 存 在 这 样 一 点 r， 只 要 S 位 于 一 个 半空 间 内 ，z 也 就 位 于 
这 同一 个 半空 间 肉 ， 则 + 必定 属于 5S 的 闭 凸 包 ， 这 些 简单 的 概念 直接 导出 一 个 重要 结论 ， 一 个 
向 景 范 数 的 两 次 对 偶 等 于 原 范 数 ， 


5.5, 14 定理 (对 偶 性 定理 ) 设 f( 收 是 WV 一 R' 或 C 上 的 准 范 数 ， 设 疡 表示 三 的 对 倘 范 数 ， 而 
六 是 户 的 对 偶 范 数 ， 义 设 


B= i EVA 1. 

B={rEVfP( rl 
分 别 表 示 了 了 的“ 单 控 款 "和 1 中 的 单位 球 ， 则 

BCF— CoB, 
因而 f(z) 了 f(r) 对 所 有 rEV 成 立 ， 姐 果 了 是 V 上 的 向 量 范 数 ,， 则 B= 有 Joe = 上 
证 明 : 设 xEV 是 给 定 的 向 量 ， 则 (5.4.13) 说 明 ， 对 任意 yEV， 
Ly | Fr f(y), 

峙 而 


Cr 一 max | yr | 所 Tax Fe) = fr). 
fs 1 fl 


国 此， (ODEAr) 对 所 有 .rEV 成 站， 这 个 不 等 式 等 价 十 几何 命题 BC 
为 了 证 明 第 下 个 包含 关系 ， 采 骸 对 侦 范 数 的 特征 (5. 4. 18) 是 方便 的 ， 还 应 知道 集合 {1E 
V，Re tv 1) 是 包含 原点 一 般 闭 米 空间， 利用 对 侦 的 范 数 的 定义 ， 设 wsg 至 是 给 定 的 点 ， 我 
们 看 出 ， 
4 EE ti:Rert'vw 1, 对 每 个 适合 /?(w) 志 1 的 UU 
二 tf:Re i'v 1, 对 每 个 适合 Au 所 1 工 的 如 的 等 个 适合 Re 过 1 的 对 
二 104Re os 1 对 所 有 ww B 的 每 个 适合 Rew'v 所 1 的 dl 
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这 说 明 & 位 于 包含 吕 的 各 个 点 的 每 个 闭 半 空间 中 ， 有 邮 位 于 每 个 包 合 昌 的 闭 半 空间 中 . 因 
为 所 有 这 些 闭 半空 间 的 交 是 吾 的 闭 丁 包 Co B， 得 知 wE Co B， 然 而 点 wE€ B 是 任意 的 ， 所 以 
好 Co BBB， 因为 Co B 是 包含 B 的 所 有 同 集 的 交 ， 我 们 也 有 Co BC 入， 因而 到 一 Co 有. 
如 盯 淮 范 数 了 实际 上 十 范 数 ， 则 它 的 闭 单位 球 日 是 凸 集 ， 内 而 B 一 Co B， 所 以 BCB'C 
B; 因而 = 成 ， 因 为 它们 的 单位 域 是 恒 等 的 ， 所 以 范 数 了 与 f 中 相同 . 口 
对 偶 性 定理 的 一 个 应 用 直下 述 有 用 的 结果 ， 它 是 应 两 分 析 中 的 一 个 重要 的 一 般 结果 ( 称 之 
为 日 shn-Banach 定理 ) 关 于 有 限 维 形式 的 特殊 情形 . 


5.5,15 推论 设 yEC" 是 给 定 的 向 鞭 ， 上 "| 是 C" 土 给 定 的 向 量 范 数 ， 则 存在 向 量 wwEC 
使 得 

ta) | (oz 之 有 | 对 所 有 -EC 成 立 ; 

(hb) (mw723 一 上 ?>|， 
向 量 y; 不 一 定 唯 -， 不 过 yo ?= 1 (yo) y= J 目 ， 

证 明 : 我 们 知道 ， 根 据 对 惕 性 定理 ， 


yl =iyl ?= max | yY|, 
1s 皮 -1 


并 且 由 向 量 范 数 站 ' 几 的 单位 球 丙 的 紧 性 可 知 ， 该 极 大 值 实际 上 可 由 某 个 (不 一 定 唯 -- 的 ?适合 
| y P=] 的 一 达到 ， 因 而 上 站 = | y*y, | ， 用 模 为 1 的 适当 因子 乘 y 便 知 ， 可 以 使 内 
积 yy 为 正 值 ， 因 而 (Bb) 已 被 证 明 ， 一般， 从 {5.4.13) 可 知 ， 对 所 有 xEC" 有 
| Oy} | Ty ?el = |zl. 

因此 向 量 y, 同样 适合 (a). 注意 ，(a) 说 明志 1, 而 刷 ) 使 | yw ?=1, 口 
习题 | 

i. 证明 ， 和 集合 S 基 闭 移 ， 当 有 日 仅 当 它 包含 它 的 所 有 极限 点 . 
证明， SS 的 每 一 点 是 S$ 的 极限 点 ， 因 而 S 的 闭 包 恰 好 是 由 S 的 极限 点 组 成 的 集合 . 

3, 给 出 一 个 既是 开 集 又 是 闭 集 的 集合 例子 ， 给 出 - a 

4 设 $ 是 具有 范 数 上 :| 人 证 朋 S 是 有 界 闭 集 ， 如 果 {.z,} 
给 定 的 无 穷 序列 ， 证 明 ， 存 在 一 个 可 数 子 序列 {+ 小 和 一 点 XES， 使 得 lim x。 =—x, 
紧 集 的 任意 闭 子 集 屁 紧 集 . 

5. 在 (5.5.4) 中 ， 如 果 交 是 零 维 的 ， 会 出 现 什 么 情形 ? 

人 如何 定义 向 县 半 范 数 的 单位 球 ， 它 的 形状 与 范 数 的 单位 球 有 何不 同 ? 画 出 一 个 例子 的 
草图 . 

7. 如 盯 中 -| 和 用 如 是 一 个 向 其 空间 上 的 向 量 范 数 ， 又 如 果 ‖ .| 是 用 

[xl = maxf zl, | rhb} 

定义 的 向 量 范 数 , 证明 Bi., 二 BI. NBL.,,. 

8. 让 明 ，F(R 或 C") 于 的 向 基 范 数目 是 绝对 的 ， 当 上 且 仅 当 

| Lar year ee] | = | [xiv ,rs | 


对 所 有 [Le， os Ty x EF 和 和 所 有 适合 |。 | 一 一 一 = | ar | 一 1 的 纯 量 a ， U2 ""y mF 


[= 
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上 成立. 
在 以 下 六 个 题 中 ， 要 用 到 下 述 记号 . 设 r，yEV,，, 设 上 "| 是 实 或 复 向 量 空间 VW 上 的 向 基 
范 数 . 出 
ja 
表示 x+ 与»》 间 的 普通 (线性 人 代数) 线段， 卓 
Cerrvs del}a{r EV rr- z+ lz yl = rmyl} 
表示 关于 范 数 站 的 和?y 的 (度量 ) 凸 锯 ， 

9 证 明 工 (x， yyCCCr， wy; 上) 对 所 有 x，yEV 和 任何 向 其 范 数目 *|| 成 立 . 

10. 如 果 Y=C ， 且 其 范 数 是 扬 范 数 ， 证 明 CCr，y 全 | 一 工 Cr， 人 对 所 有 下 ，yEC" 
成 立 : 即 证 明 ，| x 十 yy 二 上 x 一 z 有 十 xz 一 yy 上;， 当 县 仅 当 xz 二 x 十 1(y 一 x) 对 某 个 1E 
F0，]1] 成 立 . 

11, 证 明 Clr，y;， :由 ) 总 是 一 个 普通 凸 集 ; 即 证 明 ， 如 果 zz，zs ECCr，y; :中 )， 则 
i 十 (一 Dw ECtr，y; 下) 对 所 有 EEEL0， 巧 成 立 . 

12. 考虑 R 上 的 Y= 开 ,证明 CO01，0)，(0，1)， | 人 ?是 平 道中 项 点 在 点 (0，0) ， 
40，1)，《1， 巧 和 (1，07 的 整个 正方 形 ， 提 示 : 证 明 (0，0) 和 (1，1) 在 (0，1) 和 (1，D0) 的 
6 加 和 包 中 ， 然 后 利用 习题 11， 另 外 证 明 CCCE，0)，(0，1)7， 下,) 情 好 是 线段 LC1，0)， 
(0, 1)). 

13. 贞 考 虞 及 上 的 Y= 也 ， 证 明 C，1)，(1，- 1) 上 :|, ) 是 平面 中 顶点 (0,，0),， (1， 
1)，(2，0) 和 (1， 一 1) 的 整个 正方 形 。 提示; 证 明 (0， 人 和 (2，0) 在 (1，1) 和 (1，-1) 的 坟 
曲 包 中 ， 嚼 外 证 明 CC， 本 ，(1， 一 | 恰好 旦 线段 二 01， 1)，(1，- 1))， 

14, 有 《之 2) 个 点 的 点 组 SCY 的 度量 西 包 可 以 定义 为 所 有 和 这样 - 些 zCVW 的 点 组 成 的 集 
合 ， 使 得 = 在 两 个 点 的 度量 凸 包 中 ， 而 这 两 个 点 中 的 每 一 点 又 在 $ 的 基 一 对 点 的 度量 凸 亿 中 ， 
证 明 ， 当 &=2 时 ， 这 与 二 述 定义 是 一 致 的 ， 描 述 R" 中 的 一 组 标准 正 交 基 向 量 {e ，e ，…， 
<“ 的 五 凸 包 . 这 个 基 的 fs 耳 包 是 什么 ? 这 个 基 的 普通 线性 代数 凸 包 是 什么 ? 

进一步 阅读 关于 向 其 范 数 的 几何 特性 的 进一步 讨论 见 [Hou 64]. Von Neumann 在 (5. 4) 
节 末 引 几 的 交 章 中 采 几 证明 对 慢性 定理 的 关键 串 想 (一 个 范 数 或 准 范 数 的 单位 球 等 局 十 所 有 
包含 该 范 数 或 准 范 数 的 单位 球 的 所 有 半空 间 之 交 )， 关 于 凸 集 ， 凸 包 ， 半 空间 等 等 的 详细 讨论 
见 [Val]. 


5.6 矩阵 范 数 


六 为 WM, 本 身 是 mw: 维 向 墟 空间， 所 以 可 以 采用 C" 上 的 尾 一 种 向 量 范 数 来 度量 矩阵 的 “大 
小 ， 但 是 ，i, 不 仅仅 是 高 维 向 量 空间 ， 它 还 有 有 通常 的 乘法 运算 ， 半 用 在 度量 和 阵 的 “大 小 * 
时 ,建立 起 AB 的 “大 小 "与 A 和 B 的“ 大小" 问 的 关系 常常 是 有 用 的 . 

我 们 称 函 数 | ' |，M, 一 R 是 答 阵 范 数 ， 指 的 基 ， 对 所 有 4，BE M,， 它 满足 下 列 五 条 
公理 : 
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(1) A 0, 非 贰 性 
(1a) | A=0， 当 和 且 仪 当 息 正定 性 ; 
(2) leA|= | 和 成 并 ， 齐 次 性 ; 
(G37 AEB)A.' Bi, 二 第 不 等 式 : 
0) ABE, A 1B;, 次 乘 性 . 


注意 ， 性 项 中 )~03) 与 向 其 范 数 (5. 1. 1) 的 公理 相同 ， 关 十 第 阵 的 向 量 范 数 ， 即 满 是 (1) ~ (3) 
而 不 -… 定 满足 (4 的 晒 数 ， 称 为 广义 红 隆 范 数 ， 矩 阵 半 范 数 和 广义 矩阵 半 范 数 的 概念 也 可 以 通 
过 取消 公理 (a) 来 定义 . 

对 任 辣 皇 阵 范 数 有 六 一 4 二 | A 3 二 4， 所 以 对 适合 全 一 生 的 任意 非 零 矩 阵 

一 省 有 全 特惠 是 工 妆 1] 对 任何 矩阵 范 数 成 立 ， 如 果 六 是 可 闭 秆 阵 ， 则 了 一 AAA ， 
因而 有 

Puli 

它 对 任何 抢 阵 范 数 | ， | 都 成 立 ， 

练习 证明 ， 如 果 |， ;是 矩阵 范 数 ， 则 i A i A 小 对 每 个 二 1，2，… 利 所 有 AE M, 成 
立 ， 给 册 一 个 例子 使 得 这 个 不 等 式 对 关 十 知 阵 的 同 量 范 数 涉 成 立 ， 

当 把 在 i5. 2 中 由 进 的 菜 毕 问世 范 数 应 用 于 向 空间 MM, 时 ， 它 们 就 是 给 阵 范 数 ， 而 有 些 
问 量 范 数 则 不 是 矩阵 范 数 ， 最 熟悉 的 例子 是 p 二 1，2，% 时 的 4, 范 数 ,已 经 知道 它们 是 向 其 范 
数 ， 所 以 内 需要 验证 公理 (4). 

例 对 AEM,， 用 


(ah= Dl | 
定义 的 二 范 数 是 矩阵 范 数 ， 这 是 内 为 


| AB || = Dame 》， | aubs | 
i = 


wk=] 


“> ab |= (人 ee) 


= | 生生 | 号 小， 
第 一 个 不 等 式 可 以 从 三 角 不 等 式 得 到 ， 击 第 二 个 不 等 式 基 把 一 些 附加 项 加 到 和 中 得 来 的 . 
例 对 AEM， 用 


1A 二 (Det) 


定义 的 Euslid 范 数 或 上 范 数 是 答 阵 范 数 ， 这 是 因为 


ABE= DD) < DD) (D1 ?) 
7 一 1 a 下 mm 上 


向 量 范 新 和 给 阵 范 雪 2 


= (Dl t(D ot) = ARIBE. 

这 个 不 等 式 下 是 Cauchy Schiwarz 不 等 起 ， 当 应 用 于 算 阵 时 ， 这 个 范 数 有 时 称 为 Frobenius 范 
数 ，Schur 范 数 或 Hilbert-Schmidt 范 数 ， 如 果 用 4E 届 ,的 列 向 和 量 aEC" 替 示 A=[aras a,1 
EM ， 则 

1 和 用 = 1 用 二 二 1 用 
内 为 C" 上 的 1 范 数 是 西 不 变 的 ， 我 们 有 重要 的 事实 ， 

枚 了 二 De 用 寺 gas 用 = Le 从 + 二 和 用 = 下 4 用 
其 中 UE M, 是 任意 西 撼 阵 ， 内 为 | 6-|, 一 | Bl 对 所 有 BE M, 成 立 ， 这 草 池 
104Y 和 = ay = FV = | b= A 
其 中 U,VE M, 是 任意 西 敌阵 ， 央 此 ，M, 上 的 上 范 数 是 西 不 变 和 矩阵 范 数 
例 对 AEM,， 用 
1 41 = max | a, | 

定义 的 范 数 是 身 基 空间 M, 上 的 范 数 ， 但 不 是 适 阵 范 数 ， 考 虑 候 阵 /一 | ,je Me， 由 计 
算 可 知 ,有 = 2 1， 让 二 上 27 1 二 2 =2， 它 不 适合 入 雍 .雪上 陛 ， 
因而 上 -| 不 是 次 飞 性 范 数 ， 但 是 ， 如 果 定 义 

Ai=nl A ,AE M,, 
则 有 


Eb 
1 全 = ?Iax | Dy asby 
lrnjsn fe] 


En max >») | ss | 
Iles ne 


Sn mex DYNAN MBI, = nd A nl Bl 
一 站 4 8 
因此 ， 只 需要 对 向 量 范 数 上 作 稍 许 改动 就 可 以 使 它 成 为 矩阵 范 数 、 

与 C" 上 的 每 个 向 量 范 数 上 ,| 相关 联 的 矩阵 范 数 | .| 自然 是 由 M, 上 的 |" 诱导 ”的 矩阵 
范 数 ， 沪 范 数 |， il 明 由 :| 构造 出 来 的 ， 而 这 种 构造 法 也 是 从 一 种 范 数 产生 另 -- 种 范 数 的 
方法 . 

5.6.1 定义 设 |-| 是 C" 上 的 向 曲 范 数 ， 定 义 MM 上 的 | 为 
i 站 | 二 max LAr |， 
上 述 定 义 中 取 *max"(《 而 不 屁 *sup”) 是 合理 的 ， 这 是 因为 上 Ar | 是 的 连续 函数 有 旦 单位 球 
B 1 ,| 是 紧 集 ( 见 附录 E). 
练习 证 明 范 数 (5.6. 1) 人 也 可 以 用 下 述 等 价 方式 来 计算 ， 


AE = max Arl = max a Ar| 
"rl | 
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1 


max 由 Ac | 一 max 中 ,其 中 |. 几 是 任意 向 量 范 数 ， 


Fr 1z =t 阁 

5.6.2 定理 (5.6. 1) 中 定义 的 函数 | ， | 是 人 的 了 1 4Az1 sa 人 NEzl 对 所 有 4AE 
M, 种 所 有 xz€C" 成 立 ， 且 | 划 = 1. 

证 明 内 为 | 4 | 是 非 负 值 天 数 的 极 大 值 ， 所 以 本 节 开 头 所 述 公理 (1 成立， 又 Ar=0 对 所 
有 .成 立 仅 当 站 = 时 才 成 立 ， 所 以 公理 (1a) 成 立 . 由 计算 可 知 ， 

eal= maxleazl = max| el Ar =| el max| Ar| =lcilAh 
由 此 推出 公理 (2 成立 ， 类 似 地 ， 三 角 不 等 式 (3) 被 继承 下 来 ， 这 是 因为 
[A+BI= max| (A+ Br) 一 max 有 az 十 Br 过 maxArl 十 1Bzl1) 
max| Ar| +max} Bri =|AY+IB | 

次 乘 性 会 理 (4) 可 从 下 述 事实 得 出 ; 


1 人 na 各 和 = 
< max mex EL = apa 


这 里 ， 不 妨 候 定 极 大 值 只 取 这 那些 不 在 8 的 零 空间 的 x， 对 于 下 一 个 论断 ， 因 为 范 数 | . 4 是 以 
取 极 大 值 的 方式 来 定义 的 ， 由 此 得 知 ， 如 果 z* 夭 0， 则 1 4Az/j zl 二 | A 由 向 量 范 数 的 齐 


= max El = max Hxl = 


5,6.3 定义 ”我 们 称 (5. 6. 1) 中 定义 的 矩阵 范 数 上 * | 是 由 向 量 范 数 上 诱导 的 矩阵 范 数 ， 有 了 时 
称 它 为 算 子 范 数 或 与 岛 量 范 数 .| 相关 联 的 1u5( 最 小 上 界 ) 范 数 . 

注意 ， 算 子 范 数 是 矩阵 范 数 可 以 作为 所 有 向 量 范 数 的 一 般 性 质 的 推论 ， 因 此 ，-- 和 神 证 明 
MM, 上 的 某 个 函数 是 矩阵 范 数 的 方法 是 ， 证 明 它 是 由 某 个 向 基 范 数 所 诱导 的 。 当 讨论 称 之 为 谱 
范 数 的 重要 矩阵 范 数 时 ， 将 采用 这 种 方法 . 

定理 (5. 6. 2) 中 所 述 不 等 式 说 明 ， 向 量 范 数 ‖ "| 与 所 诱导 的 矩阵 范 数 | : | 是 相 客 的 ， 岗 而 
这 个 定理 说 明了 ， 相 应 于 C" 上 的 任 一 向 量 范 数 ， 都 存在 M, 上 的 一 个 相 容 矩阵 范 数 ， 该 定理 
也 给 出 了 矩阵 范 数 | ' 上 是 由 某 个 向 量 范 数 诱导 的 必要 条 件 , 1 =1; 遗憾 的 是 ， 这 个 必要 条 件 
并 不 是 充分 的 ， 

下 面 ， 介 绍 几 个 重要 的 矩阵 范 数 的 例子 ， 它 们 是 由 熟知 的 二 范 数 诱导 的 ， 不 过 ， 不 借助 
定义 (5. 6. 1) 也 可 以 计算 出 来 ， 在 以 下 每 种 情形 ， 取 A=[a,]EM.. 


5.6.4 极 大 列 和 拢 阵 范 数 | "在 MM, 上 定义 为 
1 4 外 = max 2 | ae |. 
< -1 


范 数 | . 是 由 向 基 范 数 诱导 的 ， 攻 而 它 一 定 是 矩阵 范 数 ， 可 以 把 这 一 事实 证 明 如 下 ， 用 和 
的 各 列 把 AE M, 写成 和 一 [ea wj 于 是 A =max ie ii 如 泉 x=[zx],， 则 
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Arh= | owmt ta Dab = 2 hha 
1-=1 i] 


<DiIol (merlal)= DalAhb = zhlah 
因而 ， max | Az | 外 14 外， 如 果 现在 选 z 一 w( 第 上 个 单位 基 向 量 ) ， 则 对 任意 & 一 1，2，…， 


天 有 
max, 1 Axri 宕 Diah = bh, 
z= 


因而 


max | Ar lh, > max | ah, 关上 4 外 
因为 现在 已 经 证 明 ， 由 4 向 量 范 数 诱导 的 拖 阵 范 数 既 以 | 4 机 为 上 界 又 以 | 和 A 为 下 界 ， 所 以 
结论 得 证 . 
练习 试 由 定义 直 搂 证 明 | , | 是 矩阵 荡 数 ， 
5.6.5 极 大 行 和 竹 阵 范 数 | ‖ .在 M, 上 定义 为 
中 Ah = max 2 1 ov |. 


范 数 | * ||. 是 由 人 .向 基 范 数 诱导 的 ， 岂 而 它 一 定 是 矩阵 范 数 ， 其 证 明 与 关于 极 大 列 和 范 数 的 证 
明 类 似 . 算出 


Ar = mex| Deon < paxD tar, I ray Da, zh NAL leh, 
因而 max | Ax 1 a |..。 如 果 A=0, 那 就 没有 什么 要 证 明 的 ， 所 以 可 以 想 定 A 关 0， 想 定 
A 的 第 上 行 非 零 ， 且 定义 向 量 2 一 [z,]EC" 为 

一 ,如果 关 0 


| an | 
2 一] 如 果品 = 0 
于 是 | zl =1， 上 县 对 所 有 j 站 一 1，2，…，Pm， 有 unz, 二 1 as |， 并 且 


T FT 
max Ar > | /sl = max| Das, |> | Dans, 
这 ?二 1 1 


lrl,,= 


=- Dll. 
册 此 
ms ar > as Yo = HA 
证 毕 ， 
练习 试 由 定义 直接 验证 | . ‖ 是 对 . 上 的 矩阵 范 数 . 
5.5.6 谱 范 数 ,| 儿 在 AM. 苇 定义 为 
4b 二 maxiyX :4 是 A' 及 ,特征 值 }. 
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L295| 注意， 如果 六 Ar=Ar 且 :天 0， 则 了 人 Ar 一 Arz 骨 一 zz 展 ， 所 以 Az0 昌 MA 是 非 负 实数 ， 


| 


练习 ”如果 8B 是 止 战 矩阵， 日 B8 二 VAV， 其 中 ，U 基 西 矩 阵 ， 上 朋 A= diag(Ahy， A)， 

证 明 
| Br ls maxt il 是 日 的 特征 值 上 | 天 撒 . 

练习 证 明 1 Ar 性 一 za4r 对 所 有 zecC 有 成立， 然后 利用 上 一 个 练习 证 明 ，| * | 是 由 
Euclid 向 其 范 数 上 ‖* | 诱导 的 矩阵 范 数 .由 此 得 出 谱 范 数 实 际 上 是 矩阵 范 数 . 

练习 ”证明 lAV|,==| 4 外 对 任意 AEM, 和 任意 西 矩 阵 U，VE IM 上 成立， 因此 ， 谱 范 数 
基 西 不 变 矩 阵 范 数 ， 

下 面 证明， 经 - -个 固定 的 相似 ,一 个 卸 阵 范 数 可 以 安 换 成 男 一 个 夭 阵 范 数 . 
和 .人 7 定理 ”如果 ,是 M, 上 的 矩阵 范 数 ， 月 SE M, 是 非 奇 异 矩 阵 ， 则 对 所 有 AE M,， 

IA =| As! 

是 矩阵 范 数 ， 

证 明 ; 可 直接 验证 , | * 儿 透 合 公理 (1)，(1la).， (2) 和 (3)，|‖ 4 的 次 滋 性 可 通过 下 面 的 
计算 得 出 ; 

ABN = 1 STABS := |S AS) (SBS) |S 1AS | :S71BS | = 144, 418. 

为 使 矩阵 范 数 送 合 特殊 需要 ， 定 理 (5. 6, 7) 可 能 很 有 用 ， 这 种 形式 的 某 些 应 用 将 在 这 里 和 
下 - - 节 阐 述 . 

矩阵 范 数 的 一 个 重要 用 途 就 是 给 出 年 阵 的 谱 的 范围 . 
5.6.8 定义 和 矩阵 4EM 的 谱 半 和 容 o(4) 是 

pf4) 三 max{|41:4 是 A 的 特征 值 ). 
由 此 可 知 ， 如 果 是 及 的 任 一 特征 值 ， 则 1X1 所 otA)， 此外， 至少 有 一 个 特征 值 4 可 使 | | = 
2 有)， 设 Ar 二 XX， 7 天 0 是 14| 二 p(tA)， 东 虑 其 所 有 列 部 等 于 特征 向 量 的 矩阵 XE M,. 
并 注意 到 及 XX 一 4X， 如 果 ;， | 是 任意 算 阵 范 数 ， 旭 
iA1NXI =1ax | = TAX E14]X 1 

内 此 | 4 | 二 pA) 氨 14 这 便 证 明了 下 述 定理 . 


5.6.9 定理 ”如果 | “| 是 任 意 矩阵 范 数 ,日 AEM,， 则 pA 过 1 A 于 

练习 试 纵 出 一 个 例子 ， 使 矩阵 上 的 问 址 范 数 | | 和 短 阵 AE MM 适合 和 4 站 <o04)， 

练习 设 | ' | 是 M, 上 的 矩阵 范 数 ， 考 虑 肌 射 下: C" 一 M,， 它 定义 为 EC-[zr 2] 一 
M, 中 其 所 有 列 正 好 都 是 x 的 矩阵 ， 试 证 用 ‖ | 二 | FCz 首 定义 的 C* 上 的 瑞 数 是 "| 是 人 上 的 
范 数 ， 并 且 证 明 ， 对 所 有 xE€EC" 和 所 有 AEM,， 有 | Az 志 i4A 上 i ， 这 个 不 等 式 说 明 ， 向 
其 范 数 1"| 与 抱 阵 范 数 | ，i 是 灯 窜 的， 而 这 个 练习 说 明 ，M, 上 的 任意 符 阵 范 数 在 C" 上 有 一 个 
相 容 向 量 范 数 . 

虽然 谱 半 径 明 数 本 身 不 是 M, 上 的 剑 阵 或 向 基 范 数 ( 见 习题 19)， 但 是 ， 对 每 个 固定 的 AE 
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MM,， 它 是 美 十 和 的 所 有 算 阵 范 数 的 值 的 最 大 下 和 界 ， 
5.6.10 引 理 设 和 AAEM,， 且 e2>0 是 给 定 的 ， 则 至 少 存在 一 个 矩阵 范 数 |， 使 得 of 二 | 4| 过 
(AtE, 

证 阴 ; 根据 Schur 半角 化 定理 (2,.3.1)， 存 在 本 和 托 阵 TU 和 工 二 和 角 齿 阵 A 使 得 和 A 二 0A， 
令 忆 = 三 diagfft， 本， )， 由 计算 可 知 ， 


1A Hd td ee i ”ec | 
0 A tds on “ds,, 

Dap i 0 
0 0 0 td 
I0 0 0 0 A 


因此 ， 对 足够 天 的 二 >0， 可 以 确信 ，PDPaAD :的 所 有 非 对 角 元 的 绝对 值 的 和 小 于 s*， 特 别 足 ， 
我 们 可 以 肯定 ， 对 足够 大 的 :有 |D,AD, 小 笠 p(4) 十 es。 这 样 ， 如 果 定 义 矩 阵 范 数 |， 扩 


B= DU BUD, 1 = UD, BCD， |， 
其 中 BE M, 为 任意 拓 阵 ， 又 如 果 选 择 足 够 大 的 :， 则 本 以 构造 出 适合 4 所 pCAA) 十 的 矩阵 东 G 
数 ， 因 为 1Al 宇 otA) 对 任何 第 阵 范 数 成 立 ， 我 们 完成 了 证 明 . 口 


练习 ”说明 为 什么 上 述 结果 证 明了 pC4) 一 in14 41 :让 :4 是 条 阵 范 数 }. 
我 们 的 兴趣 在 于 刻 划 当 如 时 A 一 0 的 皇 阵 人， 下 述 结果 县 着 手 解决 这 个 问题 的 最 后 一 


个 工 其 ， 


5.6.11 引 理 设 46M 时 给 定 的 类 阵 ， 如 果 存 在 矩阵 范 数 | * | 使 得 /4 1， 则 Ji 笃 一 0 
妈 当 一 sc 时 妈 的 所 有 元 都 趋 于 零 ， 

证 明 ; 如 果 | 41， 则 当时 有 各 由 和信 -x0， 这 说 明 ， 英 于 范 数 人， j，A* >0， 
但 是 . 因为 * 维 空间 AM, 上 的 所 有 向 量 范 数 是 等 价 的 ， 所 以 ， 关 于 向 基 范 数 | ,下 ， 一 定 也 有 
8 >。 口 

练习 试 给 一 个 例子 ， 使 征 阵 4 和 第 阵 范 数 | 让， 六 适合 | 4 业 <1 和 上 4 让 守 1， 其 半 
论 是 什么 ? 

适合 lim 沪 一 0 的 矩阵 AE M, 你 为 站 绕 的 ， 并 且 ， 在 许多 应 用 中 ， 例 如 ， 在 送 代 过 程 的 分 
析 中 ， 这 样 的 第 阵 是 很 月 用 的 因此， 重要 的 是 能 刻 划 收 伍 的 矩阵 ， 

5,6.12 定理 设 AEM,. 则 lim 全 二 9 当 且 伐 当 pCAD<1 

证 明 ， 如果 At 一 0， 叉 .rz0 星 适 会 4x 一 4x 的 向 量 ， 则 私 当 | 4 | 之 1 时 才 有 A 一 A 一 
1 因为 | 4 | 过 1 对 4 的 每 个 特征 值 一 定 成 立 ， 得 出 e(A) 二 1 反 过 来 ， 如 果 ptA) < 之 1， 则 根 
据 引 理 (5. 6. 10)， 存 在 某 个 起 阵 范 数 | | 使 得 | A 11， 因 此 由 引 理 (5. 6.11} 可 知 ， 当 一 00 时 
+、 二 


[27 
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练习 考虑 入 阵 A 二 | 1 
0 172 
[p(tA)J， 当 -roo 时 ， 下 列 各 种 情形 如 何 变化 ? As 的 各 元 ; A; 上 上 A: 遇 ; 上 A 于 
1/2 1 
一 178 1/2 
EC 组 成 的 序列 证明 ， 不 论 第 一 个 向 量 rx 如 何 选择 ， 当 有 ->co 时 rz 一 0. 
有 时 ， 我 们 需要 知道 当 盖 oo 时 ， 美 于 At 的 各 元 的 大 小 的 界 ， 一 个 有 用 的 界 是 前 一 个 定 
理 的 直接 推论 ， 
5.6. 13 推论 没 AEM, 是 给 定 的 后 阵 ，e>>0 是 给 定 的 数 ， 则 存在 常数 C=C(4，s)， 使 得 
| (AD), 1 Cep(A) 十 6 
对 所 朋 二 1，2，3，… 和 所 有 i，j 二 1，2，3，…，# 成 立 . 
证 明 : 因为 矩阵 4 三 [of(4) 十 e] :4 的 谱 半 径 严 格 小 于 1， 所 以 襄 收 伍 ， 因 而 当 & 一 oo 时 
外 -0， 特 别 是 ， 序 列 { 生 } 的 各 元 有 界 ， 于 是 存在 某 个 固定 的 C>>0， 使 得 | (和 )，| 所 C 对 所 
有 上 二 1，2，3，*… 和 所 有 ij 二 1，2，…， 成立 这 就 是 所 要 确定 的 界 . 口 
练习 设 4=| |: 直接 计算 全， 说 明 在 (5.6. 13) 中 不 能 总 到 0 
当 & 一 co 时 ， 虽然 不 能 像 o(A): 那样 确切 地 说 出 A: 的 各 元 的 变化 情况 ， 然 而 ， 对 任意 年 
阵 范 数 | * |， 序列 中 A 则 的 确 基 有 下 述 渐 近 性 质 . 


5. 6. 14 推论 设 上 "是 M, 上 的 给 阵 范 数 ， 则 对 所 有 AEM,， 有 
pl) = lim a. 

证 明 : 因为 p(A)': 二 pCA1) 寺 | A* 有 所以， 对 所 有 外 =1，2，…， 有 plA} 志 | 六 人， 如 果 
e>0 是 给 定 的 ， 则 矩阵 A 三 [p(A) 十 e] !4 的 谱 半径 严格 小 于 1， 因 而 广 收 仇 ， 因 此 ， 当 Ar 
co 时 | 入 小 >0， 且 存在 某 个 N= Nte，A)}， 使 得 | A 上 <1 对 所 有 上 上 宕 N 成 立 、 这 正好 说 明 ， 对 
所 有 & 之 N， 有 | A [oC 十 se 闻 或 A: 和 * 筷 p(A) 十 se， 国 为 pCA) 志 A 入 * 对 所 有 成 立 ， 
又 因为 e>0 是 任意 的 ， 由 此 得 出 liml 4 |"!* 存 在 且 等 于 pA). 口 

正 像 处 理 向 其 的 无 穷 序列 或 无 穷 级 数 那样 ， 也 可 以 用 向 量 范 数 处理 有 关 矩 阵 的 无 穷 序列 或 
无 穷 级 数 的 收 敏 性 问题 ， 

练习 设 14.}CM, 是 给 定 的 矩阵 无 穷 序 别 . 证 明 ， 如 果 在 M, 上 存在 向 其 范 数 | ,| 使 得 


数值 级 数 > A, | 收 伍 (以 致 它 的 部 分 和 有 界 ) ， 则 级 数 A, 收 化 于 M, 中 的 某 个 矩 降 ， 提 


示 : 证 明 其 部 分 和 构成 一 个 Cauchy 序列 
关于 矩阵 的 一 种 特殊 情形 是 矩阵 的 竺 级 数 情 形 ， 这 在 研究 向 量 的 无 穷 级 数 时 没有 出 现 ， 但 
是 ， 因 为 矩阵 范 数 的 次 乘 性 质 ， 容 易 给 出 关于 矩阵 震级 数 收 生性 的 简单 的 充分 条 件 . 


]E Mi 对 一 2，3，…， 直 接 计算 必 和 p(h 一 


练习 没 A-| ]， 县 用 递归 式 ze 一 Azm ，k 一 0，1，…， 定 义 电 向 量 {2 扩 ) 


5.6.15 定理 设 AEM,， ,arh* 是 无 窃 级 数 ， 如 果 存 在 M, 上 的 矩阵 范 数 | . | 使 得 数值 级 数 
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| a 14 4 * 收 策 ， 或 者 这 个 级 数 的 者 分 和 有 界 ， 虽 级 数 > aiA+ 收 全 
练习 证 明 (5.6. 15)， 加 

练习 ”用 例子 说 明 ， 有 可 能 级 数 loiA' 收 化， 而 级 数 YY | as | | A | 发散， 这 类 似 于 数 
值 级 数 的 条 件 收 俩 ( 收 敏 而 不 绝对 收 伍 ) 和 

练习 设 画 数 F(z) 是 用 和 级 数 f(x) = Jare* 定义 的 ， 它 有 收 贫 半 径 R>>0， 且 认 | . 昌 


M, 上 的 箱 阵 范 数 .证 明 产 4) 二 >》) acA! 对 所 有 话 合 jA 上 <R 的 AE€M, 有 定义 ， 更 一 般 地 ， 
证 明 f(AA) 对 所 有 泛 洛 oC(A}<R 的 AEM 有 定 文 . 

练习 ”如果 有 殷 是 可 对 前 化 的 ， 县 AA=$S 4S， 有 时 定义 fA) 三 S$ ' fCA)YS， 其 中 F(A) 二 
diag(t Fi)，fCaa)，…，fA,))， 证明， 如 果 向 是 可 对 第 化 的 ， 则 f(A) 的 这 个 定义 与 上 一 个 
练习 中 的 震级 数 定义 是 一 致 移 ， 在 这 两 个 定义 中 ， 哪 一 个 比较 通用 ? 

毕 习 ”让 明 用 和 军 级 数 


EC 


ea 一 2 站 4 
= &| 


给 出 的 盾 阵 指数 因数 对 每 个 AEJM 部 有 定义 , 
练习 ”应 如 何 定 义 cos(4A)? 这 对 什么 样 的 态 有 定义 ? 


5.6. 16 推论 设 和 矩阵 4E 则 ,， 如 果 存 在 矩阵 范 数 | , | 使 得 | 1 一 和 li1， 则 A 是 可 递 矩 隆 ， 且 
岂 :一 DE 
证 明 ; 如 果 | 7 一 和 A 小 <1， 则 因为 级 数 》} zt 的 收 敏 半径 是 1， 所 以 
Day 
收 伍 于 某 个 矩阵 C， 但 是 ， 因 为 N roc 时 ， 
AN AD) 一 [一 GAYG Ai 一 了 一 (一 4)” 1 一 了 
所 以 ， 得 出 CA ~ 让 
练习 证 明 土 述 结 果 等 价 于 下 述 命 题 ， 如 果 站 ' 是 矩阵 范 数 ， 叉 如果 Ai<1， 则 I， 4 是 
可 道 矩 阵 ， 且 
(一 上) 一 DA 


练习 设 | 是 M, 上 的 矩阵 范 数 ， 且 假定 给 定 的 年 阵 AE M, 有 一 个 具有 性 质 | BA 一 了 | 一 
1 的 * 近 似 道 "BE M,， 证 朋 A 和 B 都 是 可 逆 矩 阵 . 
练习 ”如果 矩阵 范 数 | :是 有 省 =1 的 性 质 (如 果 它 是 诱导 的 范 数 ， 它 理应 是 这 样 )}， 义 如 


30 引 


2 第 5 章 


果 AEM, 适合 (4A <1, 证 明 


< 一) 


[一 1 
1 十 4 1 一 人 4 


提示 ， 利 用 不 等 式 |(T 一 Ai lo ih 性 可 得 到 上 界 ， 对 于 下 界 ， 则 利用 一 般 的 不 等 式 | 8 川 宇 


1 B81 和 三 角 不 等 式 ， 

练习 如果 ,是 一 般 的 矩阵 范 数 ， 我 们 部 知道 | 1 | 之 1， 在 这 种 情形 ， 让 戎 ， 只 要 jj A “< 
1， 就 有 

1 世 | aA ls Hi » 4, 

练习 如 果 4，BEM,， A 是 可 道 算 阵 、 又 4 十 日 是 奇异 第 阵 ， 证 明 | 卫 | 衬 17 ;A | 对 性 
何 和 矩阵 范 数 | * | 成 立 . 因此 ， 可 以 用 一 个 奇异 矩阵 去 充分 台 近 … 个 非 奇异 抵 阵 ， 不 过 有 一 个 内 
在 的 限度 ， 提示 : A 十 8 二 A(J 十 A"1B)， 如 果 | 4 1， 则 十 A 1B 应 该 星 可 道 的， 因而 
有 ! 4 1B 1. 

大 二 可 道 性 的 一 个 有 用 而 闵 容 易 计 算 的 准则 不 难 由 上 一 个 推论 得 册 . 
5.6.17 推论 设 4=[a |EM,， 引 要 定 对 所 有 i 二 1，2，…，m 有 


a 
1 | ~ 
Hn >» | 好 | " 


+ 1 


则 A 其 可 道 矩 阵 . 

证 阴 : 假设 繁 件 保证 所 有 主 对 角 册 a, 是 非 零 的 . 令 口 = diagloy，…， dam)， 风 也 是 语 池 
对 角 知 阵 ，D 1A 的 主 对 第 线 上 都 是 1， jp 1A 的 主 对 角 线 上 都 是 零 ， 日 当 ; 沽 j 
时 思 , 二 一 a 7a。， 营 虐 极 大 行 和 范 数 "| .假设 条 件 保证 | BE -1， 于 是 根据 (5. 6. 16)，1 一 
有 一 万 A 可 逆 ， 过 南 为 可 道 ， 

满足 推论 (5.6,17) 的 矩阵 称 为 严格 对 角 占 优 焉 阵 ， 这 个 可 逆 性 的 充分 条 件 称 为 Levy- 
Desplanques 定 怪 ， 并 且 醋 以 对 它们 作 梢 许 改 进 ， 见 (6.1? 节 ，(6.2) 节 和 (6.4? 节 ， 

现在 更 详细 地 讨论 55. 6. 1) 中 的 诱导 朱 阵 范 数 ， 这 是 一 些 最 常见 的 矩阵 范 数 ， 并 匡 它 们 有 
- -个 重要 的 极 小 性 质 ， 因 为 常常 需要 采用 检验 | 4 jc1 的 办 法 证 明 -个 给 定 的 矩阵 和 收 伍 ， 所 
以 那些 尽 可 能 一 臻 小 的 矩阵 范 数 日 然 受到 偏爱 .正如 要 证 明 的 那样 、 整 个 诱导 给 阵 范 数 交 有 这 
种 合意 的 性质 ， 并 芋 这 种 性 质 刻 化 了 诱导 矩阵 范 数 类 . 

有 限 维 空间 上 的 任意 两 种 范 数 是 等 价 的 ， 所 以 ， 对 每 两 种 矩阵 范 数 | ,此 和 让. 外， 存在 一 
个 最 小 的 有 限 下 常数 Cuto，， 使 得 yA 计 和 Cyta、，8 间 六 出 对 所 有 入 EM 成立， 这 个 常数 可 
以 用 


zl 
来 计算 ， 如 果 将 a 和 8 的 作用 其 倒 过 来 ， 则 一 定 存在 一 个 定义 类 似 的 最 小 下 常数 Cu(B8，a)， 合 


Cutasp) = 一 max 
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得 | 41, 寺 CutB，a 间 24 对 所 有 AEM, 战 立 ， 一 般 地 ， 两 个 常数 Culx， 让 和 CutB，a) 之 间 没 
有 明显 的 关系 ， 不 过 ， 如 果 我 们 考察 本 节 末 习 题 23 中 的 表 ， 它 的 左上 角 的 3X3 数 表 是 对 称 
的 : 即 Cy(a; 户 二 Cy(B，a) 对 三 个 矩阵 范 数 | “小 和 上册. 中 的 任意 一 对 都 成 立 ， 这 二 
个 处 阵 范 数 都 是 诱导 范 数 ， 而 上 述 对 称 性 是 所 有 诱导 范 数 的 一 个 性 质 ， 


5.6,18 定理 设 上 :| 和 上 "| 是 C* 上 两 个 给 定 的 向 量 范 数 ， 旦 没 1，|, 
相应 诱导 和 抢 阵 范 数 ， 即 


+ | 


和 ' . 站 表示 M， 上 的 


| 4 | =: Mmax | Az i 和 i4 |， 二 tmaX 下 az | 
rl I | [EA | | 
一 | x | - 
Res = max Ea 和 RR; = max 站 (5, 6.19) 
则 
上 
max | = RR,. 《5. 6. 20) 
tz A 负 
特别 是 
max | A i = max | 4 一 RBs,. ‘5, 6. 21) 
4 1 名 | A A 


证 明 : 设 AE M, 和 .rE€EC" 是 给 定 的 ， 且 假定 r 尖 0 和 44r 产 0， 出 
14Azl Ac 下 ar 了 | A 


ms | i RR,; 一 全 


| x HAr Neb, Tl, | x ls 


je 


| 一 一 _ Ar |, 一 | 
| 4 lL 三 DX 下 < 人。 “TT, Rs = RR | A 


i RR (35. 6. 22) 


(5, 6. 19} 中 的 得 个 极 值 都 被 某 个 非 零 向 其 所 达到 ， 所 以 存在 向 量 *，*e Cr"， 使 得 | yl; = 
| | | J | =R,y | ~» | 和 | zi =R,, | 之 ||. 根据 推论 (5. 35. 157 ， 存在 向 其 EA 使 得 
(a) | zr | 所 7 机 对 所 有 xEC" 成 立 ; 


tb) z*z— | = |;. 
考虑 抑 阵 A 二 yzr ， 利 用 (by 有 
[Az 由 ez 有 yl sai _ yllzl, 
| zl, | x, | x Hz 
所 以 有 下 界 


1 
| 六 L > 四 | zh 


z 下 一 RaR ys, | ~ | 


男 一 方面 ， 可 以 利用 (a) 得 到 
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Arb ys yh rt > | sl. 
| zl | x ls | x| lz 加 
和 内面 有 上 上 界 
下 ae 各 们 下 站 
合并 这 两 个 界 便 有 
它 说 明 55, 6 人. 22) 中 等 式 可 以 成 立 ， 因 而 证 明了 (5. 6, 20)， 因 为 昼 等 式 (5, 56,20) 的 石 边 关于 a 和 和 
入 是 对 称 的 .所 以 结论 45. 6. 21) 上 成 立 ， | 


C” 上 的 两 个 不 同 的 向 上 基 范 数 能 够 诱导 出 M, 上 的 相同 证 阵 范 数 吗 ? 根据 (5, 6.18) 的 下 述 推 
沦 可 知 ， 这 种 情形 能 够 出 现 ， 当 且 权 当 一 个 向 量 范 数 是 另 一 个 向 量 范 数 的 常 纯 基 倍 . 
5.6.23 推论 设 上 和 和 和 1。 是 C 上 上 的 向 量 范 数 ， 叉 设 :站 和 多 豆 耿 间 。 上 的 相应 的 请 
学 第 阵 范 数 . |= A 对 所 有 AAEM, 成立 ， 当 且 仅 当 存在 -- 个 正常 数 <， 使 得 |x 1, 一 
cr 上 对 所 有 六 上 成立， 
证 明 ; 我 们 知道 ， 
R,, — max : - 性 一 | min 1 | 这 | max | = 下 ] = 


‘= rks 
因此 ， 有 一 般 不 等 式 


Rials > 1, (5. 6. 24) 


其 中 等 式 成 立 ， 当 十 仅 当 
min | xj 一 max zh, 
0 Tl, = .rl 


而 这 可 以 成 立 . 当 且 仅 当 对 所 有 x 壮 0， 卫 数 | 了 外 zl 是 常数 ， 因此， 如 果皮 中 
三 :有 +， 就 -- 定 有 RR 二 1， 士 是， 由 (5.6.21) 杏 知 ， 对 所 有 AEM,. AL 才 1A14， 并 
用 i 站 作 委 | 生机， 因而 、 对 所 有 AE AL | 4 二 ; 访 |,，。 反 过 来 ， 如 果 药 个 诱导 征 阵 范 数 相同 ， 
则 由 (5,6.20) 可 知 RR 一 1， 因 而 在 C5.6.24) 中 等 式 碱 立 ， 由 前 面 的 证 明 得 知 ， 比值 
| Zr 是 常数 ， 中 
5.6.25 推论 设 上 | 和 "by 是 C 上 的 向 址 范 数 ， ed * 和 表示 M, 上 的 相应 诱导 
怎 阵 范 孝 ， WA 让 所 | 有 有 上 对 所 有 和 AAEM 成 立 ， | | 计 所 有 AE 成 立 . 
及. 所 | 站 时 对 所 有 AEM, 由 出 而 Rs L 因 为 {5.6.24)] 这 冀 涵 
RR 二 1， 因 上 此， 根据 (5. 6. 21)， 对 所 有 AE ML 1 41 雪 | Ab LIAS AL. 口 
最 后 一 个 推论 说 明 ， 没 有 一 个 诱导 矩阵 范 数 能 够 -. 致 地 小 于 另 -个 诱导 范 数 ， 如 果 多 许 它 
癌 基 他 (不 一 定 是 诱导 的 ) 邱 阵 范 数 相 比较 .会 出 现 什 么 情 展 呢 ? 
$.6.26 定理 设 : | 是 二 ,上 给 定 的 矩阵 M, 上 给 定 的 请 举 矩 阵 范 数 ， 则 
{a) 存在 M, 上 的 诱导 矩阵 范 数 NC.) 使 得 对 得 个 AE M, 有 NG A 
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(by 中 六 | 于 入 对 每 个 AEM, 成 立 ， Mf 有 是 仅 湖 4 人 六 和 对 每 个 AEM, 成 立 . 
证 明 : 定义 C 上 的 癌 基 范 数 上 -| 为 
rt = XI X=[rr "rx]€ M,, (9 6. 27) 
并 昌 考 虑 由 上 :1 诱导 的 竺 ,上 的 外 阵 范 数 N(*)， 对 任意 AEIM,. 有 
N(A)—= max i Ar - max lL Axr Ar™ Ar] | 一 max axl AX | 


‘= zl zj [ear [x 


Max La 本 el 三 1A 《内 为 | 棍 征 阵 范 数 )， 0, 6. 28) 


这 就 证 明了 (ta}， 为 了 让 明 (b)， A | 过 | A 对 所 有 和 AEM, 成 立 ， 则 由 (a) 可 知 ， 对 所 有 
AEM 有 
NA 去 |4| 过 14， 

但 是 NC 和 , :|, 都 是 诱导 范 数 .所 以 由 (5.6. 25) 可 知 ，N(4)= 上 4 站， 因而 对 所 有 AE MM， 
有 各 | 三 iA | . 图 

土 述 结果 是 促成 给 出 下 述 定 交 的 席 因 . 
5.6.29 定义 设 | :| 是 MM 上 的 矩阵 范 数 ， 如 果 对 所 有 AE M,， 洒 全 NCA) 志 | A 的 MM 上 的 
矩阵 范 数 只 有 MI) 一 | :上 ， 就 称 | * | 是 1M 上 的 极 小 经 阵 范 数 . 

定理 (5.6. 26) 的 论断 (b) 说 有 明 ，M, 的 每 个 诱导 范 数 是 极 小 的 ， 论 断 (a) 坎 接 推 出 每 个 极 小 
范 数 是 诱导 范 数 ， 因 此 ， 如 果 想 采用 一 个 矩阵 范 数 ,而 它 又 不 能 (用 所 有 和 矩阵 上 的 小 值 ) 一 致 地 
加 以 改进 。 耶 么 就 可 以 采用 话 导 范 数 ， 于 和 且 、 具 有 这 种 极 小 性 的 任 -… 范 数 一 定 是 请 导 范 数 . 

向 其 范 数 (5. 6. 27) 是 可 由 一 个 给 定 的 矩阵 范 数 构造 出 米 的 整个 向 量 范 数 族 的 特殊 情形 ， 设 
让: | 是 M, 上 给 定 的 矩阵 范 数 ，yEC'" 是 给 定 的 非 举 向量 ， 且 用 


rl 3 (5. 6. 30) 
定义 明 数 上 x 有: 它 一 及 ， 则 全 和 是 C 上 的 向 基 范 数 ， 且 对 所 有 AE 4M, 上 其 有 性 质 
Arl, 关 放 az Year = A rl. 


如果 y=[11… 1]7， 则 (5.6.30) 简 化 成 (5. 6.27)， 如 果 用 N,(.) 表 示 由 | ,|‖, 诱导 的 M， | 的 
符 阵 范 数 ， 这 个 不 等 式 说 明 ， 对 所 有 AE M,， 有 


| | 
N.C) = max < me 一 A1. (5. 6. 31) 


| .zi 
这 显然 是 (5. 6, 26a) 的 推广 
如 果 给 定 的 姑 阵 范 数 | 。 1 是 极 小 范 数 ， 则 (5.6. 31) 说 明 ， 对 所 有 AE M, 41=N,(A). 
因为 在 上 述 论证 中 所 采用 的 向 量 可 以 是 任意 非 零 向 量 ， 干 是 ， 对 所 有 非 零 y，sE C， 应 有 
NG}=) :i= N.Y). 


5.6.32 定理 设 | * | 是 M, 上 的 矩阵 范 数 ，N,(') 是 用 (5.6.31) 和 和 (5, 6. 30) 定 义 的 诱 旱 范 数 . 
则 下 列 命题 等 价 ， 


1305 
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ca) 外 ' | 是 诱导 符 阵 范 数 ， 

《bpb) 外 "让 是 极 小 矩阵 范 数 . 

Ch， 1 一 N,(*) 对 所 有 非 零 YEC” 成 立 ， 

证 明 : (a) 芍 涌 (b) 的 论断 正 是 (5. 6. 26b)， 我 们 刚才 已 经 看 着， 如 果 上 | "| 是 极 小 范 数 ， 则 
:| 二 NG )， 所 以 Cb 蕴涵 (ec)， 如 困 (c) 成 立 ， 则 |* | 是 诱导 范 数 ， 因 为 根据 定义 ，N,(') 是 
诱导 范 数 ， 加 

从 这 些 论 断 还 可 得 出 一 些 结 果 ， 如 果 N,() 一 | 对 所 有 非 零 yEC" 成立 ， 则 N,(*) 对 所 
有 非 零 yw，xEC" 成 立 ， 但 是 推论 (5. 6. 23) 说 明 ， 除 其 一 个 纯 量 因 子 以 外 ， 活 导 一 个 给 定 的 
矩阵 范 数 的 向 基 基 叭 一 确定 的 ， 所 以 ， 对 某 个 正常 数 cc， 有 |=e 二- 

练习 ”如果 MM, 上 的 和 矩阵 范 数 :* | 是 出 C” 上 的 向 最 范 数 上 :| 诱导 的 ， 让 明 ， 对 所 有 y，z 
EC ， 有 i wz 二 ys 四. 二 zz? 向 基 范 数 上: 如 
(5,4, 12) 中 定义 的 那样 ， 是 向 量 范 数 | "| 的 对 倘 . 

5.6.33 定理 设 |， 是 M. 上 给 定 的 年 阵 范 数 ， 且 设 | 是 用 (5. 6. 30) 定 义 的 C" 上 的 向 址 范 


数 ， 则 下 列 两 个 论断 等 价 : 
(a) 对 每 对 非 零 向 基 》，xEC" ， 有 正常 数 ec 使 | 上.==c | .rk 对 所 有 x EC 成立 


2 


hy y= 入 下 2 所 有 EC 且 = 成 立 , 
如 果 ' ,| 是 诱导 矩阵 范 数 ， 则 它 满 足 怕 等 式 (b)， 且 由 它 通过 (5. 6, 30) 枸 造 的 向 量 范 数 满 
(a). 
证 明 : 如 果 (a) 成 立 ， 则 
Fre zy i hz oe) res | zl = > | zl = Try’ | zz' 


反 这 米 ， 岂 果 () 成 立 ， 则 ta 成立， 用 Ce A re, 已 经 让 明 ， 如 果 六 (一 则 
(ai[ 因 而 (bp) 也 ] 一 定 焉 立 ， 而 如 果 | * | 是 诱导 范 数 ， 则 根据 (5. 6. 32)， 情 况 就 是 这 样 . 口 
练习 我 们 知道 ， 一 个 诱 时 范 数 的 尾 一 正 纯 量 倍数 满足 恒等式 (5. 6. 33by)， 证 明 短 阵 范 数 
i 和 站 用 都 满足 这 个 恒等式 ,不 过 这 贞 个 范 数 都 不 是 一 个 诱导 范 数 的 钝 量 倍数 ， 
在 (5, 6.2) 中 已 经 看 到 ， 如 果 ;， | 是 诱导 范 数 ， 则 | 1 二]， 泪 憾 的 有 是， 这 个 性 质 对 病 阵 范 
数 为 诱 蛙 范 数 的 事实 不 足 充 分 的 ， 容 易 计 明 ， 消 数 
A. maxt A! (5. 6. 34) 
定义 隆 几 ,上 的 一 个 短 阵 范 数 ， 且 ,三 一 1， 但 是， 鸯 尖 A A 对 所 有 和 EM, 成立 ， 且 当 


1 . 
4=-| ， ,| 上 A 过} 有 A， 所 以 L .不是 极 小 沙 数 ， 因 而 不 可 能 蚌 诱 导 范 数 ， 


练习 验证 (5. 6. 34) 定 义 了 一 个 答 阵 范 数 ， 更 -- 般 地 ， 证 明 ， 如 果 | 和 ，“… 虽 "出 ,是 M， 
上 给 定 的 矩阵 范 数 ， 则 
站 一 max 利生 A} 


向 量 范 数 和 卸 阵 范 改 | 219 


定义 了 MM, 上 的 一 个 给 阵 范 数 . 

诱导 荡 数 在 所 有 抵 阵 范 数 中 是 极 小 范 数 ， 但 是 ， 假 定 现在 只 考虑 由 要 不 变 红 阵 范 数 组 成 的 
一 类 重要 范 数 ， 这 是 一 些 对 所 有 AE M, 和 所 有 凋 短 阵 可 ，VE M,， 适 合 | A| = 上 UAY i 的 矩阵 
荡 数 | .‖| 可 以 证 明 ,， 在 这 业 范 数 中 只 有 … 个 极 小 范 数 ， 那 就 是 谱 范 数 ， 


5.6.35 推论 ”如果 | " ;是 西 不 变 矩 阵 范 数 ， 则 上 A 所 1 有 41 对 所 有 AEM, 成 立 ， 谱 范 数 1 
是 M. 上 仅 有 的 既 为 诈 导 的 又 为 西 不 变 的 适 阵 范 数 . 

证 明 : 假定 !*， | 是 给 定 的 西 不 变 和 矩阵 范 数 ， 由 定理 (5. 6, 26) 的 (a) 可 知 ，N(A) 志 | A 对 所 
有 AAEM, 成 立 ， 其 中 N(A) 是 由 用 (5. 6. 27) 定 义 的 向 量 范 数 :诱导 的 范 数 ， 如 果 UEBM, 是 
酉 矩阵 ， 则 有 站 Biz | 二 |UXDB=1X| 王 x， 因 贞 向 量 范 数 1: 中 是 查 不 变 的 。 如 果 xEC" 是 
给 定 的 非 零 向 量 ， 则 存在 西 矩阵 U 使 得 = 上 x lec， 于 是 对 所 有 EC 有 上 r= 
rv |=Tzl Ue = Hx |e |， 因 商 ， 向 量 范 数目， 是 Euclid 范 数 的 纯 量 
倍 ， 而 推论 (5.6.23) 说 明 ，( 用 "| 诱导 的 算 阵 范 数 )N(.) 等 于 (用 | *| 涝 导 的 姑 阵 范 数 ) 
i 因此 对 所 有 AEM, 有 |*]=NCA) 和 | A 让 如果 彼 定 | :上 | 是 诱导 范 数 ， 则 它 是 极 小 的 ， 
因而 | 4 上, 二 | A 于 所 有 AAEM, 成 立 . 

如 果 i" | 是 MM 上 的 矩阵 范 数 ， 利 用 

LA .at | 

定义 的 函数 1* | ` 也 是 M, 上 的 第 阵 范 数 ， 直 接 计 算 说 明 ， 对 所 有 AEM,， Az= | A := 
上 1A， 时 上 A 二 FD= 上 A ， 但是， 并 非 每 个 盾 阵 范 数 都 有 这 个 性 质 ， 这 是 因为 | A 1; = 
‖ 4 半径 | 和 业 ， 适 合生 全 关 生 的 矩阵 范 数 称 为 自 件 的 ，Frobenius 矩阵 范 数 和 4 姑 阵 范 数 是 
白 伴 的 ， 又 因为 


| 看 丑 = pa4 = pth A =|AF, 
所 以 谱 范 数 也 是 自 伴 的， 实际 上 ，M, 上 的 所 有 西 不 变 范 数 都 是 自 伴 的 [ 见 (?.4) 节 、 习 题 2]. 
. 谱 范 数 可 看 作 是 公有 的 自 伴 诱导 和 矩阵 范 数 ， 
5.5,36 定理 设 | ' 坦 M, 上 给 定 的 矩阵 范 数 . 则 

(a) |* | 是 诱导 范 数 ， 当 且 仅 当 | "| 是 诱导 范 数 ， 

(5) 如 果 矩 阵 范 数 | ,是 出 向 基 范 数 | 诱导 的 ， 则 | :上 是 由 对 个 范 数 ‖ ,| 诱导 的 

《c) 谱 范 数 是 M, 上 忆 有 的 既 为 诱导 的 又 为 自 伴 的 矩阵 荡 数 ， 

证 阴 ; 如 果 NI 是 矩阵 范 数 ， 又 如 果 NG4A) 扫 | 4 站 二 | 和 | 对 所 有 AEM, 上 成立 ， 则 
NG4 一 NG4 DE| 4 | 峙 所 有 和 和 对 成立， 如果， | 屁 机 小 矩阵 范 数 ，N(C) 一 | |， 光 而 
号 一 | 用， 所 以 站 四 是 极 小 矩阵 荡 数 ， 由 (5. 6.32) 可 知 论断 (a) 成 立 ， 现 在 假定 | ,是 由 向 
量 范 数 上 ,上 诱导 的 ， 利 用 对 侦 性 定理 (5. 5. 14)， 有 

Ha 


[4°|= mex | Axl = max td Azl?)? 


1>1 = 


一 Imax 
rT 


max | tAir)xz|= max max | xs | 一 max | Az I?, 
1r = fr 风 -1 1 =] i 


一 ] 
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因而 1 站 大 由 由 ,诱导 的 ， 关 二 最 后 个 论断 ， 我 们 注意 到 ， 如 果 抑 阵 范 数 | ' | 是 由 向 量 范 
数 外 | 诱导 的 ， 昌 | | 下. 全，(b) 说 明 | ， ;也 是 由 诱导 的 ， 但 是 推论 (5. 6. 231 说 明 ， 除 了 
差 一 个 正印 量 因 子 外 ， 诱 导 - .个 给 定 的 年 阵 范 数 的 向 量 范 数 昆 唯一 确定 的 ， 因 而 ， 存 在 某 个 :>0 
使 得 全 有 一 < 下， 于 是 ， 由 45. 和 4 16)， 一 定 有 站 | 一 下 于 AE， 因 为 给 定 的 向 量 范 数 是 Eucldi 范 
数 的 -一 个 倍数 ， 所 以 它们 都 诱导 疝 一 个 矩阵 范 数 ， 电 此 得 出 | 小玉. 口 

练习 证明， 只 要 | ,| 是 矩阵 范 数 ， | 就 是 答 阵 范 数 ， 

练习 ”给 出 一 个 例子 ， 涪 明 自 伴 第 阵 范 数 不 一 定 是 两 不 变 兆 数 

在 (5, 5) 中 引进 的 绝对 向 基 范 数 和 单调 向 二 范 数 是 最 通用 的 向 量 范 数 ， 用 单调 向 基 范 数 诱 
导 的 矩阵 范 数 有 一 个 简单 而 多 有 用 的 特征 . 


5.6.37 定理 设 #【 是 C 上 的 向 址 范 数 ，) 外 是 由 它 诱导 的 M, 土 的 矩阵 范 数 ， 则 下 列 命题 
等 价 ， 
fa) 此: 是 绝对 范 数 ; 即 ‖ 1 | 上 一 人 对 所 有 Eee 成 立 . 


{b) :是 单调 范 数 ， 即 只 要 | +1 态 |y| ,就 有 | 上 xl 所 v1， 
(0) 如 黑 DD 二 diagCd di dEM,， 则 
站 万 ,一 max |d, 1. 
证 明 : (al 5 了 (pb) 等 价 是 (5. 5. 10) 的 上 内容 ， 如 果 是 | 是 单调 范 数 ， 艾 如 果 令 
d= max|d, {d=| di 1, 
则 | Dz | 志 1dr |i， 过 而 和 Dz 入 dz ， 且 =e 时 等 式 成 立 ， 于 是 
| Di= max 1 a 
因而 (tb) 蕴涵 Lc)， 如 灯 假 定 (e} 成 立 , 设 x，y EC 是 给 定 的 ,日 |x| 态 1»y1， 注意 到 存在 
eg 使 得 | Tr | = dys 且 | | 所 1， 一 1 内 此 ， 寻 果 D= diagld, "ns 
， 旭 有 Dy= | zx! 和 Dj 各 1， 因 为 
xz 下 Ps 过 iT 站 yl， 
所 以 范 数 上 :i -- 定 是 单调 的 ， 国 


， 试 给 一 个 关于 矩阵 的 向 最 范 数 的 合子 ， 它 适合 1 过 1. 

》 请 足 作 -4 的 凶险 你 的 为 和 的 Ma 个 不 周 于 了 工 和 0 的 2X2 寡 等 矩阵 的 例子 ， 
证 明 0 和 1 是 寡 等 第 降 仅 有 的 特征 值 ， 证 最 早 等 年 阵 4 一 定 可 对 角 化 ， 义 如 果 和 天 0， 则 | 44] 
闻 上 对 任何 矩阵 范 数 成 立 ， 

3. 如 果 上 "是 好, 上 的 椒 阵 范 数 ， 证 明 ， 对 所 有 c 汪 1，c ,| 基 短 阵 范 数 ， 但 是 证 明 ， 对 
任意 cL cc" 生 和 cl 由 者 不 是 矩阵 范 数 ， | 

4 丰 定 义 (5. 6. 1) 中 ， 辐 一 种 向 量 范 数 有 两 种 不 同 的 计算 方式 ， 更 --- 般 地 ， 可 以 定妆 | .| 为 

四 4 三 max | Ar 外 
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上 其 中 用 六 和 站 用 是 商 个 (可能 不 同 的 ?向 量 范 数 .， 这样 的 蚌 数 | 处., 是 矩阵 范 数 吗 ? 试 研究 一 
下 人 .s， 确 定 它 可 能 其 有 于 些 有 趣 的 性 质 ， 注意 ， 这 个 概念 可 用 米 定 广 半 十 严 xz 和 矩阵 的 范 
数 . 这 是 因为 玉环 可 以 玻 C” 上 的 向 其 范 数 ， 而 上 :可 以 起 CC 上 的 向 者 范 数 ， 在 这 个 意义 
下 ,小 ,有 出 些 性 质 与 诱导 矩阵 范 数 是 一 样 的 ? 

5. 证 明 Euciid 范 数 |; 和 谱 范 数 | 都 是 4, 十 的 西 不 空 范 数 ; 也 就 是 说 ， 只 要 UU 和 
都 是 丙 年 阵 ，4 与 UAV 就 有 相同 的 范 数 ， 坛 号 你 能 各 虚 到 的 各 个 方面 ， 对 短 阵 范 数 上 "|; 与 
处 作 - 比较， 注意 1 4 下 =| tr A A]' 

6. 证 明 关于 .， ,的 公理 (1 一 03) 对 55.6.7) 中 的 | :1 同样 成 立 ， 这 证 明了 ， 如 果 在 
(5. 6. 的 假设 和 结 沦 中 用 * 关 于 外 E 阵 的 向 世 范 数 " 代 赫 “ 矩 阵 范 数 ”"，(5. 6.7) 仍 然 成 立 . 

7 如果， 是 M, 上 的 少 导 第 阵 范 数 . 义 如 果 SE M, 是 非 麻 异 矩 阵 ， 证 明 [如 (5. 6.7) 中 定 
义 的 .| 也 是 诱导 纸 阵 范 数 如果 |，i 是 由 向 熏 范 数 | 诱 时 的 ， 证 明年 阵 范 数 | \, 是 [如 [ED 
(5. 3. 2) 中 定义 的 ] 向 量 范 数 | 1、 诱导 的 . 

8 证明 艇 , 的 非 奇异 第 阵 在 邮 , 中 是 笨 审 的 ， 邵 证 明 时, 中 的 每 个 矩阵 是 谱 非 奇异 矩阵 的 
极限 ， 奇 异 矩阵 也 有 MM, 由 稠密 吗 ， 

9. 证 明 ， 对 所 及 宇 1， 由 C” 上 的 向 基 范 数组 成 的 集合 是 本 全、 但 是 ， 对 任意 np 裕 2， 由 
M, 上 的 年 阵 范 数组 成 的 集合 不 是 山 集 .证 咱 ， NG 了 [Ni 二 N(.)] 是 邱 阵 范 数 ， 当月 
仅 当 对 所 有 A，BE M, 有 

LENCO — NA EN BY ~ NCBY] SS 2 NOV NB) — Ni,CAB)] 
+ 2LN CAIN CB) -- NCAB) |, 


O 1 
提示 : 考虑 Ni 人 Ne) A ,ja B= 4A7 关于 年 阵 范 数 集 的 一 
要 子 集 是 同 集 的 事实 见 例 C7. 4. 54). 
10. 证 滑 ，M, 上 的 六 范 数 中 41 二 by | a | 是 撼 阵 范 数 ， 代 不 是 诱导 范 数 . 


11. 证 明 F 述 各 个 恒等式 部 是 计算 境 苍 数 (5 6. 人) 的 等 价 形式 : 


| Ar 有 


| 4 站 一 max, 1 A | = max li Ax 由 = max Tah, 
小 


一 nax |y A= max | yArl, 
1 了 


利用 这 些 恒等式 证 明 | 4 一 14 对 所 有 AE 2M 成 立 ， 然 后 利用 | 外 是 矩阵 范 数 和 AAA 是 
Hermite 惩 阵 的 事实 证 油 | A 一 | A 一 A 
12， 如 果 pCAY 二 1 六 EM,， 证 明 级 数 [+ 4 十 二 上 收效 于 和 (7 44) 
13. 如 果 4E M, 不 是 可 得 年 阵 .证 明 对 每 个 矩阵 范 数 1 | 有 人 一 4 ;全 
二 设 |* 外 和 上 小 基 M, 上 给 定 的 年 阵 范 数 证明 | A 本 max 伸 4， 站 4 是 上 的 姑 
阵 范 数 ， 什 么 时 候 它 是 诱导 范 数 ? 全 3 


一 
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15. 斌 给 一 个 矩阵 A 的 例子 ， 使 得 p(AJ<i14 | 对 每 个 矩阵 范 数 | ,成立 . 

16. 设 4= [es]EM,。 证 明 ， 用 A|=n max | wy | 定义 的 M, 上 的 函数 | " | 是 甜 阵 范 数 ， 
而 当 nn 实 2 时 ， 它 不 是 诱导 范 数 ， 

17. 利用 习题 12 的 想法 计算 矩阵 


1 一 2 1 
0 1 3 
ID 0 1 


的 逆 ， 提 示 ; 在 级 数 中 只 有 三 项 非 零 ， 

18， 涪 明 如 何 推广 习题 17 中 的 方法 求 一 般 非 奇异 上 三 角 担 阵 AE M, 的 道 ， 提 示 : 选 一 个 
对 角 矩 阵 DD， 使 得 DA 的 主 对 角 线 上 都 是 1. 

19. 证 明 ， 谱 半径 pt*) 是 M, 上 的 连续 齐 次 函数 ， 但 是 它 既 不 是 M, 上 和 抢 阵 范 数 ， 也 不 是 
M, 上 的 向 量 范 数 ， 这 是 内 为 ， 

ca) 可 能 对 某 个 A 了 0 有 plA)=0; 

Cb) 可 能 有 ptA4B)>o(A) 十 p(B}: 

Ce) 即使 pcA) 和 p(B; 都 是 非 零 的 ， 了 岂可 能 有 pCAB) >ptAYptB). 


二: 性 和 0 oo lo 


20, 证 明 上 AB 才 |A1, Bl 和 AB 志和 ,| Bb 对 所 有 六，BE AM 成 立 . 

21, 证 明 | A 忆 志 4 有 1 44 对 所 及 EM, 成 立 ， 提示: ptA A 二] 和 A4， 且 | 上 
=1Al.. 

22, 设 上 "外 星 C" 上 给 室 的 向 其 范 数 ， 定 义 1 二 (有 "中 ?为 对 偶 范 数 ， 设 和 让 和 直 * 下 
分 别 表示 由 上 "所 和 中 ;诱导 的 M, 上 的 矩阵 范 数 ， 利 用 (5, 6. 36? 证 明 ，|| 全 儿 一 上 4 外 对 所 有 
AEM, 上 成立 ， 证明 | A 从 < 强 ADL 证 A 出 对 所 有 A EM 成立 ， 并且 说明 是 怎样 推广 了 习题 21 中 
的 结果 ， 这 个 不 等 式 与 + 二 y 时 的 (5.4.13) 有 柯 关系 ? 

23. 验证 ,下 表 中 的 各 值 给 出 的 诸 最 佳 常数 Cy 使 得 | 所 Cw 上 A 市 对 所 有 和 AAEM 成 立 . 
表 中 的 所 有 范 数 都 是 年 阵 范 数 ， 表 下 面 的 提示 (1， 站) 与 表 中 确定 的 (1， 站 元 相配 、 每 种 情形 都 

B13 给 出 了 一 个 矩阵 ， 对 这 个 入 阵 ， 不 等 式 | 4 玫 福 Cw 1A 时 对 常数 Cw 的 给 定 值 是 等 式 . 


i | | 1 1 a I i 
i 1 机 1 1 所 1 
| Vn 1 1 1 1 
外 ,小 = 1 全 1 
La 如 了 1 n 

1 1 
an 1 


向 量 范 数 和 超 阵 范 雪 223 


下 列 和 矩阵 都 是 MM, 中 的 矩阵 ， 
是 单位 矩阵 ; 
了 是 所 有 宛 素 都 是 1 的 矩阵 ; 
4 是 其 第 1 列 的 所 有 元 素 都 是 1 而 其 余 元 素 都 是 零 的 矩阵 ; 
4; 是 其 (1，1) 元 是 1， 而 其 余 元 素 都 是 零 的 矩阵 . 
(1，2) 根据 (5.6.21)， 可 从 (2，1) 得 到 . 
1，3) A 和 和 Al. 
(1, 4) A,, 


(1, 5) max[ > | oa 上 < [> ia, || < [D> Lu, F]; 


Cauchy-Schwarz 术 等 式 );。 AA, 


(1, 6) max DY | a, | 所 ,max | gs |; J. 


I js ?1 一 1 


(2, 1) 从 愉 ， 5) 和 5、 1 可 得 ; A 
(2, 3) 从 (2， 5) 和 5， 3) 可 得 上 | 
(2，4) 从 他 2， 和 (5，4) 可 得 4:， 


:= oA 4) 二 DA A mAA= A: Al . 


(2，6) 从 (2，5) 利 (5， 5) 可 得 : J 

(3，1) 根据 (5. 6.21)， 从 (1 ，3) 可 得 ; 入;， 
(3，2) 根据 (5.6.21)， 从 (2，3) 可 得 ; 二， 
(3, 4) Ai. 

(3，5) 类似 于 (1，5)， 44， 

(3，6) 类 似 于 (0 ，6)， J 


(4，1) 5 | a, ‘< nmaxD | ou | L 


1=1 i=] 


《4 2 从 (4，5) 和 (5，2) 可 得 ; 下 述 矩 阵 用 两 种 方式 给 出 等 式 ; 取 a 三 em"， 注 意 (a》 
La 
一 a“， 所 当 j 关 0 时 2a* 二 0 而 j 二 0 时 它 等 于 n; 设 4 的 (4， 访 元 是 必 并 且 验 证 ,不 4 一 


下 一 中 
和 | 入 外 yz， 让 A 业 = 于 和 下 4 本 = 到 
(4，3)》 类 似 于 (4, 1); 工 


(4, 5) [2 于 = > ws 去》 ‘lle E+ lan FJ 


Hp- i 


(算术 - 儿 何 平均 值 不 等 式 )， J. 


拓 


《十 ，11) Bae Es ,max | a, |; J. 


J 


IF 
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1 :I Tr 2 
(5, 1) > > 1 | dy | En max > | a, | ; 1 
一 一 ln 
= 一] 1] 


0 
4 一 上 5 了 


Hl 


32 DA 
?一 1 


(5，3) 类 仆 JJ(5， 1); 工 
th, 1) » | a | 六。 [ >， | a, 1]; 所 
5 1 


i 1 
和 


一 和 | 9 2 
(5 6} > dy max ,da, "1 J. 
- J 
rr 1 


(6，1) max | a | 所 max >》 ， la, |; 于 


] mn i 


6, 2) max | ua “所 max > ， [ua = max(4 A 各 OA AY: I, 
i Dr 人 


06， 3) 炎 似 于 (6，1)， 工 


4 

本 站 1 

C6. 41) Pax 1 | 六 > 1 ea， |; A, 
i 


(6, 5) max [上 > 1a |; 入 ， 

24, 证 明 习 是 23 中 界 (5， 2) 可 改进 为 上 入 下 过 Lrank AJ'*| 4 1。， 提 示 : rank 办 二 入 入 的 
非 零 特征 值 的 个 数 . 

25. 设 AE M, 大 给 定 的 定 阵 .由 引 理 (5. 6. 10) 可 知 ， 存 在 某 个 矩阵 范 数 | . | 使 得 pCA) 二 
J4 se(4) 1e 证 明 存在 非 奇 外 阵 C 一 CCe) ES M, 俩 得 pCa)<CAC 站 <o04) 二 es， 提示 : 利 
用 与 引 理 (5.6. 10) 中 相同 的 构造 法 ， 并 且 证 明 , 当 s x0 时 | CAC 划一 o04A4I) 十 OKe). 


旧 


26. 证 明 , | AA 展 产生 对 所 有 AEM, 战 冰 ， 其 中 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 A 是 正规 录 
阵 ， 内 为 这 个 理由 ， 数 值 


[AE- Pi, 
1 ] 
有 时 称 为 正规 性 亏损 值 , “提示: 利用 Schur 王 朋 化 定理 种 Frobenius 范 数 是 资 不 变 范 数 的 二 实 , 
27， 利 用 定理 (5. 6. 9) 和 友和 矩阵 可 以 给 出 实 系 数 或 复 系 数 多 项 式 零点 的 与 ， 任 意 -个 次 数 
全 少 是 1 的 多 项 式 了 可 以 写成 13) 一 Crip(x) 的 形式 ， 此 中 是 非 零 常数 ， 
户 ( — eg ais | a se 二 二 ug 二 a {5,6,38} 


且 a 关 0， pz 一 0 的 根 是 f(z) 一 0 的 非 零 根 ， 并 由 对 十 这 些 根 ， 我 们 可 以 给 出 各 种 界 . 《aa 证 
明 ， 友 矩阵 


| dal 一 下 tl CO—a,| 
1 0 0 0 | 
(CD 一 | 0 1 0 0 (5. 6. 39) 
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的 特征 多 项 式 正好 是 p(z)， 因 只 C0p) 的 特征 秆 与 p(x) 0 的 根 相同 ， 提 示 : 计算 det[z1 一 
Cp} | 时 用 其 第 1 列 的 代数 余子 式 利 归纳 法 ，(b} 利 用 定理 (5. 6. 9) 广 明 ， 若 zx 是 p(x) 一 0 的 根 
下 其 MM 上 的 任 一 入 阵 范 数 ， 则 ，z| 所 ,C0p 如 下 ,= 误 尖 p(x) =0 的 任 一 根 ，(c) 利 
用 ! ,小 证 明 


| 六 半生 max 的 1 二 二 | 
| (5. 6. 40) 
1 maxtl ew ly le | a 上 
这 个 关于 根 的 界 称 为 Cauchy 界 . (中 ) 利 用 |， 汪 证明 
jz | 过 maxtly | oa 十 ay 过 1 二 1 十 和 十 | ail. 
(5,6. 417 
这 个 界 称 为 Mentel 界 ， 证 明 它 比 Cauchy 界 要 粗糙 (e) 利 用 | 证 明 
| uw 1 | ， 


对 十 所 有 zz 2， 总 个 如 比 ( 由 中 的 办 李 久 ， 《所 利用 下 "外 证 明 


| 2 | < -天 1 | Hl F 十 | tl 上 十 | | Hn 1 上 2 
这 个 界 比 Carmichael 和 Mason 界 (5. 6. 42) 粗糙，(g) 利 用 半 | 证明 
| | 过 minaxll fa | [ellay li 


它 比 (5. 6, 11) 中 的 界 粗 粮 . 


28. 利用 习题 27 让 相同 的 记 续 ， 我 们 下 以 改进 其 中 (项 中 前 界 ， 把 点 移 阵 罕 成 CO) 一 3 


十 及 ， 其 中 
r0 0 0 0 
1 0 0 0 
oo ) ] 0 0 
; 0 : 
Lo 9 1 0 
而 
— it [7 -dl 一 
nil 1 0 0 0 | 
本 1 
| 0 0 0 0 
然后 证 明 SR=KR'S 一 9 证明 1S'S 一 和 RRE= [w= | 人 +m] 和 
证 明 
op B=) Cp, = (54 RS+R) 
=| S's+R'RE SS |S 3 十 放下 及 
由 此 排 导 出 Carmichael 和 Mason 界 
‘zl Ft + Ey (5. 6. 42) 


29, 把 界 (5.6. 41) 应 用 到 多 需 栋 


Le 
上 


区 


Ty 


1 
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g(t2)e (zo 1p(z) 
= es! 十 (av 一 各 十 (ay 一 人 ol)gr 1 十 十 (an 一 Giljyz 十 ea， 


然后 证 明 
lz | maxtl， la | 二 | eo ma | | ec 一 al |+| ae 一 虐 | 
证 明 这 个 表示 式 的 第 2 项 不 少 于 1， 并 甩 推 导出 Montel 的 另 一 个 界 ， 
| | 芝 1o0 | 十 | ae 一 | 十 十 | aa 一 上 | 十 | 和 一 1 | 《5. 8. 43) 


30, 试用 Montel 界 (5, 6. 43) 证 明 Kakeya 定理 ; 若 (8) 二 gx” 上 a 1 十 十 tx 十 uo 是 
一 个 给 定 的 做 项 式 ， 其 系数 4, 均 为 非 负 实数 且 在 a, 守 a 1 宇 … 宇 aj 宇 as 的 意义 下 是 单调 的 ， 
则 Cz) 二 0 的 所 有 根 都 在 单位 圆 盘 内 ， 即 | = | 起 1. 
31. 和 前面 四 个 习题 给 出 的 都 是 甘于 p(tz) 一 0 的 根 的 绝对 值 的 上 界 ， 其 实 也 可 以 得 到 它们 的 
下 界 . 证 肯 ， 车 p(x) 是 由 (5. 6.38) 纵 出 的 a, 关 0 的 老 项 式 ， 则 责 数 
Eo 
是 -- 个 次 数 为 二 的 多 项 式 ， 而 它 的 各 个 根 正 好 是 pC(z) 二 0 的 各 个 根 的 倒数 .试用 y(z)=0 的 根 
的 各 相应 上 界 得 到 ps 一 0 的 根 * 的 下 述 下 界 
Cauchy: 
~ fa | 
aT Ta Ta Tr Ta Tra 


. |a, | 
-之 - 。 
| lt max{l, al lasyis la |} 


Montel: 
~ | ty | 
一 maxt{ | un | ,1 十 | 如 | | 十 | Uy | 十 …… 十 | 二 一 ] 1} 


四 | un | 
1 十 | Qo [十 | Ul | 十 …… 十 | 如 mr -] | 


Carmichael 和 Mason， 


一 | | 
z | 之 了 
| | 之 生生 芭 上 十 | kt la FL: 


32. 当 把 习题 31 中 的 下 界 与 习题 27 一 30 中 的 上 界 结合 起 来 时 ， 就 有 可 能 把 plz) 的 根 确 定 
在 -个 环 域 {z; 所 | z | 所 r;} 肉 ， 人 例如， 考虑 
Lt 1 Ea 
nt (一 1)1 


它 是 指数 琐 数 e 的 震级 数 的 ”次 部 分 和 . 证 明 /sx)=0 的 所 有 根 z 满足 不 等 式 


ea) = 全 十 必 十 本 二 十 z 十 ]， 


把 Kakeya 定理 应 用 于 zf (1/z)， 试 证 明 所 有 这 些 根 实际 上 满足 不 等 式 | z | 准 1. 
33, 因为 对 任何 非 亲 异 矩阵 只 有 p(4)=p(D-!4D)， 把 习题 27 中 所 采用 的 方法 应 用 到 
D CCPID 可 以 得 到 (5. 6. 38) 中 的 多 项 式 (xz) 的 根 的 其 他 界 ， 为 了 计算 方便 ， 我 们 选取 口 = 
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diagtpi， Pr， ， 户 )， 科 所 有 p, 守 0， 热 后 把 Cauchy 界 (5, 6. 40) 推 广 到 


| 疡 本 
Ps-l 


zmax| | | 人 ,a | 人 + | | 
A ”2 : (5. 6. 44) 


le 天 十 让 ,ar | 十 至上， 
pr BP pp 


它 对 任何 正 参 数 p/ ，P: ，…， 记 , 都 成 立 . 
34. 如果 55.6. 38) 中 的 所 有 系数 a 都 不 为 零 ， 选取 py 三 py/ dwt | ， 上 ==2，3， 
试 从 (5. 6. 抽 ) 扒 导出 pfz) 的 根 z 的 Kojima 界 : 


Us 
一 二 yr 
GB 


| 
nn 


12 


maxll 1 ,2 上 《3. 6. 45) 
1 立 


35.。 现存 对 革 个 r>0，, 选取 p, 三 x*， k=]1， 2， rs + 并 且 证 明 ， 对 任意 r=>0，, (5. ,44) 
北 涵 界 
| | 有 maxfl oa | rr, lo lr tr eo r+, 


| es rtr ,| a i 二 ri 


~ 
| 


. 6. 46) 


~ 关 
一 max {| dr|r *!)., 
六 


| 


a 


6， 如 果 AEAM,， 证 明 Hermite 矩阵 
, 0 A]. 
4 [ ,jE Me 
与 4 有 相同 的 谱 范 数 引 . 儿 ?， 提 示 : 我 们 知道 . - 般 则 有 | 市 ,二 pCA* 及}! 

37. 如 果 A ，BE MM, .4 是非 奇异 矩阵 ，B 荐 奇异 窍 阵 ， 义 姑 果 i * 人 是 任意 矩阵 范 数 ， 证 
明 j 4 -8B, 宕 1A 中 提示 : B=A 一 (A 一 B) 一 A[1--A !'(A4 一 B) | 是 奇异 短 阵 ， 所 以 VA 1(A 
一 BY 之 1， 在 MM 中 它 的 雹 何 意义 是 什么 ”如 何 用 一 个 奇异 算 阵 去 充分 粮 近 -个 非 硒 异 托 阵 ? 
关于 这 个 阅 题 的 进一步 讨论 见 (7. 4. 1). 

进一步 阅读 ”习题 23 的 表 中 的 各 个 界 取 自 下 述 文章 屿 J Stone， “Hest Possible Rarios of 
Certain Matrix Normns， Nanaertsehe Math, 4f1962)，114-116， 它 还 给 出 了 另外 一 些 界 和 参考 
文献 。 有 关 用 矩阵 范 数 确定 (习题 27 一 35 中 } 包 项 式 的 根 的 其 他 参考 文献 以 及 进一步 的 讨论 可 
参看 M. Fujii and F. Kubo, “Operator Norms as Bounds for Roots of Algebraic Equations,” 
Proc Japan Acad, 49(1973)，805 .808， 有 关 确 定 [定理 (5. 6, 18) 中 诱导 范 数 回 的 界 的 问题 的 
更 -- 般 讨论 可 网 下 文 ，H. Schneider and W, G, Strang “Comparison Theorems for Supremum 
Normss ”Namerische Mei，101962)，15-20. 在 [Wi 中 讨论 了 极 小 矩阵 范 数 . 


5.7 关于 矩阵 的 向 量 范 数 


关于 向 量 范 数 移 所 有 公理 虽然 对 于 算 阵 "大 小 ”这 -有 用 概念 是 必需 的 ， 但 是 ， 对 于 某 些 重 
归 的 应 用 来 说 ， 其 中 的 什 阵 范 数 的 次 秉性 公理 (4) 不 是 必 不 可 少 的 ， 例 如 ,非常 有 用 的 极限 
(5 人 6. 14) 实 际 上 对 比 向 其 范 数 更 - - 般 的 函数 类 人 成 立 ， 而 不 只 限于 上 抵 阵 范 数 ， 为 此 ， 在 这 里 普 


[320; 
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重 讨 论 鞠 于 矩阵 的 向 直 范 数 ， 邯 向 量 空 间 M, 上 的 向 量 范 数 ( 它 可 能 没有 次 乘 性 质 )， 这 样 的 范 
数 常常 称 为 广义 姑 降 范 教 ， 我 们 将 用 :或 用 G06) 表示 MM 上 一般 的 癌 其 范 数 ， 并 且 从 MM 上 
的 某 些 向 基 范 数 的 例子 打 逮 .它们 可 能 是 ， 世 可 能 不 是 全 阵 落 数 . 
例 1 如 果 上 GO 是 出 上 的 向 直 范 数 ， 六 如是，SE 对 是 非 奇 蜡 符 阵 ， 则 
GA = TASI,AEM, (53,7, 1) 
是 Mi 上 的 向量 范 数 ， 即 全 (x 是 第 阵 范 数 ，G,,、() 也 不 一 定 有 次 秉性 质 . 
练习 证 明 (5.7,17 中 的 局, 总 是 M7" 上 上 的 癌 量 范 数 ， 


练习 设 35 一 7 一 去 1 设 G() 一 | 证明.(") 不 是 短 阵 范 数 


练习 ， 证明， 如 果 Gt) 是 垂 阵 范 数 ， 且 了 一 S$ 1， 则 G1.y{*) 是 什 阵 范 数 . 

例 2 两 个 同 阶 和 矩阵 A 一 [gy] 和 B=[6,] 的 JIadamard 来 积 正好 是 它们 的 对 应 元 素 的 对 积 
态 * B= 二 [ab,]， 如 果 TIE M 是 没有 有 零 元 素 的 已 知 纸 阵 ，C0) 是 针 , 上 的 任意 向 量 范 数 ， 则 

(A= AH. A) {5.7. 2) 

是 M; 上 的 向 其 范 数 。 即使 G6*) 尽 敌阵 范 数 .Gnt* 也 不 一 定 有 次 乘 性 质 . 

练习 让 明 (5.7.2) 中 的 Cr) 总 是 向 其 范 数 ， . 

练习 证 明 (5.7.27 中 的 Gnt*) 是 ， 或 首 不 是 知 阵 范 数 .取决 于 对 万 的 选择 ， 考 谍 息 阵 范 
数 GC) 一 全 | ， 太 Hadamard 池子 年 陈 


1 171 2 1 
| | 或 二 =| | (5.7.3) 
你 可 能 想 曾 察 
0 1 ro 0 _ 
站 一 | B= 1 | 和 AB., (5, 了, 二) 
注意 名 (CO) 所 Gp,(C) 对 所 有 CE Mi 成 立 . 
例 3 图 数 
人 ] _， 
和 atartla ad 1 十 | 下 | 十 | | 《5.7.5》 
-ed 2 


是 M |- 的 向 量 范 数 ， 

练习 证 明 (5.7.5) 中 的 G9(') 昨 向 其 范 数 ， 但 不 是 人 第 阵 范 数 ， 你 可 能 想 考 察 (5. 7.4) 中 的 
矩阵 . 

例 4 如 果 和 EM 是 给 定 的 给 阵 ， 则 集合 FO) 三 LAr: rEC” 月 zr 二 1} 称 为 A 的 值 
域 碟 数 值 范围 ， 而 函数 


riAy — max | rr | max | 2 | {5.7.6) 
tl EE 


称 为 入 的 数 慎 半径 . 
练习 ”证 明 数 值 半 径 "(4) 是 邮 , 上 的 向 贡 范 数 ， 提 示 ， 较 难 验证 的 部 分 只 有 正定 性 公理 
(tq) 见 (4.1) 节 ， 习 题 6 人 是 ， 数值 半径 不 是 短 阵 范 数 . 见习 避 10. 
例 5 _M, 上 的 二 向量 范 数 是 
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| 本 下 = max | co |， 《5 了 


在 55. 6) 节 中 已 经 知道 ， 人 1: 半 . 是 Mi 上 的 向量 范 数 而 不 是 簿 阵 范 数 ， 未 过 站 是 失 阵 
范 数 ， - 
上 述 几 个 例子 足以 说 明 ，WM, 确实 有 许多 向 其 范 数 不 是 矩阵 范 数 . 此 外 ， 在 这 些 范 数 中 ， 
有 有些 同时 共有 从 次 乘 性 矢 来 的 某 些 矩阵 范 数 性 质 ， 有 些 则 不 上 共有， 但是， 从 M, 上 的 每 个 向 基 
范 数 等 便于 任 一 算 阵 范 数 (在 它们 有 相同 的 收敛 序列 的 意义 下 )， 事 实 上 ， 一 个 更 为 一 般 的 结 明 
可 百 接 由 定理 (5., 4, 47 得到. 
5.7.8 定理 设 了 是 邮 , 上 的 准 范 数 . 邮 MM 上 正定 、 齐 次 利 连续 的 实 值 消 数 ， 胃 外 没 !， ,是 
M 上 给 定 的 矩阵 范 数 . Et 和 Cr， 使 得 

| {5,7. 9) 

对 所 有 4 和 好 成 立 ， 特 别 是 当 产 光 是 慨 ,上 的 向 量 范 数 时 ， 这 两 个 不 等 式 成 立 ， 

如 果 把 有 关 和 矩阵 范 数 的 结论 推广 和 关于 矩阵 的 向 基 范 数 或 更 一 般 地 推广 到 关于 和 矩阵 的 准 商 
记 范 数 . 不 等 式 (5. 7.9) 是 很 有 用 的 ， 例 如 ， 械 限 (5.6.14) 就 可 以 在 这 个 意义 下 推广 . 


5.7,10 推论 如 果 了 是 M, 上 的 准 范 数 ， 则 对 所 有 4E M,， limi (AD ] 存在 ， 且 对 所 有 34 
EM,, 
liml /CAD = plA), 
特别 是 ， 拓 是 MM 上 的 向 量 范 数 时 ， 这 个 极限 成 立 . 
明 : 设 | ' | 是 M, 上 的 答 阵 范 数 ， 考 虑 不 等 式 
Ca AD CulA'd, 
它 蕴 涵 
人 
其 中 有 1 2 3 但是 ， 当 王宫 时 C0 一 1 Ce 和 4 下 oo(4)， 所 以 我 们 得 
知 ，lim| 站 4) 有 存在 且 等 于 6(4)， LJ] 
在 男 一 种 意义 下 ，M, 上 的 任 一 个 向 曙 范 数 部 等 价 于 一 个 短 阵 范 数 。 这 在 前 面 的 例 5 中 已 
党 例 作 了 说 明 ， 可 以 用 常数 册子 ”修改 向 量 范 数 | | 使 它 成 撼 阵 范 数 。 这 种 情况 不 是 偶然 的 ; 
每 个 向 直 范 数 都 可 以 这 样 修改 . 
5.7.11 定理 对 十 M, 上 每 个 向 量 范 数 G(,)， 存 在 有 限 正 常数 clG)， 使 得 ciO0G06 是 上 
的 矩阵 范 数 ， 如 果 | 人 是 MM 上 的 矩 阵 范 数 ， 浆 如果 对 所 有 AE MM, 有 
CA ,EGA a wlAl, (5. 7. 11a) 
则 
Cu 
Cs 
此 外 ， 于 在 一 个 斤 阵 范 数 ， 使 得 关于 500) 的 这 个 上 界 是 可 以 达到 的 ， 所 以 
0) 一 min| 尝 旭 更 儿 隆 范 数 晴 (5. 7.11ay 成 立 上 


CC < 
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证 明 : 对 任意 ">>0， 丙 数 | :| 三 c GC*) 可 能 不 满足 次 乘 性 公理 ， 但 它 满足 矩阵 范 数 的 所 有 
其 他 公理 ， 此 外 ， 很 容易 从 G(' 的 连续 性 和 GC') 的 单位 球 的 紧 性 推导 出 


本 GAB) 、 
CO max AG 一 De ) 


是 有 限 正 数 ， 于是， 对 所 有 A，BE M,， 
GAB) SE ADGAIGDB) 和 ec OGAB) EDCGAMAGIGH) 


假定 | * | 是 M, 上 的 气 阵 范 数 ， 且 假定 给 出 了 GC) 与 | * | 间 的 不 等 式 ， 于 是 


GAB) < Cu AB| < Cu ANIB < LSG(A)G(B)， 


由 而 
‘< 
如 果 我 们 特别 选取 和 托 范 阵 数 | :| 二 ce)G6)， 则 Cy= 忆 09， 目 CC ==1/e(G)， 所 以 G0% 二 
(ry, [1 
练习 证 明 ， 如 果 &srCc)， 则 AG( 基 矩阵 范 数 ， 特 别 地 ,证明 CwG Gr)/Cs 总 是 给 阵 
范 数 . 


练习 汪 直 接 册 (5. 7. 11) 推 旦 出 (5.7.10) 中 的 有 闫 向量 范 数 的 结果 ， 

邱 阵 范 数 次 乘 性 的 .个 推论 是 下 述 事实 ， 相 应 于 M, 上 的 每 种 捧 阵 范 数 ， 都 有 C" 上 的 某 
个 相 穿 向 证 范 数 ， 次 乘 性 的 另 一 个 推论 是 ， 对 每 个 矩阵 范 数 | . | 看 上 A| 宇 gc4)，M, 二 的 向 量 
范 数 和 (9 如果 对 所 有 A4EM, 有 | 和 A 上 宇 pCA)， 就 称 它 为 讲 优 势 的 ， 有 趣 的 是 M， | 的 有 些 向 量 
范 数 在 C'" 上 有 相 容 问世 范 数 ， 而 有 些 则 没有 ， 那 些 在 5 十 没有 相 容 的 向 二 范 数 的 广义 范 数 当 
中 ， 有 些 是 谱 优 势 的， 而 有 些 则 不 是 ， 于 是 ，M, 上 的 向 量 范 数 丰 C" 上 可 能 有 相 容 的 向 量 范 
数 ， 而 它 又 不 是 年 阵 范 数 ， 
5.7, 12 定义 C 上 的 向量 范 数 | ' | 称 为 与 M, 上 的 向 量 范 数 上 (是 相 客 的 ， 指 的 是 对 所 有 
EC 和 所 有 AEM, 有 

1 ar SG rl. 

有 时 采用 术语 协和 的 ， 而 有 时 称 向 其 范 数 上 ,| 从 属于 广义 矩阵 范 数 GCG)， 在 前 一 节 [ 便 如 ， 
(5. 6. 27),， (5.6,30)j 中 ， 已 经 述 及 了 这 些 概 念 ， 在 这 里 要 特别 论述 儿 个 有 闫 的 结果 ， 
5.7. 13 定理 如 果 | ， | 必 M, 上 的 和 矩阵 范 数 ， 则 在 C" 上 存在 某 个 与 它 相 容 的 向 基 范 数 . 

证 明 : 如 果 我 们 定义 | zl =I[r00… 0 下 . 那么 上 Az = 下 Ar 0 90]|=|A[x 0 os 
A Viz 0 0A. 口 

我 们 已 经 知道 了 它 的 道 命题， 定理 5. 6. 2) 说明， 如 果 上 站 是 上 十 给 定 的 向 量 范 数 ， 则 存 
在 与 它 相 容 的 抢 阵 范 数 [诱导 范 数 (5.6. 1) ]， 

练习 试 说 明 由 (5.7.137 确 保 的 C 上 的 相 容 向 量 范 数 未 一 定 叭 -， 实 际 上 ，|| x 三 
上 x … zx 中 也 是 可 行 的 ， 因 为 对 任意 非 零 向 量 yEC' 有 中 z 1 三 下 
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5.7.14 定理 设 G(*) 是 M, 上 的 向 量 范 数 ， 且 在 C" 上 有 相 容 向 景 范 数 上， 则 G0A) 宏 pl AA) 
对 所 有 AE MM 成立， 更 - 般 地 ， 
GDG0A GA BF oA A mAs) (5. 7. 15) 
对 所 有 AL， A AEE 和 所 有 有 一 1，2，… 成 立 ， 
证 明 : 假定 上 一 2， 且 设 xEC' 是 适合 ALAsr 一 47 的 非 零 向 量 , 其 中 4 | 一 604 4 )， 则 
plAAz) | eb = ar 一 于 aa 
= | A AGA | A EGANGA) jx]. 
国 为 上 x 上 半 0， 由 此 得 出 pCA1A2) 委 GA)GCA;)， 类 似 地 用 归纳 法 可 以 证 明 一 般 情形 . 门 
什么 时 做 M; 上 给 定 的 向 基 范 数 在 C" 上 有 相 容 的 向 基 范 数 呢 ? 条 件 (5.7.15) 是 必要 的 ， 
为 了 证 时 它 也 是 充分 条 件 ， 需 要 一 个 技巧 性 引 理 . 


5.7.16 引 理 设 G6) 是 M 上 适合 (5.7. 15) 的 向 基 范 数 ， 叉 设 .| 表示 M, 上 的 谱 范 数 ， 则 
存在 有 限 正常 数 一 c(G)， 使 得 
G04DG04 .OCA 全 AA 
对 所 有 A 六， ，…， 和 EM, 和 所 有 下 二 1，2，… 上 成立. 
证 明 : 根据 推论 (5. 1. 5)， 存 在 有 限 汇 常数 5-=6(G)， 使 得 | A , 宇 5G(A} 对 所 有 AEM, 成 
立 ， 没 是 给 定 的 正 整数 ， 且 设 A1，A: ，'，As EM, 是 给 定 的 和 矩阵， 根据 奇异 值 分 解 定理 
7,3,5)， 有 西 淖 阵 W，W 雇 及 半角 和 矩阵 了 二 中 ag(tg， sw， )， 上 其 中 ， 所 有 so, 衬 0， 合 得 
和 A 和 p( 了 2) 二 max{oy， oo 一 | AAA 二 二， 根据 (5.7. 157， 右 
GUY DG04DG(0A GAVGWI FE pV A Ms AW) 
= p(3) 
-| 


= | VA A AW , 


一 144 上 B. 
后 -个 等 式 成 立 是 因为 谱 范 数 起 西 不 变 的 ， 内 而 得 出 ， 
J 了 A TY a = To i 外 
GANGAD) mG AF sep joe | AA ' 丰 必 兰 > vy E wT | A1A,…A, | 
二 疗 | As 必 . 
如 果皮 三 帮 ， 引 理 的 结论 就 证 明 口 


5.7.17 定理 设 G() 旦 M, 上 的 癌 量 范 数 ， 则 存在 C" 上 的 向 量 范 数 | .| 使 得 
上 az | GA 
对 所 有 rEC' 和 所 有 AEM, 成 立 ， 当 且 仅 妆 
GDG04D GIA) Bo A A A ) 
对 所 有 Al，As，…， 六 EM 利 所 有 二 1，2，… 上 成 立 ， 
证 明 : 必要 性 已 看 定理 (5. 7. 4) 中 证 明 ， 关 于 充分 性 ， 需 要 证 明 ， 存 蔡 M, 上 的 矩阵 范 数 
| 使 得 GCA} 宇 | A 对 所 有 妨 € M, 成立 . 设 上 :中 是 C" 上 与 上 : || 相 容 的 向 量 范 数 [ 定 理 
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(5.7.13) 保 证 它 存 在 ]， 且 设 zEC' 和 上 EM, 是 给 定 的 ， 因 此 ， 如 果 能 构造 出 以 G(。) 为 优势 
范 数 的 矩阵 范 数 ， 就 证 明了 | 4z1 所 14 seta) 1 xl， 
对 于 给 定 的 矩阵 AE M,， 有 无 数 多 种 方式 把 4 表示 成 若干 个 夭 阵 的 乘积 或 若干 个 捧 阵 的 
乘积 之 和 ， 定 义 
| 全 in 于 G04D GD DAswAs 一 A, 且 所 有 As € M,} 
如 果 光 入 ,A 一 友 ， 则 根据 引 理 (5. 7. 16) 和 关于 谱 范 数 的 三 角 不 等 式 ， 有 
0h ) (A ) 六 Zea, “A > cDAa" Ax BL = cal.. 


由 这 个 不 等 式 可 推出 ， 所 构造 的 函数 | 。 “| 是 正定 的 .| ,| 的 齐 次 性 可 直接 从 GC ) 的 齐 次 性 得 
336| 出. 关于 | * | 的 三 角 不 等 式 和 次 乘 性 可 由 它 作 为 乘积 之 和 的 下 确 界 的 定义 得 出 . 口 
练 可 详细 证 明 ， 上 述 定理 中 所 构造 的 艾 数 | ' 1 满足 三 角 不 等 式 ， 有 有 次 姜 性 质 ， 提 示 : 
如 果 C=A 十 B 或 C= 二 AB， 则 (分 别 ) 作 为 磁 积 之 和 的 4 与 B 的 每 个 表示 式 给 出 C 作为 磁 积 之 
和 的 表示 式 ， 但 是 ， 并 非 忆 的 所 有 这 些 表示 式 都 以 这 种 形式 出 现 . 
练习 考虑 AM 上 的 向 量 范 数 (5. 7. 5)， 恨 如 它 在 C 上 有 相 容 向 量 范 数 上 .| ， 则 可 证 明 


le et a 
Fe ee el 
: Ne da el 


0 1] ro 0 
| |e | 
0 0 0 


试 证 明 这 是 不 能 成 立 的 ， 由 此 可 知 hd 土 的 向 量 落 数 GC.) 在 C? 上 不 可 能 有 相 穿 向 量 范 数 ， 
练习 ( 续 ) 即使 M, 上 的 向 贡 范 数 (5.7.5) 在 C: 上 没有 任何 相 容 向 量 范 数 ， 也 可 让 上 明 它 是 
谱 优势 的 ， 试 根据 定理 (5. 7, 17) 进 行 讨论 . 
现在 ,知道 了 关于 M, 上 的 向 量 范 数 在 C" 上 有 相 容 向 量 范 数 的 有 用 的 必要 充分 条 件 ， 局 
时 也 知道 ， 只 要 在 C" 上 有 一 个 向量 范 数 ， 则 诱导 和 矩阵 范 数 (5.6. 1) 就 是 与 它 相 容 的 M 上 的 次 
冬 性 向 晤 范 数 。 那么 ， 什么 时 民 C 上 的 向 丰 范 数 在 M, 上 有 非 次 乘 性 的 相 容 向 其 范 数 呢 ?这 
样 的 范 数 总 是 有 的 . 


5.7.18 定理 设 ‖ -和 是 C 上 给 定 的 向 量 范 数 ， 则 在 出 ， 土 存 在 不 是 矩阵 范 数 的 向 量 范 数 
[52? G(')}, 使 得 
| .42 之 (AH 
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对 所 有 的 rEC 和 和 六 EM 成立， 
证 明 ; 设 PE 对, 是 具有 零 主 对 角 线 的 尾 一 置换 类 阵 ， 例 如 ，P 二 Ep, ]， 其 中 ， 和 如 果 ,一 
i 十 1， 或 ;二 n 且 j 一 1， 则 p, 二 1; 和 否则，jP 一 0， 设 | ' d| 表 示 MA 上 由 向 基 范 数 外 "| [通过 
(5. 6, 1)] 诱 导 的 矩 始 阵 数 ， 在 好, 上 定义 后 (为 
GA;= AP+| Pl max | a, |. 
显然 ，G(*) 是 M, 上 的 向 量 范 数 ， GD 汉 半 册 所 有 AEM 成 立 ， 且 
上 az IA zl 过 GASA) 
对 所 有 AE M, 和 所 有 rEC” 成 立 ， 但 是 ， 
G(PP2 一 GD 一 起 十 下 PP 一 1 十 PP 
GP) =| Pl 
GCP7) 二 | PT 
CUPpPT) > CCP)GCPT)， 
内 此 ，j 好 . 上 的 范 数 G(6*) 与 C"” 上 给 定 的 向 量 范 数 外省 相 容 ， 而 它 不 是 次 乘 性 范 数 ， 
练习 设 4=[a,jE 季 ,， 考 虑 极 大 行 和 此 阵 范 数 的 下 述 变更 ， 
AL 上 A diagtan as em 业 ， 
证 明 这 是 形 如 (5.7.2) 的 Hadamard 乘积 范 数 ， 因 而 它 是 W. 上 的 向 量 范 数 . 证 明 这 个 范 数 与 
C 上 的 向 攻 范 数 | |, 相 容 ， 然 后 计算 


上 af 
并 且 证 明 这 个 范 数 不 是 次 乘 性 范 数 ， 
习题 
1. 设 G( 是 也, 上 的 向 量 范 数 ， 设 xyEC" 是 给 定 的 非 零 向 量 ， 证 明 函 数 
| zi Gry') 


是 C" 上 的 向 量 范 数 . 当 
y= 三 [lyl]i 或 y = [1,0,0,%,0] 
时 ， 这 个 范 数 是 什么 ? 
2. 设 1 :是 MM 上 的 慎 意 身世 范 数 ， 没 AEM, 是 给 定 的 和 矩阵， 是 e>>0 是 给 定 的 数 . 证明 
存在 某 个 KK 一 K(s， 轧 ) 守 0， 使 得 
Let) 一 上 过目 到 | 过 Lo(4) 十 让 
对 所 有 上 汪 K 成 立 . 
3. 设 上 | 是 MM, 上 的 任意 向 基 范 数 ， 且 设 AE€M, 是 给 定 的 矩阵 ，(a} 利 用 习题 ?2 证 朋 ， 如 
困 ptA} 过 1， 则 当 & 王 oo 时 于 A 有 -m0， 它 以 什么 速度 收 人 证? (bh) 反 过 来 ， 如 果 当 上 co 时 
1A 一 0， 证明 paCA)< 一 1 提示 : 如 果 AAxAxr 且 关 0， 考 虚 上 Ar 匡 ‖ (oo 关 于 利用 
向 基 范 数 讨论 矩阵 寡 级 数 的 收 敏 性 ， 你 能 说 些 什么 ? 
4. 设 C74， 是 M, 上 给 定 的 向 量 范 数 .日 定义 函数 ， MM 一 R 为 
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GDB) = max (BAY, 
rts =] 


证 明 G 0 总 是 M, 上 的 矩阵 范 数 ,证 明 总 有 G(T) 二 1， 如 果 GC 二 1, 证明 GG (B) 之 
GC(B) 对 所 有 BE MM 成立 . 

以 下 四 个 习题 是 习题 4 的 延伸 ， 

5. 如 果 GC 是 M, 上 的 矩阵 范 数 ， 证 明 合 (9B) 迄 GCB) 对 所 有 了 EM, 成立， 并 此 证 明 ， 如 
华 GD 一 1， 则 后 (一 GCC)， 

6. 证 明 总 有 他 (一 人 0) 

7. 如 果 GC 是 于 上 的 向 节 范 数 ， 且 C6) 二 1， 证 明 避 (是 失 阵 范 数 ， 当 日 仅 当 
GB)SG(B) 对 所 有 BE M, 成 立 . 

8. 证 明 ， 在 习题 4 中 定名 GC*) 时 ,可 以 颠 便 太 与 8 出现 的 顺序 ， 队 而 得 到 另 一 个 矩阵 
范 数 .内 例子 说 明 ， 这 男 一 个 范 数 不 一 定 等 于 G3) 

9. 证 明 与 M, 上 … 个 给 定 的 向 量 范 数 相 容 的 C"” 上 上 的 所 有 向 量 半 范 数组 成 的 集合 是 凸 集 一 
实际 上 它 是 一 个 锥 . 

10, 说明 数 值 半 径 (不 是 扩 , 上 的 短 阵 范 数 、 试 考察 (5.7. 4) 中 的 各 矩阵 且 比 较 rtAB) 
与 (A)r(B), 

11. 定理 (5. 6. 9) 中 的 不 等 式 | ABzp(A) 可 以 由 关于 和 矩阵 范 数 | 目的 次 乘 性 公理 (4) 得 出 ， 
但 是 ， 可 能 有 这 种 情形 ，M, 上 的 一 个 向 量 范 数 满足 这 个 不 等 式 ( 即 它 是 谱 优 势 的 )， 而 它 不 尾 
短 阵 范 数 ， 证 明 r(A) 之 P(A) 对 每 个 AE M, 上 成立， 更 一 般 地 , 证明 oCA)Cilr'Ar :zr 和 T=1), 

12. 证 明 M, 上 的 向 量 范 数 1 外 在 C" 上 不 可 能 有 任何 相 容 的 生 范 数 ， 提 示 : 考虑 
和 ptJ,Y、 但 是 ;证明 ji* 趾 . 是 MM, 上 的 矩阵 范 数 ， 央 而 它 在 C 上 有 相 容 向 量 范 数 . 

13. 设 4=[oa jE€M.,， 有 A 的 第 i 行 的 转 置 用 x,(A) 二 [ay，as，*…，a。 J 表示， 和 市 和 的 
第 7 列 用 cc, (A 和 二 [a ， 4g， ，awj' 表示 ， 义 假定 上 | 和 旧 " 趾 ; 分 别 是 C* 和 C 上 的 向 量 范 
数 ， 然 后 ， 定 义 6G; !: Mi 一 民 为 

Ga AI Er (CAN, rsCAY ve | r, CAY NY; 
类 伺 地 ， 定义 GM 一 为 

YA 二 人 [ee ree | es CCAD Na]? |,. 
证 明 ，Gse (和 GW ) 各 为 M,, 上 的 向 量 范 数 ， 但 GC*) 与 G,,,(:) 不 一 定 相 同 ， 注 意 这 是 在 
矩阵 空间 上 定义 向 量 范 数 的 和 白 然 方式 ， 

14. 坛 比较 习题 13 中 的 Go ( 与 45. 6) 节 习题 4 中 定义 的 范 数 | . | ，， 并 且 用 例子 说 明 ， 
即 态 m= 有 ( 且 上 二 上 上) ，G.(*) 也 不 一定 是 训 , 上 的 矩阵 范 数 ， 

15. 在 习题 13 中 ， 当 下 六 三 用 有 = 十 慰 时 ，C5( 是 什么 范 数 ? Gr2 是 什么 范 数 ? 

16. 在 习题 13 中 ， 当 中 上 = 机 县 是 及 一 用- 外 时，CGxof 是 什么 范 数 ? G*() 是 什么 
范 数 ? Ce 与 Ce8 有 什么 关系 ? 

17. 若 G( 是 AM 上 的 向 最 范 数 ， 定 义 G(*) 的 谱 示 性 数 为 

IT = max pt) 


向 亚 范 载 和 大 孟 范 才 235 


证 明 ， 上 CC 是 谱 优 势 的 当 且 仅 当 mt4G) 过 1， 然后 证 明 ，M, 上 的 任 一 向 量 范 数 在 乘 了 上 一 个 常数 
[其 中 最 小 常数 一 定 是 m(G}] 后 可 以 变 成 一 个 谱 优 势 范 数 ， 如 果 m{C} 二 1， 列 称 M, 上 的 范 数 
全 (01) 为 极 小 谱 优 荔 的 . 

18. 证 明 ， 性 何 诡 导 算 阵 范 数 是 习题 17 中 所 定 六 的 极 小 谱 优 势 范 数 ， 说 明 有 一 些 范 数 是 
极 小 谱 忧 势 范 数 但 不 是 诱导 范 数 ， 证 明 数 值 半径 rtA} 是 极 小 谱 优 势 的 . 

19. 证 明 谱 示 性 数 是 由 朗 , 上 的 向 量 范 数组 成 的 锥 上 的 凸 函 数 ， 因 向 证 明 MM, 上 的 所 有 谱 
优势 向 甚 范 数组 成 的 集合 是 上 同 集 ， 

20. 证 明 ，M, 上 的 向 量 范 数 G0) 是 谱 优 势 的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 AE JU 存在 一 个 常数 ra 
[只 与 G46') 各 及 有关 ]， 使 得 对 所 有 整数 上 >0， 有 

GOAL) EC raGCA) 

21. (a) 证 明 ， 当 4 是 正规 矩阵 时 ， 数 值 半径 r(， 适合 r(4]) = 二 plA) 二 | 4 业 ， 但 是 --- 般 
r(4) 福 | 4 外， 给 出 一 个 关于 矩阵 AE M, 的 例子 使 得 rcA) < 中 六 |:， 提 示 : 证 明 当 CE AM, 是 本 
矩阵 时 r(U AD=rA)， 然 后 利用 4 可 西 对 第 化 的 事实 . 再 说 明 一 般 地 有 


rr 入) 一 ex, | x Ar | 所 ex | 4zr ||: | x | 二 | 4 站 . 


(证 明 ， 对 所 有 AE MM, 都 有 rcA)=rCA )、，(e} 按 如 下 所 述 证 明 对 所 有 AEM, 都 有 | 4 站 过 
2r(A); 记 
A=(A-A /TAA 十 A,, 
并 注意 到 A,， 和 4: 是 正规 第 阵 ， 然 后 证 明 
1 4 过 和 下 二 14 下 = 人) 十 mA 过 mA 十 Fr 起 ) = 2r(A). 


1 0 站 1 
(中 试 考察 适当 的 ax 短 阵 、 如 [ 和 | 。 |， 痪 明和 (cy 中 给 出 的 办 


3 Al, < Er(4) Ea, (DD 


是 可 以 达到 的 . 
22. 试用 习题 21(d) 中 的 不 等 式 以 及 定理 (5.7. 11) 中 给 出 的 英子 efx) 的 界 证 明 ， 滑 数 4r 人 ) 


0 1 
是 M, 上 的 类 阵 范 数 ， 试 考察 4 一 | 。 "信和 AA'， 证 明 c(r)=4 
23. 由 习题 21(4) 中 的 (0 以 及 (5.6) 节 习 23 给 出 的 不 等 式 ， 


1 有 。， 
万 1 4 过 4 过 1 4 (i) 


试 推出 ， 对 所 有 的 AE M.， 不等式 


pa 4 上 电 扫 ra4 扫 1 Ah ii) 


上 成立， 并 且 证 明 其 上 界 是 可 以 达到 的 、 验 证 4- | | 和 A= 分 别 给 出 了 (i) 和 (ij 的 下 界 中 


330 


331 
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等 式 成 立 的 例子 ， 然 后 验证 A 一 | ， J 是 (D 和 (i 的 上 界 中 等 式 成 立 的 例子 ， 由 此 说 明 ， 为 什 


么 (ii) 中 的 上 界 是 可 以 达到 的 ， 而 (Ci 中 的 下 界 不 -- 定 能 达到 ， 为 什么 对 所 有 的 AE MM 存在 一 
个 有 限 正 常数 c, 使 得 c, | 4 用 委 rr(4)? 实际 上 ，n 为 偶数 时 ce 二 (2n) 后 ， 而 闻 为 奇数 时 ec 一 
(2 一 1)，*， 对 于 候 数 a 相等 的 情形 要 求 拓 阵 丁 相似 于 形 如 r(4) | 。 。 | 的 谱 短 阵 的 直 和 ; 
当 为 奇数 时 ， 矩 阵 的 直 和 一 定 要 附加 一 个 | | 的 被 加 单项 [a], 且 | a | =r(A). 

24. 证 朋 [A ，Bj=tr AB 定义 M 上 的 一 个 内 积 ， 而 M, 上 的 4 范 数 可 由 [ ，，“。，] 导 出 ; 
即 1 4 用 =L4， Ah 对 所 有 AE M, 成立 . 证 明 ， 如果 X= zz* 是 黎 1 Hermite 矩阵 ， 风 
1 关 f 二 xz 虹 ， 证 明 给 定 的 矩阵 AE iM 的 值 域 正好 是 A 到 范 数 为 1 的 秩 1 Hermite 和 矩阵 的 集 
全 (关于 内 积 [，，“， 了 的 射影 组 成 的 和 集合， 并且 证 明 (4A)=maxt | [A，X] | ;是 秩 1 
Hermite 矩阵 日 上 上 XX; 一 1}， 利用 Cauchy-Schwars 不 等 式 证 明 rcA}) 志 A,. 

25, 数值 半径 与 自然 逼近 问题 有 联系 ， 设 AE M, 是 给 定 的 ， 并 六 假定 我 们 想 在 最 小 二 乘 
方 的 意义 下 用 .个 秋 为 1 的 Hermite 矩 路 的 纯 量 售 去 尽 可 能 地 逼近 A， 如 果 记 六 =cxx*，cE€ 
C， xz 有 =1， 试 证 明 ， 当 ec 一 [4，zz 习 ] 且 其 中 的 单位 向 量 工 可 使 (5.7.6) 中 的 极 大 和 值 达到 
时 ， 则 

上 A 一 XE= 1A-crr' 民 宕 AE- 2|c[A,rr"] 1+| efF 
可 以 达到 极 小 ， 由 此 断定 ， 如果 对 所 有 纯 其 c 以 及 所 有 具有 | 基 上 ,=] 的 秩 1 Hermite 给 阵 ， 
上 A 一 eX 可 以 达到 极 小 ， 则 | c | =r(A). 

26. 前 面 两 个 习题 引出 了 数值 半径 和 值 域 的 一 个 白 然 推广 ， 设 BCM, 是 一 个 非 空 的 矩阵 
集合 ， 生 适合 以 下 条 件 ，; 

(a) 若 苇 刀 年 ， 则 对 所 有 aE€C 有 aXEG; “ 

{b) 对 所 有 天 E 理 有 [4A， 和 一 tr AX =0 当 月 仅 当 闪 一 0 

(c) 而 昨 一 个 闭 集 . 

车 AEM,， 定 义 
A) 二 max [LA,X]|= max | tr AX'|. 


| Xe 1 


说 明 此 ") 是 有 意义 的 ， 它 是 MM, 上 的 向 景 范 数 ， 生 满足 | $CA) | 才 上 A |， 证 明 对 每 个 AE 
MM, 都 存在 茶 个 外 1E 别 使 得 上 XX 1: 一 1 是 A)= 1 [A, XA] |， 

考虑 用 旬 中 的 矩阵 去 下 近 给 定 的 矩阵 AE 如,， 即 求 某 个 XE 名 ,使 得 | A 一 廊 达到 极 
小 ,证明 ， 算 阵 由 A)X， 给 出 了 一 个 最 佳 通 近 ， 其 中 区 4) = | [A，Xs] | ， 并 且 用 任意 ET 
逼近 从 的 误差 有 最 大 下 界 | 4 一 六 形 有 |‖ 和 月 一 下 [4，X 了] 下 之 0， 

证 明 , 着 下 是 由 秩 1 Hermite 惩 阵 的 所 有 纯 量 们 组 城 的 集合 ， 则 $C(A) 二 rtA)， 在 名 是 西 
矩阵 的 所 有 纯 量 信 的 集合 的 情形 将 在 例 (7. 4. 6) 中 讨 沦 ; 在 这 种 情形 下 AJ) 是 A 的 各 奇异 值 的 
平均 值 ， 田 一 个 值得 注意 的 情形 是 甸 是 所 有 亲 异 失 阵 的 集合 。 这 将 在 例 (7. 4. 1) 中 讨论 ， 在 这 
种 情形 下 $CA) 是 A 的 最 小 奇异 值 ， 还 有 一 个 值得 注意 的 情形 是 ， 秩 是 已 知 的 正定 矩阵 、 
Hermite 丘 阵 或 正规 矩阵 的 所 有 纯 量 售 的 集合 ， 或 者 是 由 西 相似 于 一 个 给 定 的 矩阵 的 所 有 和 矩阵 
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的 所 有 纯 基 售 组 成 的 集合 ， 在 上 述 每 一 种 情形 ， 与 值 域 类 似 的 是 集合 [A，X] : XE 二}. 

27. 即使 数值 半径 "(A) 不 是 年 阵 范 数 ， 但 对 所 有 m= 二 3，2，… 和 所 有 AE HM， 它 的 确 满 
足 短 不 等 式 mA ) 扫 Lr(4)]， 试 按 以 下 步骤 证 上 明 这 个 结论 . 

(a) 说 明 只 要 证 明 下 述 结论 就 足够 了 : 若 r(A) 委 1， 则 对 所 有 mm 二 1，2，-… 有 rr(A")s&1. 

设 m 宕 2 是 给 定 的 正 整数 ， 转 到 余下 的 论证 ， 设 (ae 一 (es 让 表示 次 单位 报 的 集合 ， 
注意 到 {vww} 是 一 个 有 限 蒜 法 群 ， 并 及 对 每 个 j 王 1，2，…， 了 下 有 fi 让 和 一 人 下 1 

(b) 说 明 

1—z"= 1 {1 we), 


页 一 | 


然后 证 明 ， 对 所 有 zEC 有 


plz) = TIO — wx) 三 二 


j=1 k=1 
Ea 


提示 : 注意 到 pl(z) 是 次 数 至 多 为 mw 一 1 的 儿 项 式 , 且 
_ 11 
plz) ~ 方 之 上 一 2 
对 所 有 sxEC 都 有 pz) 一 Proz) 一 … 一 Pa 因而 ptz} 一 常数 二 p00) 一 1， 
{c) 证 明 


m 


A= Ja-wa) 和 1 LD 1-wA). 
= wi 4 


(由 设 rEC' 基 任 一 单位 向 量 ，1 zx 业 =1， 又 设 4AEM， 验 证 
工 一 一 


1] 地 。 
- [ 之 eA [I -wa)z] 


= 


= [wa] (A) 
-1 


mr 


2 


ls) ACT 
Ce) 现在 在 (由 的 恒等式 中 用 e*A 代 鹤 ， 便 得 到 对 任意 实数 9 有 
] 一 er 站" = 二 之 i >， 和 | 下 ) Al I 了 外 


然后 假定 "(4) 扫 1， 证 明 这 个 恒等式 右边 的 实 部 对 任意 9E 及 是 非 负 的 ， 由 此 推 册 左边 的 
实 部 对 所 有 9ER 也 一 定 是 非 负 的 ， 由 村 8 是 任意 的 ,证 明 这 蕴涵 | raez | 所 1， 因 而 CA") 
六 |， 

28， 即 使 数值 半径 满足 宕 不 等 式 rCA" rcA)"， 但 它 对 不 等 式 r(As+msrCA4Jr(Ahn) 不 
总 成 立 ， 试 通过 考察 A 二 J (0) (4 X4Jordan 块 第 阵 ), 上 = 二 1 各 二 2 来 验证 这 一 事实 ,提示 : 


B34 
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利用 算术 几何 平均 值 不 等 式 证 明 ， r(45 一 r(4) 一 避 ， 然后 用 Cauchy-Schwarz 不 等 式 证 明 


rtA}<l. 

29， 类 似 于 极 小 矩阵 范 数 概念 (5. 6. 29)， 试 问 在 MM 上 存在 关于 "“ 极 小 向 量 范 数 " 的 合理 概 
念 吗 ? 

进一步 阅读 关于 涉及 数值 半径 的 不 等 式 的 进一步 讨论 可 参看 M. Goldberg and 
E. Tadmor; “On the Numerival Radius and Its Applications,” Lin, Alg, Appl, 42(1982), 
263-284. 习题 27 中 关于 数值 半径 的 祝 不 等 式 的 让 曲 取 和 上 Pearcy, “An Elementary Proof of 
the Power Inequality for the Numerical Radius， Michigan Math. J. 131966), 289-291. 本 节 
革 些 内 容 基 本 书 作 者 的 研究 战 傈 ， 可 参看 CR, Johnson, “Multiplicativity and Compatibility of 
Genetalized Matrix Normss” Linear Alg. Appt. 16 (1977), 25-37, “Locally Compatible 
Generalized Matrix Norms,.” Nuamer. Math. 27 (1977), 391-394, “Power Inequalities and 
Spectral Dominanee of Generalized Matrix Normss "Linear Alg, Appt. 28¢1979)，117-130, 其 
中 还 有 其 他 的 结果 ， 


5.8 杆 阵 的 北 和 线性 方程 组 的 解 的 误差 


作为 矩阵 范 数 和 向 基 范 数 的 应 用 ， 我 们 来 估 寺 在 求 捧 阵 的 道 和 求 线 性 方程 组 的 解 的 过 程 中 
所 引起 的 误差 . 

如 果 给 定 了 非 奇异 矩阵 4E RM ， 可 以 设想 能 够 准确 地 计算 出 着 矩阵 4 ，， 但是， 如 果 计 
算是 在 数字 计算 机 上 用 有 限 长 的 计算 机 字符 来 完成 ， 则 不 可 避免 地 要 出 现 售 人 误差 和 舍 位 误 
差 。 荔 外 ， 肥 使 能 十 分 准确 地 完成 所 有 计算 ,但 可 能 有 这 种 情形 ， 和 矩阵 A 的 有 些 元 素 是 某 些 
实验 的 结果 或 某 些 必然 会 测 现 误差 的 计算 结果 ， 因 此 ， 就 不 可 能 十 分 精确 地 知道 这 些 结果 ， 那 
么 ,计算 中 的 误差 和 数据 中 的 嵌 差 如 何 影响 要 计算 的 逆 算 阵 呢 ? 

对 于 许多 普通 的 算法 ， 可 以 证 明 ， 在 计算 中 的 含 人 误差 可 以 用 同一 种 方式 模拟 成 数据 中 的 
误差 ， 也 就 是 说 ， 如 果 假 定 4AE M, 是 给 定 的 非 奇 异 矩阵 ， 并 且 想 计算 A-!， 而 实际 计算 的 可 
能 是 (4A 十 E)”“'， 其 中 FE M, 是 足够 小 的 矩阵 ， 且 使 和 A 十 E 为 可 道 师 阵 ， 于 是 ， 误差 是 4 :一 
(CAFE) 二 A 一 局 十 六 'E) 1A II， 如 果 P4TE)< 1， 则 4 十 已 就 是 可 道 息 阵 ， 且 我 们 可 以 
把 (十 47 靖 ): 写 成 4 ' 玉 的 袜 级 数 ， 这 就 给 出 


A {AE = A IPATE A = DDNcA EAL. 
k= k= | 


因此 ， 关 于 这 个 误 益 的 精 靖 公式 ， 


A 一 (41E)7= DC 一 CATE)A7' ,如 果 p(A IE) < 之 1. (5. 8. 1) 


现存 假定 |* 但 给 定 的 矩阵 范 数 ， 且 假定 | 4 一 已 lc<1， 央 而 特别 有 p(4 1E)<<1 和 (5. 8.1) 
成 立 ， 于 是 


1” ar 


Se pan)| 
k=1 
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[a 


< DAFF 1 | 
由 此 得 出 ， 求 逆 过 程 由 所 引起 的 相对 误差 的 一 个 上 界 是 
[4 — A mal 如 果 | 4 三 | < 1 (5. 8, 2) 
14 一 | 生生 下 
5 | 
且 有 估计 式 
LE -4 Al/1ab 
4 7 | =ia El 1 TATAd ed 1AbD 
数 


14-'|14 上 | 如 果 信 是 非 奇异 矩阵 ; 
| (5. 8. 3) 


: 如 果 入 是 奇异 和 矩阵 “ 
称 为 纸 阵 逆 关 于 短 阵 范 数 | ， | 的 条 件数 .注意 wxCA) 一 | 4 A 全 | 421A 中 =| | 实 1 对 任意 矩 


阵 范 数 都 成 立 . 
利用 这 个 记号 ， 有 估计 式 
[A -AT «(A) El 


= :如 果 上 | 五 让 4 一 站 < 1， (5. 8.4) 
Er 


它 用 数据 的 相对 误差 表示 矩阵 逆 的 相对 误差 的 界 。， 对 小 的 ;E11， 石 边 为 数量 级 «CA) 浊 EWA， 
所 以 有 充足 的 理由 相信 ， 只 要 x(A} 不 很 大 ， 滤 阵 首 的 相对 误差 与 数据 的 相对 误差 就 为 同一 个 
数量 级 ， 为 了 求 道 的 实际 需要 ， 如 果 *(4) 较 大 ， 称 4( 关 十 矩阵 范 数 | ,由 为 病态 的 或 坏 条 件 
的 ; 如 果 <(4) 较 小 (接近 二 1)， 就 称 4( 关 于 矩阵 范 数 | .由 为 良 态 的 ; 如 果 CA) 一 1， 就 称 六 
《关于 范 数 | * |) 为 优 态 的 ， 

在 来 用 的 范 数 是 赠 范 数 的 普通 情形 ， 条 件数 有 一 个 有 趣 的 几何 特征 ， 设 8 及) 表示 当 xz 和 
3 及 遍 所 有 正 交 单位 向 晤 侦 时 向 量 4z 与 Ay 间 的 最 小 角 . 利用 赠 范 数 ，x(4) 一 cotLg(A)72]. 
因此 , 若 44 是 本 年 阵 ， 则 多 A) 一 mA2 昌 cot(rr4) 一 1 一 kw(4)， 车 4 近乎 奇异 矩阵 ”， 则 有 某 个 
止 交 单位 疝 基 偶 zr，y， 使 得 Ax“ 儿 乎 平行 "于 4y，84) 就 会 很 小 ,而 <f4)=cot[904)73 就 
会 很 大， 徐 知 详情 ， 清 参看 例 (7., 4. 26). 

练习 证明， 如 果 AEM, 可 道 ， 则 tA)=kxtA-1), 

练习 证明， 如 果 忆 ，VE MM 是 西岳 阵 ， 上 采用 法 范 数 (或 者 任何 其 他 西 不 变 范 数 )， 骨 
KA 二 Kk(UAD) 一 x( 和 二 x(UAV)， 因 此 ,一 个 给 定 算 阵 的 西 亚 挽 不 会 使 它 比 原 有 的 性 态 讽 加 
病态 ， 这 个 论断 为 许多 稳定 数值 线性 代数 算法 莫 定 了 基础 . 

练习 ”证明 总 有 xCAB)AEx(A)x(B)，x(，) 是 M, 上 的 矩阵 范 数 或 向 量 范 数 吗 ? 

利用 上 述 这 些 条 件 同 样 可 以 对 线性 方程 组 解 的 精确 性 给 出 先 验 的 界 . 假定 希望 解 方程 组 

Ar=b,AEMIEEC C5. 8. 5) 

但 基 ， 册 为 计算 上 的 误差 或 数据 不 精确 ， 实 际 上 是 解 方程 组 
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240 种 5 全 


(CATE)F=B, AEEM.HEC'. (5, 8, 6) 
关于 误差 x 一 人 ， 可 以 说 些 什 么 呢 ? 
如 果 玉 足够 "小 "， 使 得 ocA7 ED)<1， 则 根据 (5.8.1) 有 
r—i=AB—(ATE b=[A'— A+E) 1]5 
= > (一 DTEJA b= (1A 1E)'Y. 


k=1 开工 了 


如 果 || "| 是 矩阵 范 数 ， 且 1A-'E 1<1， 又 如 果 "是 相 容 向 量 范 数 ， 则 关于 误差 的 范 数 的 上 


界 是 
1x-z| < DA ‘Ep iz) =- A El | il. 
1 下 48 
关于 相对 误差 ， 这 说 明 ， 如 果 | A :Ei<1， 且 外 ,| 是 与 矩阵 范 数 | .| 相 容 的 矩阵 范 数 ， 则 


Ir—ih [AE 
jxzl ”1 一 4 
值得 注意 的 是 ， 这 与 关于 炬 阵 逆 的 相对 误差 的 上 界 (5. 8.2) 是 相同 的 ， 及 与 线性 方程 组 的 右边 
5 无 关 . 
利用 4 的 条 件数 ， 用 来 推导 (5. 8. 4) 的 证 明 间 样 可 以 证 明 ， 如 果 上 A 中 El<<1， 且 向 量 范 
数 上 .中 与 短 阵 范 数 | ] 相 容 ， 则 <5. 8. 5) 的 解 的 相对 误差 有 和 
rer. kK(A) 


(5. 8. 7) 


[x < Ta et (5. 8. 8) 
无 论 采 用 什么 算法 来 解 线性 方程 组 (5. 8. 5) ， 它 的 解 的 相对 误差 与 其 系数 矩阵 的 送 的 相对 误差 


有 相同 的 界 . 
像 标准 线性 方程 组 (5. 8.5? 的 系数 怨 阵 A 的 元 素 -- 样 ， 它 的 右边 65 的 元 素 也 可 能 产生 误差 ， 
影响 方程 组 的 解 ， 于 是 想 用 
(4 十 杞 ) 六 一 5 十 e (5. 8. 9) 
代替 (5. 8.6)， 其 中 EEBM 和 e EC 看 成 是 "小 "的 数据 误差 . 
采用 相同 的 方法 ， 在 关于 (5. 8. 8) 的 相同 假设 下 ，( 如 果 5s40) 求 得 (5. 8. 5) 的 解 与 (5. 8. 9) 
的 解 之 阿 的 相对 误差 为 
上 ez) nCA) lun lle 
Ee zn Em APA 1 一 ee 
这 样 ， 相 对 误差 界 有 两 项 ， 一 项 是 关于 系数 矩阵 4 的 相对 误差 界 ， 一 项 是 关于 有 边 & 的 相对 误 
差 界 ， 在 确定 关于 解 误差 的 界 对 数据 误差 的 界 的 灵敏 度 方 面 ， 条 件数 *(4) 仍 然 起 着 决定 性 的 
作用 . 
至 此 ， 我 们 的 所 有 估计 式 都 有 一 个 先 验 的 误差 界 ; 它们 不 涉及 所 计算 出 的 解 或 者 由 它 导 出 
的 任何 量 ， 但是， 假定 通过 计算 已 经 求 出 方程 组 (5, 8. 5) 的 某 个 " 解 "*r， 恰 好 有 A 上 = 的 情形 
往往 是 不 可 能 的 ， 不过， 可 以 从 剩余 向 量 r 三 b 一 A 了 得 到 2 与 真 解 x 如 何 接近 的 估计 式 ， 因 为 
4 一 4 [6 一 A2] 二 A "6 一 二 z 一 ?， 所 以 有 简明 的 界 上 x 一 主 | 才 A-'r 上 ， 如 果 上 | "| 是 与 
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向 量 范 数 :| 相 容 的 矩阵 范 数 ， 则 我 们 有 15 上 = 1 Az| 科 | 4 xl ， 或 者 当 6 关 0 时 ，] 所 
上 AZ El ,因而 


|x—z A2| 县 < iat 


AN = Al 时 生 11 


因此 ， 如 果 5 基 0， 计 算出 的 了 (适合 A3 二 4 一 r) 与 真 解 (适合 Az 一 玉 间 的 相对 误差 丰 界 


| oz 二 > 上 | 
Tz (A) ToT (5, 8,11) 


其 中 ， 假 定 用 来 计算 条 件数 &(4A) 的 矩阵 范 数 是 与 向 量 范 数 "中 相 容 的 对 于 良 态 问题 ， 解 的 
相对 误差 不 会 比 剩余 向 量 的 相对 大 小 (更 ) 坏 ; 对 于 病态 问题 ， 即 使 计算 出 的 解 产生 一 个 小 的 番 
余 向 量 ， 它 仍然 可 能 与 真 解 相差 很 大 . 

关于 误差 的 范 数 估计 的 最 后 一 个 注释 ， 我 们 指出 ， 本 节 所 导出 的 各 个 上 界 仅仅 是 上 可 而 
已 ， 尽 管 上 界 可 能 很 大 ， 但 是 实际 误差 仍然 可 能 很 小 ， 这 些 界 的 一 个 共同 特征 是 它们 的 保守 
性 ， 它 们 给 出 的 误差 界 对 许多 问题 未 免 太 艇 统 了 ， 但 是 ， 如 果 一 个 有 适当 阶 数 的 矩阵 A 具有 
适当 大 小 的 各 元 素 ， 且 有 较 大 的 条 件数 ， 则 4 “一 定 有 某 些 大 元 素 ， 于 是 ， 对 下 述 理由 多 加 考 
虑 是 有 益 的 . 

如 果 Az 二 5p， 上 且 令 C= 一 [cj=4  ， 那 么 ， 关 于 元 与 微分 恒等式 .一 0 便 得 恒等式 

是 =， i = 1 2， 《5. 8. 12) 

另外 ， 把 C=4 :看 成 4 的 亢 数 ， 则 它 的 各 元 只 是 A 的 各 元 的 有 更 函数 ,因而 可 微 ， 恒 等 

式 CA=[ 表 上 明 ， 对 所 有 i，9=1，…，n， 有 


内 而 
DE 十 人 see 上 =- 计 宅 an | oacs 一 0， 


3 En =— dt,» tj 让 二 1 
现在 关于 a 微分 恒等式 x 一 3 使 得 
名 = 了 0, = DD Beenr, 


-了 [> 
-TI 上 


机 一 一 > 二 一 
dy “| 2 Bacy jz 站 二 二 


9 二 p=1 


它 是 恒等式 


这 =- ,Dewb,, (5. 8.13) 


因此 ，(5, 8.12) 和 (5. 8. 13) 同 时 提醒 我 们 ， 如 果 C= :A- ! 有 相对 大 的 性 意 元 素 ， 则 解 x 的 
某 个 元 素 对 和 A 的 某 些 元 素 的 扰动 就 可 能 在 难以 避免 的 较 大 灵敏 度 . 


242 EE 


避 题 
1. 证 明 非 奇 措 正规 定 阵 的 了 闻 关于 谱 范 数 的 条 件数 是 
xc 一 004)p04 1) = | hr A) /Ann (A) |， 


1 一 ] 
A=| |e>。 
一 1] 1 十 s 


2. 求 定 阵 


的 特征 值 和 道 矩 阵 ， 证 明 ， 当 s_-*0 时 ， 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 之 比 为 数量 级 ,， 试 用 


习题 1 证 明 ， 关 于 谱 范 数 有 xfA)=(Ks !) 证明， 关于 任意 范 数 有 kx(a)=O(e !)， 因 市 对 于 
求 道 来 说 ，A 是 病态 的 .试用 上 :的 显示 形式 证 明 ， 对 任何 范 数 有 x(4) 一 COKe-1)， 
3. 求 矩阵 


B= | |s>。 
1 ”1 十 
的 特征 值 和 道 短 阵 ， 证 明 ， 当 se-*0 时 ，B 的 最 大 特征 值 与 最 小 特征 值 之 比 为 数量 级 1， 但 是 证 
明 ， 关 于 任何 集 阵 范 数 有 «CB 二 DC")， 轩 而 当 e-*0 时 ， 对 于 求 道 来 说 ，B 是 病态 的 ， 由 此 
可 知 ， 最 大 模特 征 值 与 最 小 模特 征 值 之 比 不 -- 定 是 非 正规 矩阵 的 条 件数 . 

4, 矩阵 道 的 条 件数 <(4) 依 赖 于 所 采用 的 所 阵 范 数 ， 介 是 可 以 证 明 ， 所 有 条 件数 在 下 述 意 
义 下 是 等 价 的 : 如 果 CA) 二 上 A 各 上 1 且 w 二 1A- 避 下 4 上 ， 则 存在 有 正常 数 C。 和 Cw 使 
得 

CsA) Ep AD SE Crs CA) 
对 所 有 AAE IM 成立 . 

5. 让 有 明 。 关 于 谱 范 数 ， 答 个 西 和 捧 阵 UU 对 于 求 逆 是 优 态 的 [x(0) 二 1]， 但 是 ， 如 朵 采用 4 
沪 数 ， 答 个 内 答 阵 UE MM 的 条 件数 x (US) 是 

6. 证 明 ， 对 任意 非 奇 异 符 阵 AE M, 和 任意 矩阵 范 数 有 kx(A) 闻 CA OA) 
tmax 和 min 在 这 种 情形 是 指 特征 值 的 极 大 模 和 极 小 模 )， 因 此 ， 如 果 这 个 特征 值 的 比 是 大 的 ， 
则 该 矩阵 对 于 求 道 -- 定 大 病态 的 ， 而 不 管 玄 是 理 为 正规 失 阵 ， 但 是 习题 3 说 明 ， 如 果 和 矩阵 不 是 
正规 阵 ， 即 使 这 个 比 不 大， 它 仍 可 能 是 病态 的 ， 

7?, 试 对 界 (5. 8.8) 的 推广 (5,8.10) 给 出 详细 证 明 ， 当 e==0 时 ， 界 (5.8,10) 就 简化 成 
(5, 8. 8). 

8. 设 + 是 C" 中 的 单位 向 量 ， 且 没 人 >0， 证 明 A 二 1 十 4xx "是 Hermite 矩阵 ， 且 有 (x 一 1) 
重 特征 值 1 和 特征 征 1T1， 证 明 ， x(4) 二 1 关于 谱 范 数 )， 于 是 ， 这 给 出 了 产生 可 道 矩阵 
的 简单 方法 ， 且 使 该 矩阵 具有 有 办 元 素 和 任意 大 的 条 件数 为什么? 

9. 设 日 基 习 题 3 中 的 矩阵 ， 疤 虑 具有 精确 解 了 一 [ 1] ，0]7 的 线性 方程 组 Bx 二 [1，1]7 及 其 
近似 解 * 二 [1 十 se ，*，e !:]*， 证 有 明 ， 当 se 一 0 时 ; 剩余 向 二 的 相对 误差 为 上 rb = 
Ole )>0; 但是 ， 当 er*0 时 ， 解 的 相对 误差 为 | zx 一 | /xz 一 Qe-"?)->co， 这 样 ， 有 大 
误 状 的 近似 解 可 以 产生 小 的 剩余 向 音 ， 试 用 界 (5. 8. 11) 来 说 明 . 

10. 如 果 det A 是 小 的 (或 大 的 )，x(A) 就 一 定 大 吗 ? 提示 : 考虑 4 一 TENM 
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< 拉 1 有 更 强 的 限制 不过， 即使 较 强 的 假设 条 件 被 满足 、(5. 8. 2) 仍 然 可 以 给 出 比 (5. 8. 4) 较 好 
的 上 界 ， 试 用 下 =s*4，0<e<<1， 作 出 说 明 . 
12， 如 果 方 程 (5. 8.5) 和 (5. 8.6) 用 
AX—B 和 (A 十 EX-8B 
来 代替 ， 其 中 ,A 六，EEM,， 而 六，BE Mx， 求 关于 界 (5. 8.7) 和 (5.8.8) 的 类 似 界 ， 考 虑 让 一 
n 和 吾 - 工 的 特殊 情形 ; 这 有 助 十 “说 明 ” 为 什么 (5,8.2) 中 与 (5.8.7) 中 的 上 界 是 相同 的 吗 ? 

13. 我 们 已 经 导出 的 矩阵 逆 的 误差 的 各 个 界 部 依赖 十 (5.8.1)， 它 要 求 pt4 'E) 必 1. 证 

明 ， 如 果 有 和 及 十 玉 都 是 是 道 矩 阵 ， 则 不 论 六 'E 的 阶 数 如 人 柯 ， 
A CrslATIkA+rE | iEl 
对 任何 矩阵 范 数 1* | 部 成 立 ， 担 示 : 证 明 A (A+E) 1! 一 (A 二 FE) :EA '. 

14. 或 许 被 引用 得 最 多 的 病态 矩阵 的 例子 是 财 有 ,三 17 十 7 一 1 定义 的 Hilbert 和 给 阵 三, = 
[h,]E M,， 证 明 日, 关于 谱 范 数 的 条 件数 是 用 ， awkow | 给 出 的 ， 其 事实 是 日 , 的 条 件数 是 
渐 近 地 等 于 ce"， 其 中 常数 c 大 约 是 3.5， 另 一 个 各 实 是 当 六 >22 有 时 PC 再 ) 一 r 十 人 L1 (leg 7 站]， 
我 们 有 六 间 中 一 5X10:，x(He~ 1,5X107 和 AH 5Xx10"， 说明， 即使 11, 的 各 元 都 - 
致 有 界 [pCH,) 不 是 很 大 ， 为 什么 昌 , 还 是 坏 条 件 的 . 

15. 如 时 采 用 谱 范 数 ， 证 明 kx(4 4)=e0AA4 ) 二 [gC 有 A) 对 ， 试 说明 ， 为 什么 采用 数 信 方法 
解 4 Az 一 y 的 问题 可 能 不 会 比 解 4x 一 < 的 问题 直 正 来 得 容易 . 

16. 没 AE JM, 是 非 奇 异 捧 阵 ， 试 用 (5.6) 节 37 题 中 的 不 等 式 证 明 w(t) 汪 上 | 一 8B 对 
任 一 奇异 矩 阵 BE MM 成立， 这 里 | 。 | 是 任 一 记 阵 范 数 ， 而 <() 旺 相应 的 条 件数 ， 这 个 下 界 可 
以 用 来 证 明 一 个 给 定 矩 阵 A 是 病态 的 . 

17. 设 A 二 [a, jE M, 其 所 有 ua 天 0 的 上 “一角 矩阵 ， 斌 用 习题 16 让 明 关 主 模 大 行 和 范 数 区 
条 件数 有 下 界 
4 
Dn le 

进一步 阅读 ”在 解 线性 方程 组 时 求 误 差 的 先 验 界 的 问题 已 是 数值 线性 代数 的 一 个 中 心 问 
题 ; 见 [Stej, 


(CA) 六 


第 6 章 ”特征 值 的 估计 和 扰动 


6.0 导 引 


对 角 给 阵 的 特征 值 是 很 容易 确定 的 ， 并 且 钴 阵 的 特征 值 是 其 诸 元 案 的 连续 两 数 ， 干 是 ， 我 
们 自然 要 间 ， 如 果 矩 阵 的 非 对 角 元 相对 二 主 对 角 元 是 “小 ”的 ， 那 么 ， 关 于 它 的 特征 值 ， 我 们 是 
否 能 够 说 出 任何 有 用 的 结果 来 ， 这 样 的 佐 阵 的 确 在 实际 中 出 现 ， 由 数值 离散 化 补 贺 型 偏 微 分 方 
程 的 边 值 问 题 得 来 的 大 线性 方程 组 就 可 能 具有 这 种 形式 . 

在 某 些 涉及 一 个 振动 系统 的 长 期 稳定 性 的 微分 方程 问题 中 ， 人 们 感 兴趣 的 往往 是 要 证 明 一 
个 矩 媳 的 所 有 特征 值 都 位 于 左 半 平 面 内 ， 即 Reth,)<0， 而 在 统计 学 或 数值 分 析 中 ， 人 们 有 时 
需要 证 明 Hermite 矩阵 是 正定 的 ， 即 所 有 六 0. 

有 时 我 们 想 在 一 个 容易 刻 化 的 有 界 集 上 入 计 一 个 矩阵 的 特征 秆 ， 我 们 知道 ， 矩 阵 A 的 所 
有 特征 值 都 位 于 复 平面 上 中 心 在 原点 ， 半 么 为 | A 的 圆 盘 中 ， 其 中 |, 几 是 任意 矩阵 范 数 ， 然 而 ， 
能 香 帅 更 准确 的 帖 计 区 域 做 出 比 这 更 好 的 估计 ， 使 得 该 区 域 肯定 包含 或 不 包含 这 些 特征 值 呢 ? 
我 们 将 会 看 到 ， 这 是 能 够 做 到 的 ， 

最 后 ， 假 定 确实 知道 A 的 各 特征 值 ， 交 假定 A 必然 会 产生 扰动 4A.> 太 十 EE 这 时 ， 特 征 秆 
如 何 变 化 呢 ” 因 为 A 的 特征 值 是 和 的 各 元 的 连续 函数 ， 所 以 有 理由 相信 ， 如 果 扰 动 秆 阵 玉 有 
一 个 足够 小 的 变化 ， 则 特征 值 不 会 有 太 大 的 变化 ， 但 是 需要 有 准确 的 界限 ， 以 便 知道 在 每 种 情 
拒 下 怎样 小 才 是 所 谓 的 "小 *， 这 里 的 基本 问题 与 (5. 8) 节 中 相同 ， 在 那里 ， 我 们 讨论 了 线性 方 
程 组 的 解 对 数据 扰动 的 灵敏 度 ， , 


6.1 Gersgorin 贺 盘 

如 果 AAEM,， 总 可 以 把 丰 写 成 A=D 十 B， 其中, 喇 =diagCan，…， dw) 正 好 是 六 的 主 对 
骨 部 分 ， 而 8 有 和 零 主 对 角 线 .和 如 果 对 任意 se€EC, 邻 A 汪 DeB, 则 A=D, 而 Al=A，A,== 
也 的 特征 值 是 容易 确定 的 : 它们 恰好 是 复 平 面 中 的 点 a1;，…，a。。 我 们 有 理由 推测 ， 如 果 。 
足够 小 ， 则 A, 的 特征 值 将 位 于 点 cu ，…，aum 的 某 些 小 的 邻 城中 ， 下 述 定 理 ( 常 称 为 Gersgorin 
圆 盘 定 理 ) 使 这 个 论断 更 为 明确 : 确实 存在 某 些 以 点 a 为 中 心 的 容易 计算 的 圆 盘 ， 它 们 肯定 包 
含 诸 特征 值 . 
6. 1, 1 定理 (Gersgorin) 设 A=[a,]EM,， 义 设 

R'(A) = y， |@ 1，1 过 ;过 
表示 A 的 各 去 心 绝对 行 和 ， 则 A 的 所 有 特征 信者 位 于 个 国 盘 的 并 
Usecilx a, | 之 RAT ECGCA) 《6. 1, 21 

中 ， 此 外 ， 如 果 这 ?个 圆 盘 中 有 去 个 之 并 形成 一 个 连通 区 域 ， 月 它 与 所 有 余下 的 半天 个 圆 盘 
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者 不 相交 ， 则 在 这 个 区 域 中 恰好 有 4 的 二 个 特征 利 ， 
证 明 : 设 4 是 A 的 特征 值 ， 晶 假定 4Ax==Xx， z= 二 [x,] 了 0，z 有 一 个 元 素 具 有 最 太 的 绝对 
值 ， 人 酌 如 ， 浊 所 有 i 二 1 2 nn |x| 空 | 工 | ， 且 zx; 隆 0， 十 是 Ax 一 A 的 候 定 说 明 


AT Lar, 一 [4 1, 一 Pay,, 
1 1 
它 等 价 十 
pf 一 app 一 ae 


J 一 1 
Tp 


浪 一 方面 ， 王 角 不 等 式 使 我 们 得 出 ， 


对 起 IT 
le = | Dens, Eo ia |= DD) |as || x | 
1 ;2 可 
| re | >» | am [= | .ceo R;. 
/=] 


因而 ， 对 某 个 p，| 4 一 ar | 安生: 即位 于 中 心 为 6&6,， 六 径 为 及, 的 闭 圆 盘 中 ， 因 为 不 知道 
哪个 p 适合 每 个 特征 值 4( 除 非 知 道 相应 的 特征 向 量 ， 要 是 这 样 ， 我 们 就 准确 地 知道 了 %*， 沈 量 
可 能 对 确定 不 感 兴趣 }， 所 以 只 能 得 出 . 位 于 所 有 这 些 贺 盘 的 并 中 ， 它 就 是 区 域 (6. 1. 2). 

为 了 证 明定 理 的 第 二 个 论断 ， 记 A 二 DD 十 8B， 其 中 D 一 diagtow，…， dm )Y)， 且 今 和 三 万 十 
eB， 注 意 ，R' (A,) 二 Ri(eB) 二 eR; (A}， 为 方便 想见， 假定 前 * 个 圆 胡 


上 


U {EcC:|l -a |&R’) 


+ 一 上 


形成 连通 区 域 (%， 且 它 与 余下 的 "一 & 个 圆锥 组 成 的 补 区 域 Gt 不 相交 ， 即位 二 GLA} \ G， 值 
得 指出 的 是 ， 对 所 有 esEL0，1] ，4., 的 前 二 个 圆 盘 的 并 


Ga) fzEC:| 2 a :RA) = eR CN)) 


包含 在 连通 集 GG 三 G,(1) 中 ， 不 过 ， 对 所 有 这 样 的 es，G(e) 可 能 本 身 不 是 连通 集 ， 另 外 ， 补 区 
域 Ce) 一 Ce \ Gi(e) 中 没有 一 个 与 G; 相交 ， 对 于 每 个 i 一 ]，…。 上， 考虑 特征 值 4.(A,) 一 
in 以 及 ,4.)，s>0. 因为 特征 值 是 4 诸 元 的 连续 函数 ( 见 附录 D)， 又 因为 对 所 有 ecE [0，1] 都 有 
(ADEG(eCG 所 以 每 个 (A,) 通 过 GG 中 由 人 4 (4.) :0 过 s 委 1) 给 出 的 连续 曲线 与 某 个 人 
CA) 二 4,(A) 相 连结 ， 对 于 每 个 a€[0，1]， 得 知 ， 在 Co (e) 中 笠 少 包含 A 的 点 个 特征 值 ， 但 
是 ，G《e} 中 A 的 特征 值 区 不 会 多 于 类 个 ， 这 是 因为 ，4 的 其 余 一 上 个 特征 值 作 为 一 些 连 续 
曲线 的 起 点 落 在 连通 集 人 Ge 以 外 ， 而 其 终点 肯定 在 社区 域 个 内 ; 因为 连续 性 和 连通 性 (这 是 关 
于 连续 哎 数 的 中 间 值 定理 )， 它 们 不 可 能 跳 越 G; 与 G, 之 间 的 空 阶 . [Cr 

(6.1.2) 中 的 区 域 GCA} 常 常 称 为 A 的 (关于 行 的 )Gersgorin 区 域 ; GCA} 中 的 各 个 圆 盘 称 
为 Gersgorin 圆 盘 ， 且 这 些 贺 肯 的 边界 称 为 Gersgorin 圆 ， 因 为 A 和 A' 有 相同 的 特征 值 ， 为 
了 得 到 用 去 心 绝 对 列 各 


OA) 三 > | ds 
7 
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描述 的 且 和 包含 4 的 各 特征 值 的 区 域 . 可 以 把 Gersgorin 圆 盘 定理 应 用 于 A: ， 得 到 关于 列 的 
Gersgorin 山 盘 定理 ， 


.1.3 推论 如 果 A=[LajEad， 则 4 的 所 有 特征 值 都 位 于 = 个 赔 盘 的 并 
U (xEC:| za {SO})= GA (6, 1. 4) 


中 ， 此 外 ， 如 果 这 些 贺 盘 中 的 个 之 并 形成 一 个 连 道 区 域 ， 且 与 所 有 其 余 "一 上 个 贺 盘 不 相交 ， 
则 在 这 个 区 域内 恰好 有 44 的 上 个 等 征 值 . 
练习 证 明 ，4 的 所 有 特征 值 都 位 于 区 域 (6. 1. 2 和 (6. 1. 3 的 交 中 ， 也 就 是 说 ， 它 们 位 于 
GCC4) 门 G0A7) 中 。 试 用 具有 二 11 的 3X3 矩阵 fa, ] 来 说 明 . 
内 为 A 的 所 有 特征 秆 都 位 于 (6. 1.2) 和 (6.1,4) 这 两 个 区 城中 ， 所 以 A 的 最 大 模特 征 值 也 
在 其 中 ， 存 CCA) 的 第 ;个 圆 盘 中 ， 离 原点 最 远 的 点 有 模 
la [+R 一 2 ila, 


r= 


因而 这 些 值 的 最 大 者 一 定 是 A 的 最 大 模特 征 秆 的 一 个 上 界 ， 当 然 ， 类 似 的 论述 也 可 对 绝对 列 
各 作出 ， 


6.1.5 推论 如 果 A=[a EM,， 则 
p(A) 所 min{ max D) | a | ， max | as 1}. 

这 个 结论 是 我 们 意料 之 中 的 ， 内 为 它 是 说 ， pt 过 | 4 4, 和 | Ar 1. ‘机 大 绝对 行 和 落 数 和 
极 大 绝对 列 和 范 数 )， 且 这 个 不 等 式 对 任意 和 矩阵 范 数 成 立 ， 但 是 ， 有 趣 的 是 ， 这 个 结论 有 一 个 
本 质 的 几何 推论 . 

因为 只 要 5 是 可 闭 矩 阵 ，S 'AS 与 4 就 有 相同 的 特征 伟 ， 所 以 可 以 把 Gersgorin 定理 应 用 
寺 3 'AS; 也 许 对 5 的 某 个 选择 ， 所 得 到 的 界 可 能 更 准确 ，-- 个 特别 方便 的 选择 是 S= 了 = 
diag( Pi pe pn)， 其 中 所 有 p>0， 容 易 算出 ，D TAD=[ pa, ip,]. 把 Gersgorin 定理 
应 用 于 五 “4 和 它 的 转 置 便 得 到 下 面 的 推论 . 
6.1.6 推论 设 A=[a,]E€M,，H 几 设 p;，ps。…，p, 是 正 实数 ， 则 人 的 所 有 特征 值 位 于 区 域 

U (zee le bi as | |= GD 4D) 


中 ， 同 时 也 位 于 区 域 


U [sec ra, [Sp | a, 上 = GL(D1AD)"] 
了 一 | 1 一 上 5 


中 


由 
1 1 
短 阵 A=| 。| 有 特征 值 1 和 2， 接应 用 Gersgorin 定理 只 给 出 特征 信 的 一 个 相当 类 中 


的 估计 (图 6. 1. 7a) ， 而 后 一 个 论断 中 的 备用 参数 却 为 得 到 特 钙 们 的 一 个 令 人 满意 的 售 计 提供 
了 很 大 的 灵活 性 (图 6. 1. 7b). 
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(a) 
网 6.1.7 
练习 ”考虑 矩阵 
7 —16 8 
4 一 | 一 16 了 | 


L 8 一 8 -5] 

试用 Gersgorin 定理 情 计 一 下 A 的 特征 值 以 及 及 的 谱 半 径 ， 然 后 普 虚 也 'AD， 其中, 品 = 
diagtp1，pPr，p;)。 并 有 是 在 你 的 特征 值 司 计 中 ， 看 -看 能 否 作 出 什么 改进 ， 最 后 ， 计 算出 实际 
的 特征 值 ， 试 对 你 所 作 估 计 的 好 坏 给 一 个 评价 . 

练习 ” 证明， 及 的 每 个 特征 值 位 十 集合 门 G(CD 14DD; 中 ， 其 中 交 服 沉 上 只 具有 下 主 对 负 学 
的 所 有 对 角 和 矩阵 . 

我 们 也 可 以 利用 引进 自由 参数 的 思想 得 到 关于 谱 半 径 恼 计 (6. 1. 5) 的 更 一 般 的 形式 . 
6.1.8 推论 设 A=[a,]EM,， 则 


. ， ] 总 
(A mi x ,i 
PA ,Mn, A 


. Ll 1 
P(4) ,min max p, 2 ll 
练习 证 明 推 论 (6. 1, 8)， 
Fa 
练习 设 A=|。 |， 其 中 a 入 “和 4 全 为 实 正 数 


(a) 用 直接 计算 求 出 一 个 有 具体 的 对 角 短 阵 万， 使 得 | 访 :4 方 | 二 mins ED 14D 册 ， 其 中 
极 小 到 遍 只 具有 下 主 对 角 元 的 所 有 对 角 算 阵 . 

(hb) 计算 和 D7 14D 二 

(c》 起 接 计 算 pCA). 

(d) 指出 r=p(A). 

以 后 将 证 明 ， 如 果 A 旺 任 意 一 个 *XPm 正和 矩阵 (或 更 一 般 地 为 不 可 约 盾 阵 机 非 负 矩阵 ) ， 则 
D'AD 的 极 太 行 和 在 所 及 上 到 极 小 一 定 等 十 谱 半径 ， 这 对 一 般 情 形 不 成 立 ， 
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练习 孝 虑 4 一 | ， 。|， 证 明 ， 对 具有 正 A 和 的 所 有 Ddiag(ps， ps)、p(A)< 
| 


min| D 1AD| . 

如 果 有 关 十 一 个 矩阵 的 某 些 附 加 信息 ， 它 要 求 特征 值 位 于 (或 不 位 十 } 茶 些 集 合 中 .有 那 么 . 
可 以 利用 这 个 信息 以 及 Gersgorin 定理 给 出 特征 值 的 更 为 准确 的 估计 ， 例 如， 如 果 4 是 
Hermite 年 阵 ， 则 4 的 特征 值 一 定 都 是 实 的 ， 内 而 它们 一 定位 于 集 R 人 GCA) 中 ， 它 是 实 闭 过 


间 的 有 限 并， 
绒 习 ”关于 斜 Hermite 矩阵 的 特征 值 的 估计 你 能 说 些 什么 y 基于 西 生 阵 呢 ? 关于 实 正 交 于 
阵 呢 ? 


内 为 一 个 华 阵 是 可 递 的 当 且 仅 当 0 不 是 其 特征 值 ， 所 以 . 值得 研究 的 是 导出 从 包含 特征 什 
的 已 知 区 域 中 去 掉 原 点 的 条 件 . 


6.1.9 定义 设 轧 二 [a,]EMM， 挫 阵 A 称 为 对 角 占 优 的 ， 是 指 


[a | 2 | |= ER 

7 1 
对 所 有 i 一 1，…， 1 成 立 ， 称 4 为 严格 对 角 占 优 的 ， 足 指 
Ia l> Di |=R 

2- 


对 所 有 i 二 1，…， 成立 

从 位 置 几何 学 可 知 ， 如 果 A 是 严格 对 角 占 优 的 ,0 不 可 能 位 十 任何 闭 Gersgorin 出 盘 中 
另外 ， 如 内 所 有 主 对 舶 元 a 者 是正 实数 ， 则 每 个 辣 强 实际 虐 位 十 开 有 半 面 内 ; 如 果 点 还 是 
Hermite 折 阵 ， 则 特征 值 一 定 都 是 正 数 ， 把 这 些 论断 总 结 为 下 述 定 理 ， 其 中 Ca) 部 分 称 为 Levy- 
Desplangues 定 埋 [ 见 推 论 (5. 6, 17)1]. 


6.4.10 定理 设 A 一 [oa,]EM, 是 闫 格 对 第 占 优 的 ， 那 么 

(a) A 是 可 泛 和 矩阵 ， 

(b》 如 果 六 的 所 有 主 对 角 元 都 是 正 数 ， 则 A 的 所 有 特征 值 都 有 正 实 部 . 

(tc) 如果 和 是 Hermite 册 阵 ， 有 日 六 的 所 有 主 对 角 元 都 是 正 数 ， 则 A 的 所 有 特征 值 都 是 正 
实数 . 

1 1 1 1 

练习 “ 察 | 和 。 | 说明 仅 有 对 角 占 全 性 质 还 不 旦 以 确保 可 和 性 ， 并 且说 
严格 对 角 占 优 性 对 可 着 性 不 是 必要 菜 人 

利用 推论 (6. 1. 6) 的 备用 参数 ， 作 为 可 逆 性 的 充分 条 件 的 严格 灶 角 占 优 性 假设 可 以 稍微 放 
宽 -此 . 


6.1.11 定理 设 A=[a,]EM, 的 所 有 对 角 元 非 零 ， 瑟 A 是 对 角 占 优 的 ， 又 除了 ;一 1，…，， 
的 一 个 值 以 外 ， 对 所 有 其 他 的 值 有 | 4a, i 六， 则 A 是 可 道 矩 阵 ， 
证 明 : 假设 条 件 是 说 ， 对 某 个 上 | da | 二 Ri， 且 对 所 有 ik，| a | 全民， 在 (6.1.5) 


a 
Ho 
Ea 
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中 ， 对 所 有 ;二 设 如 =1， 且 设 ps 二 1 十 ee 守 0， 于 是 ， 对 任意 8 泪 0， 


Lp le 1 二- Rt < | eau |, 


J] 


且 对 所 有 ?Es 
2 Dp, 1as |= Rtelasl. 


但 是 ， 因 为 R'< | a | 对 所 有 二 成 立 ， 所 以 选择 充分 小 的 ec>0， 使 得 Re | ax | 之 | a, | 

对 所 有 :关上 成 立 ， 因 此 ， 根 据 推论 (6. 1.6)， 点 xz 二 0 在 G(D"1AD) 之 外 ， 因 而 A 必定 是 本道 

矩阵 . 口 

Gersgorin 定理 及 其 各 种 变形 给 出 了 A 的 特征 值 的 各 种 包含 区 域 ， 这 些 区 域 只 依赖 于 4 的 

诸 主 对 角 元 以 及 各 非 主 对 角 元 的 绝对 值 。 利用 S AS 与 4 有 相同 的 特征 值 的 事实 ， 可 以 得 出 
{6.1.6)， 并 日 得 出 闭 集 

门 G(D2ADP)， 万 = diag(p 加 )， 所 有 pp: 计 0 《6. 1. 12》 


包含 AE 则 ,的 所 有 特征 值 的 结论 ， 我 们 知道 ， 如 果 可 以 采用 比 对 角 相 似 更 复杂 的 相似 ， 就 有 
可 能 得 到 包含 特征 值 的 更 小 的 区 域 ， 但 是 ， 如 果 只 局 限于 对 角 相 做 ， 并 且 只 限于 利用 主 对 角 元 
以 及 非 对 角 元 的 绝对 值 . 能 否 设法 得 到 比 (6. 1, 12) 更 好 的 估计 呢 ? 

回答 是 否定 的 ， 其 理由 如 下 : 设 = 是 集合 {6.1.12) 的 边界 上 任 一 给 定 的 点 .那么 ，R， 
Varga 已 经 证 明 ， 存 在 矩阵 B 一 [56] EM， 使 得 对 所 有 i 一 1]，"， ,上 有 ,二 a,， 而 对 所 有 i， j 
三 ]，… ,有 |5 | 二 |a,|， 并 且 z 是 B 的 特征 信 . 
习题 

1. 考虑 nXn 线 件 方 程 组 4r=y》， 其 中 4 和 y 是 给 定 的 ， 

{|} 定义 B 反 六 -4 和， 然后 把 原 方 释 组 改写 成 + 二 Br 十 

《ii ) 按 你 所 需要 的 任 一 方式 选择 解 的 初始 逼近 > . 

〈 放 ) 对 到 二 0，1，2,，…， 计算 区 "= 二 Bx 十 y, 

Cy) 可 以 指望 ， 当 mco 时 ，z 一 了 T( 解 ). 

(a) 试 用 6" 二 I 一 表示 第 mn 次 带 近 与 解 的 误差 ， 并且 证 朋 e" 二 BrCx 一 x)，{b) 证 
明 ， 如 果 p(t1 一 A)<<1， 则 不 论 初 贻 盐 近 xz 如 何 选 择 ， 存 mco 时 x'* 一 + 的 意义 下 这 个 算法 
总 是 可 行 的 。(c) 试 用 Gersgorin 定理 给 出 关于 4 的 一 个 简单 明确 的 条 件 以 保证 这 个 算法 可 行 

2. 证 明 ， 门 :G(S 1A5) 一 e(A)Y， 只 要 这 个 交 取 访 所 有 非 闸 蜡 矩 阵 5. 

3, 利用 (6. 1. 5) 证 明 ， 对 任意 AEM,、 

| det Al& [[ (9 ;a, 1), 


且 对 列 也 有 类 似 的 不 等 式 ， 提 示 ; 如 果 4 的 任意 一行 是 堆 ， 那 就 无 需 证 明 . 如 果 A 的 所 有 行 
都 非 零 ， 则 设 B 蚌 这 样 的 矩阵 ， 它 的 各 行 是 A 的 对 应 行 除 以 该 行 的 绝对 行 和 ， 于 是 ， 根 据 
(6.1.5)， p(B) 志 1， 央 而 | det B | 过 1、 广 意 ， 这 说 明 ， 


[ea 
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其 中 向 量 a, 是 A 的 相应 行 {或 列 )， 对 其 他 范 数 ， 存在 这 样 的 不 等 趟 吗 ? 提示 : 见 (7. 8. 2)， 

4. 在 正文 中 ， 由 Gersgerin 定理 (6. 1. 1) 导 出 了 定理 (6. 1], 10a7- 和 Levy-Desplangues 定理 . 
证 明 ， 由 (6. 1. 10) 的 (a) 部 分 可 推出 (6. 1.1) 的 前 一 部 分 E 区 域 (6. 1.2) 包 会 A 的 所 有 特征 值 的 
论断 ]， 担 示 : 把 (6. 1. 10a} 应 用 于 给 阵 41 一 A. 

5 根 定 AE€ M, 是 实 撼 阵 ， 且 它 的 n 个 Gersgorin 圆 盘 都 彼此 分 离 ， 证 明 4 移 所 有 特征 值 
都 是 实数 .更 一 般 地 ， 如 果 复 矩阵 4E AM 只 有 实 主 对 角 元 ， 且 它 的 特征 多 项 式 只 有 实 系数 ， 
头 它 的 个 Gerigorin 圆 表 都 彼此 分 离 ， 证 明 A 的 所 有 特征 值 都 是 实数 . 

6. 证 朋 ，、 如 果 胞 =[a,]E 用 ,， 且 对 于 i 的 上 个 不 同 的 值 有 | a | 守 R'， 则 所 rank A 

7. 假定 AE M, 是 军 零 的 CA: 二 及 A) 但 是 4 关 T， 证 明和 不 可 能 是 严格 对 角 占 优 徐 阵 [或 不 可 
约 对 角 占 优 算 阵 ; 见 (6..2, 251 和 16. 2. 27)]. 

8. 假定 AE M, 是 严格 对 角 占 优 惩 阵 ， 即 | a, i >>RR 对 所 有 i 王 1，…，2 成立 ,证明 | au | 
Cs 对 & 一 1，…， 的 至 少 一 个 值 成 立 . 

9， 假定 上 =[es]EM， 是 产 格 对 角 占 优 短 阵 ， 且 设 D=diaglay, drs “", dn) 证 明 ,，D 
是 可 道 短 阵 ， 且 pC 一 DA)<i1i。 提示 : 利用 捧 论 (6. 1. 5). 

10. 设 和 A=[a, ]EM,, 且 RR 一 R' 十 | a | 表示 A 的 第 i 行 所 有 元 察 的 弧 对 值 的 和 和 ， 证 上 明 

rank 总 六: 之 二， 
其 中 约定 在 这 个 和 中 070-0、 提 示 : 用 问 一 个 非 零 纯 量 乘 一 行 的 所 有 元 素 不 改变 上 伸 阵 的 秩 ， 
国 而 可 以 候 定 所 有 &, 涯 0 且 所 有 RR, 或 者 是 零 战 者 是 1 在 这 种 情形 ，A 的 所 有 特征 值 都 位 于 单 
位 圆 盘 内 且 可 以 证 明 


Ds 
rank 六 这 Da,. 


证 明 ，Zo, 二 tr 4 一 了 4 所 全 | | 区 A 的 非 零 特征 信 的 个 数 过 rank 人 
11. 如 时 A=[u, 一 [ea ada" dEM， 证 明 
| as 
rak 4>> Te 下 总 到， 

其 中 约定 在 这 个 和 中 070=0.， 提示 : 如 同 习 题 10， 说 明 只 需 考虑 下 述 情形 就 可 以 了 : A 的 所 
有 列 有 Euclid 单位 长 度 ， 凤 所 有 | a, |:=1;， 有 证 这 种 情形 可 以 证 明 

rank 4 六 了 | av |’ = 3 | er a, 全 ， 
其 中 fe ，gs，…，e,} 是 C" 的 标准 正 交 基 ， 如 果 及 有 秩 卡 ， 证 明 存 页 二 个 标准 正 交 向 量 
Vi EC 使 得 Span{wy ,ww) 二 Spanta ， &,}， 于 是 


和 4 
一 Dw a yw, 因而 ce, = Dv a}te' v,), 
1=1 | 
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a 此 页 星 此 

2 | evra,l: 和 二 [( 之 | wd (2 | erv, 上 = 2 2 | ervl: = 和 2! 

. _ = rank 和 AA, | | 

进一步 阅读 用 数值 例子 讨论 Gersgorin 定理 可 以 在 [Stej 中 找到 ， 原 始 资料 可 参看 5. 

Gersgorin, “Uber die Abgrenzung der Eigenwerte einer Matrix,* Jzv, Akad. Nauk, SS 
5， R701931)，7?749-754， (Cersgorin 定理 有 一 个 推广 ， 它 给 出 了 关于 广义 特征 值 问题 Ar= 
4Bxz 的 谱 的 包含 区 域 ， 其 中 包括 中 是 奇异 矩阵 的 情形 ;可 参看 G， 祖 Stewart， “Gerschgorin 
Theory for the Generalized Figenvalue Problem,” Maih. Comput, 29(1975)，600-606， 关 于 
本 节 最 后 -- 段 提 到 区 域 (6, 1. 12) 是 再 有 更 好 的 性 质 ， 订 参看 R，、Varga, “Minimal Gerschgorin 
Sets, ”Pacific J, Math. 15(1965), 719-729., 


6.2 Gersgorin 国 盘 一 一 更 细致 的 讨论 


我 们 已 经 看 到 ， 严 格 对 角 占 优 忻 对 于 可 逆 性 是 充分 的 ， 但 对 鲁 占 优 性 则 不 是 ， 某 些 2X2 
的 垂 阵 例子 所 需 条 件 启发 我 们 猜测 ， 对 角 占 优 性 连同 产 格 不 等 式 


对 要 少 一 个 值 万 立 (6.2.1) 
41 
可 能 是 可 道 性 的 充分 条 件 ， 入 人 失望 的 是 ， 正 如 例子 
全 2 1 
] 1 (6. 2. 2) 
0 1 1 


所 说 明 的 那样 ， 情 况 并 非 如 此 ， 这 里 究 音 会 出 现 什 么 情形 呢 ? 

但 是 ， 关 于 对 角 占 优 矩 阵 ， 存 在 -- 些 普通 条 件 ， 在 这 些 条 件 下 ，(6. 2. 1) 足 以 保证 可 送 性 ， 
并 且 它 们 在 图 论 中 诱导 出 一 些 很 有 意义 的 想法 .一 个 重要 论断 是 ， 如 果 4 是 对 角 占 优 矩 阵 ， 
则 9 不 可 能 是 任何 单个 Gersgorin 略 盘 的 内 点 . 

练习 证 明 ， 如 果 一 个 给 定点 4 不 是 4 的 任 一 Gersgorin 贺 盘 的 肉 点 ， 当 且 缀 当 


[4a | 空 玉 二 > aol (6. 2. 2a) 
+1=1 


对 所 有 ;1，…， 1 成立. 证 明 G(4) 按 界 上 的 每 一 点 适合 这 些 不 等 式 ， 考 察 1=0 和 和 AA 一 

nl 1 -1 ] 

| ， ,J 加 | 来 证 明 ，G(A) 的 一 个 肉 点 也 可 能 满 趾 不 等 式 (6. 2. 257 
仔细 分 析 定 理 (6. 1. 1) 的 证 明 ， 当 A 的 特征 值 满 足 不 等 式 (6. 2. 2a) 时 会 出 现 什 么 情形 . 


4.23 引 理 设 4=Lo EM, 1 是 各 的 位 于 G(A) 的 边界 上 的 特征 值 ， 设 Ar==X4x，z 二 [x,] 
并 0， 且 假定 p 是 使 | x, | 一 maxi, ,| | 二 x] 去 0 的 一 个 下 标 ， 那 么 ， 

(a) 如 果 上 是 使 | mr | = | z | 的 任 -- 个 下 标 ， 则 | 4 一 aw | =R!; 即 第 & 个 Gersgorin 圆 
经 过 ; 

Cb) 如 岂 对 某 个 一 1l, ,nn | | 一 | |， 又 如 果 对 某 个 天上， 赂 天 0， 则 也 有 
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[xz|= ;ixr,|. 
证 明 : 正如 在 Gersgorin 定理 的 证 明 中 所 证 明 的 ， 有 
(A—a,}r, = dar, 


对 所 有 i 二 1]，…， 上 成立， 因而 
[a—a, || (= | Da 
7 


站 
-家 了 
iar l= > alls | 
r= | 
I! 了 这 上 
So a ll l=R | l. (6. 2. 4) 
1 


因此 、 如 果 卡 是 合 | x | 二 | xz, | 的 任 -- 下 标 ， -一定 有 14 一 aw [| 近 了 丽 但是， 假设 条 件 是 ， 对 所 有 
i 二 ]， 入 有 | 4 一 a | 宇 R,， 国 此 ， 对 1 二 在 (6.2,4) 的 不 等 式 两 边 ， 实 际 上 应 取 等 式 ; 郑 


aoslinl= DD la lizl= Da lr|= Rr]. (1) 
了 一] 1=] 
了 二 中 了 过 下 
因为 | zx | 二 zx, 守 0， 所 以 论断 (2) 可 以 从 恒等式 
| 一 | {= 机 | .rs | 


推出 ， 论 断 (B) 可 从 (和 中 的 中 条 恒等式 
>) ay | tl x | -| 


J 


》 一 日 


推出 ， 内 为 在 这 个 和 中 每 一 项 必 是 非 负 的 . 日 
这 个 引 悍 看 起 来 更 偏重 于 技巧 ， 但 是 它 有 下 述 有 用 的 结果 及 其 推论 作为 直接 推论 ， 
6.2.5 定理 设 aEM,， 又 设 1 是 4 的 特征 焦 ， 上 月 4 是 如 (4) 的 边界 点 ， 或 更 一 般 地 ，， 满足 
不 等 式 (6. 2. 2a)， 假 定 A 的 所 有 元 前 是 非 鹤 元 .于 各 
Ca) A 的 每 个 Gersgorin 圆 经 过 4 
(Cb) 如果 4z 一 Mr，<z 一 人 ec 天 0， 则 对 所 有 ij 一 1，…，2 有 |z | 三 | |， 
练习 从 引 理 (6. 2. 3) 推 导 定 理 (6. 2. 5). 


6.2.6 推论 设 4-[as]E 对 ， 旦 假定 4 的 所 有 元 都 是 非 堆 元 ， 如 果 A 是 对 角 占 优 的 ， 且 对 
2 一 1，… ,站 的 至 少 一 个 值 有 | a 上 全 有 ， 则 入 是 可 逆 绰 阵 ， 
证 明 : 假如 内 不 基 可 道 敌阵 ， 则 0 就 是 4 的 一 个 特征 值 ， 因 为 4 是 对 角 占 优 振 阵 ， 所 以 
0 不 可 能 是 CA) 的 内 点 ， 因 而 它 一 定 是 一 个 边界 点 .定理 (6. 2. 5 说明 ， 每 个 Gersgorin 图 必 
定 经 过 0， 组 是 ， 如 果 | a | 宇 诺 ， 则 第 i 个 圆 不 可 能 经 过 0. 口 
前 一 个 结果 既 实 用 ， 也 有 意义 ， 不过， 如 果 利 用 引 理 (6. 2. 3) 中 更 细致 的 结果 ， 还 可 以 得 
到 更 好 的 结论 (不 涉及 4 中 有 关 零 元 的 假设 条 件 )， 


,2.7 定义 ”我 们 称 第 阵 4 一 [ay ]E iM, 具有 性 质 SC， 是 指 对 适合 1 包 p，qs nm 的 每 对 不 同 的 
整数 p， id, 存在 一 系列 妃 不 相同 的 整数 ki=p， Rss es Rl Rn 0 lm 使 得 所 


有 和 钴 阵 元 素 wp ，aws,，…， qs ,都 是 非 零 元 . 

例如 ， 和 矩阵 (6. 2. 2) 不 具有 性 质 SC， 因 为 数 对 2，1 不 容许 有 这 样 的 非 鹤 元 序列 ， 但 是 数 
对 1，2 的 确 有 这 样 的 序列 ， 

利用 这 个 概念 和 引 理 (6. 2. 3)， 可 以 得 到 关于 (6. 2, 5) 的 下 述 改 进 . 


6.2.8 较 好 定理 设 4 一 [ae ]EM,， 叉 假定 4 是 有 A 的 特征 值 ， 且 1 还 是 GAY? 的 边界 点 ， 或 更 
一 般 地 ，》 满足 不 等 式 (6. 2. 2a)， 如 果 4 有 人 竹 质 SC ， 那 么 ， 

(a) 每 个 Gerggorin 圆 经 过 )， 

(b) 如 果 A7 二 4x， 其 x 二 [xij] 关 0， 则 对 所 有 i j= 二 1， …,w 有 |z1= | x |， 

证 阴 ; 设 和 r=Ar， 且 对 所 有 1 二 1，…,，n 有 |z | 所 | x | 二 x' 吓 .>0， 于 是 由 下 理 
(6,2.3)，| 一 amp ! 二 民 ， 设 gy 是 任 一 其 他 下 标 ， 1 才 g 扩 4n，g 关 p， 因 为 A 有 性 质 SC， 所 以 
存在 一 系列 家 不 相同 的 下 标 丰 一 户 ， Es ky "os ku = 使 得 所 有 和 矩阵 元 素 dE 


‘mlm 


帮 非 零 .因为 a, 一 cx, 关 0， 根 据 (6.2.3) 的 论断 (b) 可 知 ，| x ! = | x | ， 但 男 一 方面 


anu 天 0， 因 而 | zt | 二 | a | 二 |x|， 继续 这 样 佑 下 去 ， 得 知 ， 对 所 有 ;二 1，…，m 有 
ia | 一 | x,|， 因 而 [由 (6.2.3)(ay] 有 ，1 4 一 urs | 二 14 一 uw | 二 Ri; 努 第 g 个 
(Gersgorin 图 经 过 4 月 |x, | 二 | 7, | ， 但 因为 g 是 任意 下 标 ， 得 知 每 个 Gersgorin 圆 经 过 4 旦 
所 有 x 二 xl ,i=1, 门 


如 同 C6. 2. 6) 中 那样 ， 从 这 个 结果 可 以 推导 出 一 个 关于 可 道 性 的 有 用 充分 条 件 ， 


6.2.9 较 好 推论 设 和 A=[a,]€M,， 且 假定 A 有 性 质 SC， 如 果 和 是 对 角 占 优 的 ， 又 如 朱 对 ; 
二 1， 的 全 少 一 个 值 有 ai 全民 ， 则 咎 是 可 逆 矩 阵 ， 

练习 由 (6.2.8) 推 导 (6. 2.9)， 

练习 证 明 乍 阵 (6. 2. 2 不 具有 性 质 SC 

这 个 陌生 的 性 质 SC 指 的 是 什么 ?注意 到 ， 它 只 涉及 4 的 非 零 非 对 和 角 元 的 位 置 ， 不 涉及 主 对 
角 元 ， 生 非 主 对 角 元 的 具体 值 是 无 关 紧 要 的 ， 由 于 这 个 缘故 ， 我 们 定义 与 4 有关 的 两 个 矩阵 ， 


6.2,10 定义 如 果 有 A=[Lay]EMin, 令 | 41 二 [| w |] 和 MGA) 一 [pn,]， 其中， 如 果 a, 关 
0， 则 二]， 如 果 a 一 0， 则 ,二 0。 店 阵 M(A) 称 为 和 的 指标 短 阵 ， 

练习 ”让 明 , 扼 阵 AE M, 有 性 质 SC， 当 且 仅 当 | A | 或 者 MCA)( 因 而 两 者 都 ) 有 性 
质 SC 

在 级 述 性 质 SC 过 程 中 出 现 了 A 的 非 零 元 序列 概念 ， 它 林 以 用 与 和 相关 联 的 一 个 图 中 的 某 
些 确 定 道路 来 形象 地 描述 ， 


6.2.11 定义 ”AEM 的 有 向 图 ， 记 作 了 (CA)， 是 关于 个 结 点 P11，P,，…，PP, 的 有 向 图 ,日 
有 以 下 性 质 ， 在 (4) 中 存在 一 条 从 P, 到 已 , 的 有 向 又 ， 当 用 仅 当 a 0p 天 0)， 


4=|, | ray 
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4 2 1] 
0 1 1 

6.2.12 定义 ”图 厂 中 的 有 向 道路 y 是 下 中 的 一 个 弧 序 列 古 P, ，P,, P,，P, P,， ，…、 有 向 道 

路 y 中 的 有 序 结 上 志 表 时 只 ， 已 ，…， 如 果 在 有 向 道路 中 ， 依 次 出 现 的 弧 的 数目 是 有 限 的， 就 


称 这 个 数 为 该 有 向 道路 的 长 ， 硅 则 ， 就 称 有 向 道路 有 无 限 长 ， 一 个 回路 是 起 点 和 终点 在 同一 个 
结 点 的 有 向 道路 ;这 个 结 点 在 该 道路 的 有 诬 结 点 表 中 恰好 出 现 丙 次 ， 间 在 该 表 中 ， 没 有 其 他 结 
点 出 更 两 次 以 上 ; 有 些 作 者 称 这 个 回路 为 简单 有 向 回路 ， 长 为 1 的 回路 称 为 圈 式 平凡 回路 


6.2.13 定义 ”有 向 图 全 是 强 连 通 的 ， 是 指 存 本 中 的 每 对 木 同 结 点 卫 ，P 之 间 都 存在 一 条 以 卫 
为 起 点 ，PD 为 终点 的 有 向 道路 ， 且 有 有 限 长 . 
6.2.14 定理 设 AEM， 那么 , 4 有 性 质 SC， 当 及 仅 当 有 向 图 P(4) 基 强 连 通 的 . 

练习 证 明定 理 6. 2. 14. 

练习 ”证明 如 果 厂 具有 性 质 ， 每 对 结 点 至 少 属于 一 个 回路 ， 则 工 是 强 连 通 的 ， 但 是 ， 道 命 
题 不 成 立 ， 提 示 : 


0 1 90 
在 有 问 图 的 其 个 结 点 之 和 名， 可 能 存在 多 条 有 向 道路 ， 但 是 具有 不 同 长 度 的 这 样 两 条 道路 可 
能 没有 本 质 的 差别 ， 它 们 可 能 包含 -- 条 或 多 条 重复 出 现 的 子 首 路， 显然， 如 果 我 们 沿 着 一 条 有 
疝 道 路 前 进 时 ， 曾 两 次 遇 到 某 个 结 点 ， 那 么 去 掉 第 一 次 过 到 该 结 点 到 第 二 次 遇 到 该 结 点 间 的 所 
有 中 间 弧 (去 挤 的 子 图 是 一 条 回路 或 包含 一 条 回路 )， 这 条 有 向 道路 便 可 以 缩短 ( 且 两 个 端点 不 
受 影响 ). 
6,2.15 论断 设 本 是 4 个 结 点 上 的 有 向 图 ， 如 果 在 两 个 给 定 的 结 点 之 间 存 在 工 中 的 一 条 有 疝 
道路 ， 则 在 这 两 个 结 点 之 间 存 在 一 条 长 不 超过 w 一 1 的 有 向 道路 . 
我 们 庶 该 怎样 说 明 给 定 的 矩阵 4 是 否 具有 性 质 SC 呢 ? 这 等 价 子 验证 (CA) 是 否 是 强 连 通 
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的 ， 如 果 不 很 大 ， 或 者 如 果 14(4) 有 一 个 特 跌 的 结构 ， 那 么 可 以 只 检查 P(4) 并 划 出 所 有 可 
能 的 结 点 对 之 问 的 道路 ， 但 大， 这 在 一 般 情形 下 是 不 实用 的 ， 央 此 需 有 某 个 明确 的 计算 方法 . 


6.2.16 定理 ” 设 4EM, 是 给 定 的 年 阵 ， 又 设 P 和 己 四 PCA) 的 给 定 缚 点 ， 那 么 ,在 P 和 
之 间 存 在 下 (4) 中 的 一 条 长 为 由 的 有 癌 逢 路 ， 当 日 仅 当 (| A 1"), 产 0， 或 等 价 地 ， 加 果 
[AtCA)"] 天 0 

证 明 : 我 们 用 归纳 法 证 明 ， 对 ;二 1， 结 论 是 明显 的 ， 对 ;一 2， 算 出 


[4], = DI ALTA = Ya lia l, 
因而 ，[ | A ,天 9， 当 由 公 当 对 大 的 至 少 一 个 值 ，ss 和 a 都 是 非 零 的 ， 代 是 ， 这 种 情 竟 成 
立 ， 当 是 仅 当 在 TCA) 中 存在 一 条 从 P 到 三 的 道路 ， 一 般 地 ， 假 定 对 mm 二 4 结论 已 经 证 明 
于 是 
[A = PLAT aA, = DUA lo, #0 


当 县 私 当 对 二 的 至 少 一 个 值 ,[ | A | 9。 和 | ww | 都 是 非 零 的 .这 等 价 于 有 … 条 从 到 FP 的 
长 为 g 的 道路 及 一 条 从 PP 到 也 的 长 为 1 的 道路 ， 而 这 种 情况 成 立 ， 当 且 仅 当 存 看 一 条 从 局 到 
也 的 长 为 8 十 1 的 道路 同伴 的 证 明 对 MLA) 也 是 可 行 的 ， 口 


6.2,17 定义 设 A=[a, EM, 我 们 说 A 之 0(A 是 非 负 矩阵 )， 是 指 它 的 元 素 a, 痢 是非 负 实 
数 . 我 们 说 4>>D(4 是 正 星 阵 )， 是 指 它 的 元 素 ,都 是 正 实 数 . 


f.2,18 推论 设 AEM,. 那么 141”>0， 当 且 仅 当 从 (A) 中 的 每 个 结 点 了 到 每 个 结 点 
P， 在 4) 中 都 存在 一 条 长 恰好 为 m 的 有 向 道路 ， 相 同 的 结论 对 MAY)* 也 成 站， 


6.2.19 推论 设 AEM,. 那么 ,A 有 性 质 SC， 当 且 仅 当 (T+ | A | ) '>0， 或 等 价 地 ， 如 果 
[十 MCA 


-1 -1 
证 肯 : (I++ TAI x-1)1A| +(, ) | A li rf ,| 1A |™'>0， 当 
EA ni 


且 仅 当 对 诸 结 点 的 每 对 (i，j) ，i 子 j， 在 诸 项 | 431，| A ，…，| A :中 ， 至 少 有 一 个 正 

(1， 由 元， 但 是 ， 定 理 (6.2. 16) 说 明 ， 这 种 情况 成 立 ， 当 生 仅 当 在 TCA) 中 存在 从 呈 到 也 的 某 

条 有 同道 路 . 它 等 价 于 PCA 是 强 连 通 的 ， 而 这 又 等 价 于 A 具有 性 质 SC 口 
练习 证明 推论 (6. 2. 19) 中 涉及 MCA) 的 论断 


6.2.20 推论 存 了 (A) 中 存在 从 P 到 也 的 道路 ， 当 此 仅 当 [GT 十 | al ”天 0 
颖 习 ”试用 推论 (6. 2. 19) 给 出 关于 性 质 SC 的 一 个 明确 的 计算 检验 法 ， 它 只 需要 对 矩阵 自 
对 大 约 logs{n 一 1) 次 ， 而 不 是 w 一 2 次 ， 提示， 考虑 (十 | 和 | 32， 这 是 平方 ， 热 后 依 此 类 椎 , 
在 结束 这 个 论题 以 前 ， 我 们 要 引进 性 质 SC 的 势 外 一 个 等 价 的 描述 ， 它 基于 tA) 的 强 连 
通 性 只 是 FA) 的 拓扑 性 岳 这 一 事实 --- 它 与 TA} 的 诸 结 点 所 规定 的 下 标 毫 竺 关系 ， 如 果 改 变 
庄 结 点 的 下 标 顺 序 ， 图 仍然 保持 其 强 连 通 性 或 非 强 连 通 性 ， 要 注意 的 是 ， 如 果 交 换 4 的 第 i 行 
和 第 j 行 以 及 第 7? 列 和 第 j 列 ， 这 对 (A) 的 影响 是 交换 结 点 号 和 的 下 标 ， 反 过 来 也 
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我 们 知道 ， 转 置 候 际 PP 是 方 阵 ， 它 的 所 有 元 素 为 0 或 1; 在 和 的 每 一 行 和 每 一 列 恰 好 有 一 
个 1， 显然 ,这 样 的 年 阵 是 西 矩 阵 ， 因 而 是 正 交 矩阵， 所 以 P' 二 P 7!， 最 简单 的 置换 矩阵 P 对 
i， J 的 每 个 固定 选择 有 ,一 户 ,二 1， 持 所 有 其 他 非 对 角 元 汐 9， 于 是 ,相似 PTAP 对 A 的 作用 
是 交换 和 的 第 i 列 和 第 7 列 以 及 交换 A 的 第 i 行 和 第 ; 行 。A 的 行 和 列 的 任 一 置换 可 以 依次 几 
这 种 形式 的 交换 来 得 到 ， 并 用 任 一 置换 所 阵 是 这 样 -- 些 简单 置换 符 阵 的 有 限 蒋 积 ， 因 此 ， 如 果 
了 是 置换 矩阵 ， 则 通过 适当 置换 A 的 车 十 行 和 列 可 由 4 得 到 相似 P"AP， 重 要 的 是 要 知道 ， 
是 否 可 以 求 得 A 的 行 和 列 的 某 个 置换 把 4 变 成 下 述 特殊 的 分 块 形 式 . 


6.2.21 定义 竹 阵 4 称 为 可 约 的 ， 指 的 是 

《an 一 1 日 4 一 0， 或 者 

(b)n 之 2， 存 在 置换 矩阵 PEM,、 且 存在 适合 1 委 r 委 nx 一 1 的 某 个 整数 *， 使 得 

B | 

0 DD 

其 中 ，BEM,，DE MM CEM.,.,， 且 0EM, .是 堆 矩 阵 . 

注意 ， 我 们 并 没 要 求 子 块 8, C 和 DD 有 非 零 元 ， 而 只 要 求 通 过 一 系列 行 的 交换 和 列 的 交换 
可 以 在 指定 的 位 置 上 得 到 一 个 由 元 组 成 的 6w 一 r) Xr 子 抉 。 如 果 | A | 法 0， 显然 A 不 基 可 约 
的 ， 艾 如 上 果 4 是 可 约 ， 则 它 译 少 必 须 有 {wn 一 1) 个 0 元， 

附注 假如 想 解 线性 方程 组 4xr 一 y%， 且 假定 由 是 可 约 的 ， 于 是 ， 和 如 里 记 衣 二 PTAP 一 


PraP =| 


BC ~ ~ 
|, 小 则 有 Ar=PAP Tr 二 y, 或 A(PTr)=Piy, 令 Pir=2 一 [x7 } (未知 】 


和 Pry 一 4 一 [ao7 :oo ] (已 知 ) ， 其 中 ， 2， 世人， 而 1， i 因此 ， 要 解 的 方 
A B Crz Ke 
各 组 等 价 于 A2 一 5 一 | 辣 | 加 昌国 即 等 价 于 
Bz 十 (一 如 
DE = iw. 
如 果 首 先 对 8 来 解 DE 一 w， 热 后 在 第 一 个 方程 中 采用 并且 对 xz 来 解 Bz 二 tw 一 CE， 屠 
么 就 把 原来 的 问题 化 简 成 两 个 较 小 的 问题 ， 一 般 说 来 ， 它们 应 该 是 比较 容易 解决 的 . 
这 睾 评注 就 是 促成 定义 术语 可 的 柬 阵 的 理由 . 
6.2.22 定义 ”如 果 和 矩阵 AE HM 不 是 可 约 的 ， 就 称 志 是 不 可 约 的 . 
6.2.23 定理 处 阵 AE HM 是 不 可 约 的 ， 当 上 且 仅 当 
(THiAl)! > 0, 
或 等 和 价 地 ， 如 果 [ 1 十 MCAY]* '>>0. 
证 明 : 我 们 实际 上 要 证 明 ，A 是 可 约 的 ， 当 生 仅 当 (I 十 | A | )* ! 有 至 少 有 一 个 零 元 ， 首 先 
假定 A 是 可 约 的 ， 且 对 茜 个 质 换 算 阵 了 有 


[3 Cc 一 
A=P |p” = PAP’, 
Lo DD 
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其 中 B,C，0 和 了 D 是 定 关 C6.2.21) 中 的 分 块 征 隆 ， 注 意 到 P 的 作用 人 充 仅 是 交换 行 和 列 的 磺 
序 ， 所 以 |Ai= | PAP?7 | 一 P|A| PT， 同时 还 注意 镜 ，| 及 |，| 人 1， …，| 太 1*' 和 
六 一样 ， 存 其 左下 角 都 有 相同 的 (xn 一 x) Xxr 0 子 块 ， 因 此 
(AD = PIA|IPY)™ = (PI+ AP = POCO+|ADT!PT 
=P|1+ Ca 1) | 六 + ) 让 二 十 [一 站 jp 
且 上 述 方 括 芋 中 的 所 有 项 在 其 左下 角 都 有 (Cn 一 r) Xr 0 子 抉 。 于 是 ，(1 十 | A | )”! 是 可 约 的 ， 
内 而 它 的 所 有 元 不 可 能 都 是 非 零 的 . 
上 反之， 假定 对 某 个 p 关 9，(0T 二 | 六 | )*! 的 (p，9) 元 是 6， 于 是 得 知 在 T(A) 中 不 存在 从 
P, 到 P, 的 有 疝 道路 . 定义 结 点 集 
Si=1P:P=P, 或 在 T(tA) 中 有 一 条 从 五 到 卫 ， 的 道路 ; 
又 设 9 包含 TA) 的 所 有 不 在 5, 中 的 结 点 . 央 SS 一 {Pi，…，P,} 且 P,ES, 关 人 如， 所 以 
SS: 天 {Pi，…，P,}.， 如果 从 5; 的 某 结 点 卫 到 S; 的 基 结 点 P 有 一 条 道路 ， 则 (根据 5, 的 定义 ) 存 
在 从 哺 到 P, 的 道路 ， 因 而 已 在 S$, 中， 办 此 ， 从 5S; 的 任 一 结 点 到 S; 的 任 一 结 点 不 可 能 有 任 
何 道路 ， 现 在 我 们 重新 标记 结 点 ， 使 ,二 {P, ，…，P,} 各 9, 二 {PP,,,，…， 户 ,}， 注 意 到 


一 BC 
A=PAP=| | BEM., 0E M,,,, 
0 D 


因此 A 是 可 约 的 关子 [IMGA >0 的 证 明 不 过 是 作 同 样 的 论述 . 口 
我 们 作 一 下 总 结 ， 
1. 2. 24 定理 设 AEM,， 则 下 剂 命题 等 价 : 
(a) A 是 不 可 约 拓 阵 ; 
(Ch) (T+ | A I)™i0; 
(0) [IT 二 MCA)] 0 
Cd) 44) 是 强 连通 的 ; 
te) 上 具有 性 质 $C. 


6.2.25 定义 设 和 ElM,。 称 4 是 不 可 约 对 南 占 优 起 阵 ， 是 指 A 适合 以 下 条件， 
(a) 有 A 是 不 可 约 的 ; 
Cb) A 是 对 角 占 优 的 ， 妈 对 所 有 i 二 1，…， nn 有 |a, | 宇 R'(A); 
4) 对 7 的 至 少 一 个 值 ， 有 [a | 守 R' GA). 
练习 ”用 例子 说 明 ， 一 个 矩阵 可 能 晨 不 本 约 的 和 对 第 占 优 的 ， 但 不 是 不 可 约 对 角 占 优 的 . 
采用 现在 的 术语， 可 以 重新 表述 “ 较 好 定理 ”(6, 2.8) 及 其 推论 如 下 ， 
6.2,26 定理 设 AEM, 居 不 可 约 的 ， 则 仅 当 每 个 Gersgorin 辆 经 过 1 时 ，Gerggorin 区 域 
避 ( 及 ) 的 边界 点 A 才 可 以 为 A 的 特征 值 . 


6.2.27 推论 (Taussky) 设 A 二 [a, EM 是 不 可 约 对 角 占 优 和 矩阵 ， 那么 ， 
(ay 所 是 可 道 算 阵 ， 
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(by) 如 果 所 有 a >0， 则 对 4 的 所 有 特征 值 4, 有 Re >08 
(c) 如 果 A 是 Hermite 矩阵 (或 更 一 般 地 ，A 上 只 有 实 特征 值 );， 叉 如 时 A 的 所 有 主 对 第 元 都 
是 正 的 ， 则 A 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 . 


和 2.28 推论 设 AEM 是 不 可 约 卸 阵 ， 且 假定 对 i 的 至 少 一 个 值 有 有 
R 一 2 iol<l4| 


邯 不 是 所 有 绝对 行 和 等 于 极 大 绝对 行 和 . 则 pCA) < A|.， 更 一 般 地 ， 如 果 py，…，p, 庆 0， 
如 果 

D= diagtpis prs Pr), 
又 如 果 对 i 的 至 少 一 个 值 有 RCD 1AD})<1D :AD|，, 则 pcA)<D ?ADD. 

证 明 : 我 们 总 有 界 pt 六) 把 | A 半 ,， 而 等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 存 在 A 的 某 个 特征 值 适合 | 4 | 
==| Al|.， 另 一 方面 ， 根 据 定理 (6. 2. 26)， 每 个 Gersgorin 圆 必 定 经 过 4， 但 是 ， 某 个 尽 < 4 
的 假设 条 件 与 这 相 了 矛盾， 把 同样 的 证 明 应 用 于 五 AD 便 得 出 第 二 个 论断 . 
习题 

1. 证 明 不 可 约 和 矩阵 不 可 能 有 0 行 和 0 列 . 

2. 用 例子 说 明 推 论 (6. 2. 28) 中 的 不 可 约 性 假 没 是 必 不 可 少 的 . 

3. 假定 A=EayjEM,, 4 是 | A| 二 | | a |] 的 特征 值 , 且 存在 所 有 r,>>0 的 向 量 x 一 
LxzjER* 使 得 | A|z=2x. 设 喇 = diag (rt rr 证 了 明 DD'| 有 不 | DD 的 每 个 
Gersgorin 阅 经 过 4， 画 出 它 的 图 形 ， 关 于 D'AD 的 总 对 行 和 ,你 能 说 些 什么 ? 

4. 在 第 8 章 中 将 证 明 ， 具 有 下 元 素 的 方 阵 总 有 正 特征 值 和 相应 的 正 特征 向 其 ， 利 用 这 一 
事实 和 上 一 个 习题 证 明 ， 只 世 A 的 所 有 元 是 非 零 的 ， 就 有 

6(4) pl] A). 
试用 连续 性 证 明 ，A 的 所 有 元 是 非 零 的 条 忻 可 以 略 去 ,因而 对 所 有 AEM, 有 
MAEo(| AN. 
5. 试用 推论 (6. 2. 28) 证 明 ， 关 于 多 项 式 
Pz) 一 和 十 二， 
的 要 的 Cauchy 界 (5. 6. 40) 在 不 出 现下 述 情形 
la =| a ltl=|a lt+1l=… =|a,1l|+l 
的 假设 下 可 稍 许 改 进 为 
| = | < max{ | 让 | ， | a | 十 1， | ea | 十 1 | a, 1 | 十 1}. 
提示 : 证 明 , 车 4, 隆 0， 则 (5. 6.39) 中 的 友 算 阵 Ctp) 是 不 可 约 的 ， 对 Montel 界 (5. 6. 41)， 
Carmichael 和 Mason 界 (5. 6. 42)，IMontel 泪 (5. 6. 43)， 以 及 Kojima 界 (5. 6. 45) 可 和 作 何 改进 ? 

进一步 阅读 关于 Levy-Desplangues 定理 的 讨论 以 及 许多 有 关 的 参考 文献 可 参看 0. 
Taussky, “A Recurring Theorem on Determinants,” Amer. Maih. Monthiy 56 (1949), 
672-676, 
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6.3 扰动 定理 


设 DD=diagth hs; AIEM,， 设 =[e, jEM,， 并 且 考 虞 被 扰动 窍 阵 也 十 E， 根 据 
定理 (6. 1.1)，D 十 E 的 特征 值 在 渚 圆 盘 


{(z EC: [zh -0 ERE= YD |e ll), i=1.,n 
4] 
I 


中 ， 它 们 又 包含 存 诸 圆 盘 
| EC xz 一 六 | 过 RE) 一 >) [es 1 i= ln 


中 ， 因 此 ， 如 果 站 是 吕 十 巨 的 特征 值 ， 则 存在 也 的 某 个 特征 信 24,， 使 得 1 一 4, | i Ee.， 泪 

居 的 是 ， 这 个 简单 的 估计 不 能 推广 到 一 般 ( 非 对 角 ) 的 情形 ， 但 是 ， 夺 矩阵 是 可 对 角 化 的 情形 ， 

可 以 给 出 一 个 简单 的 界 

6.3.1 论断 设 AAE iM, 是 可 对 角 化 阜 阵 ， 且 AS4S 1 和 Adiagth1，… A)， 设 EE M,. 

如 果 让 是 有 太 十 巨 的 -- 个 特征 值 ， 则 存在 A 的 某 个 特征 值 4,， 使 得 
(iat |Sh 1537. = C51El 

其 中 上 《中 表示 关于 匈 阵 范 煞 | ,上 的 条 件数 . 

证 明 : 因为 A 十 羽 和 S :1(A 十 E)S=A 十 S 'ES 有 相同 的 特征 从 ， 叉 岚 为 4 是 对 角 和 矩阵， 
所 以 ， 前 述 论证 说 明 ， 存 在 某 个 4， 使 得 坟 - 4 | 过 | 5 5ES| ， 因 为 j ,下 .是 算 阵 范 数 ， 内 
此 所 述 不 等 式 成 立 . 口 

在 技巧 上 稍 作 修改 ， 便 可 把 这 个 结果 推广 到 不 同 于 极 大 行 和 范 数 的 其 他 矩阵 范 数 ， 征 阵 范 
数 的 关键 假设 都 被 单调 或 绝对 疝 量 范 数 诱导 的 所 有 诱导 敌阵 范 数 满足 见 (5. 6. 37)， 


6.3.2 定理 设 AEHM 是 可 对 角 化 答 降 ， 有 旦 为 =SAS ' 和 A 一 diag Gu， hn)， 设 FEM,， 
又 设 |， | 是 这 样 的 矩阵 范 数 ， 使 得 | 吕 =max. 。 | d, | 对 所 有 对 角 和 矩阵 DD=iagldy，……，d,) 
EM 成立， 如果 是 太 十 卢 的 一 个 特征 值 ， 则 存在 A 的 某 个 特征 值 ),， 生 得 

[iA 1s;iS EL= Cs) 用 至 (6, 3. 3) 
其 中 et*) 是 关于 师 阵 范 数 |， 儿 的 条 件数 ， 

证 明 : 如 同上 一 个 结果 那样 ， 只 要 考虑 S 1CA 十 FE)S= 有 A 十 S$ 1ES 的 特征 值 就 可 以 了 ， 和 如 
果 i 是 4 十 5 :ES 的 特征 值 ， 则 六- 4 一 S$ ES 是 过 异 答 阵 ， 如 果 ji 一 上 是 奇异 矩阵 ， 则 对 每 个 ; 
有 4 一 4， 央 而 界 (6. 3. 3) 显 然 被 满足 ， 姐 是 ， 假 定 站 人 生 是 非 奇异 矩阵 ， 在 这 种 情形 ， 系 阵 

[一 4 4 一 SB9) 一 一 (一 4)1S5ES 
是 奇异 失 阵 ， 央 而 ， 根 据 (5. 6. 16) ，-- 定 有 | 一 AS-ES| 人 会 1， 于 是 ， 肉 为 假定 答 阵 荡 数 


小 甘于 对 角 撼 阵 所 具有 的 性 质 ， 有 


1 asiES| < bs Es| G1 2) 1| 
| 号 1 ES ' 


四 
min 1 一 4, | 


=|S 'ES limex 14 一 2, 1 二 
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因此 
minli usls misls 113l El|= «(5) El. 门 

练习 证明， 定理 (6. 3.2) 殷 定 候 阵 范 数 在 对 第 拓 阵 上 所 具有 的 性 质 ， 下 列 各 个 范 数 都 满 
足 ; |， |.， 省 ， 1， 区 少 给 出 另 一 个 矩阵 范 数 ， 它 也 满足 上 述 假设 . 

练习 给 出 一 个 矩阵 范 数 ， 它 不 满足 定理 45. 3. 2) 的 假设 . 

练习 ”证明 UL 一 1 对 任何 西 拭 阵 成 立 ， 

虽然 在 (5.8) 中 曾 出 现 过 条 件数 <(*)， 它 是 由 于 线性 方 穆 组 解 的 误差 界 引 起 的 ， 担 是 我 们 
看 到 ， 现 在 在 (6.3.3) 中 也 出 现 了 条 件数 ， 不 过 它 荐 在 计算 可 对 角 化 抵 阵 的 特征 值 申 作为 误 
差 比 


的 上 界 而 出 现 的 。 如果 x(S) 较 小 (接近 1)， 则 未 的 数据 扰动 可 以 使 特征 值 产生 扰动 ， 不 过 特征 
值 的 变化 范围 以 数据 变化 的 相同 数量 级 为 界 ， 但 是 ， 如 果 *(S) 很 大 ， 由 小 的 数据 扰动 下 能 引 
起 特征 值 的 比较 大 的 变化 . 

与 (5.8) 中 关 十 线性 廊 程 组 解 的 情况 不 同 的 是 ， 在 这 里 x{A) 没 有 多 太 意 义 ， 伺 臣 x(S) 屁 
很 重要 的 ,其 中 ，A 王 3S4S ,而 $S 是 以 4 的 特征 向 革 为 列 的 官 阵 ， 关 于 谱 范 数 的 条 件数 有 具有 
x{S) 二 cot( 外 2) 的 几何 解释 ， 其 由 是 当 x 种 vy 取现 所 有 可 能 的 非 零下 交 向 量 时 Sz 与 Sy 之 间 
的 最 小 卖 角 [ 见 例 (7. 1.26)]， 因此， 它 不 依赖 A 的 条 件数 . 如果 4 的 一 对 线性 无 关 的 特征 向 
其 接近 平行 ， 邢台 S 的 两 到 {例如 ， 第 卢 列 和 第 9 列 ，p 关 g) 可 能 接近 平行 ， 因 而 ， 即 使 单位 基 
问 基 ce, 和 * 是 正 变 的 ，Se, 与 Se 的 炎 角 仍 可 能 很 小 ， 在 这 种 情形 ， 湾 条 件数 x(5) 将 很 大 ， 
遇 禄 定 4 的 特征 值 问题 就 可 能 是 病态 的 ， 

但 是 .如 举 S 基 酉 (或 接近 于 西 ? 第 阵 ， 则 SS 将 把 一 对 正 交 向 量变 成 正 交 (或 将 近 于 正 交 ) 疝 
其 ， 并 LS 的 谱 条 件数 将 会 很 小 (实际 上 ， 如果 号 是 酉 矩阵， 它 等 于 1)， 丰 这 种 情形 ， 确 定 A 
的 特征 值 的 问题 一 定 是 良 态 的 ， 当然， 一 个 矩阵 (恰好 ) 可 以 西 对 前 化 ， 当 用 仅 当 它 是 正规 本 
阵 ， 所以，(6. 3.2)? 给 出 了 关于 整个 正规 矩阵 (特别 是 Hermite 矩阵 各 实 对 称 和 矩阵 ) 类 的 扰动 定 
理 ， 它 与 原来 的 关于 对 角 征 隆 的 论断 具有 癌 样 简单 的 展 式 .正规 矩阵 关于 特征 值 的 计算 是 优 
态 的 ， 


6.3.4 推论 设 AEM, 基 共 有 特征 什 41，…，% 的 正规 矩阵 ， 艾 设 EM,， 如 果 守 是 及 十 玉 
的 特定 值 ， 则 存在 A 的 某 个 特征 值 2,， 使 得 一 2, | El. 

注意 ， 扰 动 撼 阵 五 和 被 扰动 矩阵 入 寺 互 都 不 一 定 是 正规 第 阵 ， 挫 论 58. 3, 4) 常 常 应 用 于 实 
对 称 第 阵 4 的 情 湛 ， 

练习 给 出 推论 6. 3. 4) 的 详细 证 明 . 

练习 如 果 知 道 4 和 E 者 是 Hermite 答 阵 ， 则 可 以 利用 Weyl 定理 (4. 3, 1? 给 出 比 56. 3. 4) 
中 的 界 锡 好 的 界 ， 和 如果 六，EE M, 是 Hermite 矩阵 ， 又 如 果 A 是 A 的 有 序 特征 
值 , 训 写 夺 i 是 六 十 玉 的 有 证 特征 值 ，|LALCE) 坊 …4,(E) 蚌 玉 的 有 序 特征 值 ， 斌 用 不 
等 成 (1 .320 证明， 对 所 有 天 一 1，2，…，7) 


os 
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AB) RE). 
且 

[a | olE) = |EL. 
说 明 为 什么 这 个 界 比 (6. 3. 4) 好 ， 如 果 已 知 王 的 所 有 特征 值 是 非 负 的 ， 这 握 供 了 什么 信息 ? 

在 数值 应 用 中 ， 原 揪 阵 4 和 扰动 矩阵 玉 都 是 实 对 称 的 情形 并 不 少见 ， 在 这 种 情形 以 及 在 

4 和 A 十 已 都 是 正规 第 阵 的 更 一 般 的 情形 ， 关 于 拢 动 ， 存 在 一 个 对 所 有 特征 值 都 适用 的 涉及 全 
局 的 界 . 
6.3.5 定理 (Hoffman 和 Wielandty 设 轧 ，EEM,. 假定 A 和 A 十 EE 都 是 正规 答 阵 ， 设 人 hl， 
…，%j} 是 按 某 个 顺序 给 定 的 A 的 特征 秆 ， 壤 ,，…，i,) 是 按 革 个 硕 序 给 定 的 A 十 EE 的 特征 什 . 
则 存在 整数 1，2，…， 的 一 个 排列 ol 让 使 得 


[Di a 0] < El (8. 3.6) 
[i 


证 阴 ; 设 A 二 diag(h1， ey A,), A=diag(i,, ss 六 ) ， 设 VEM, 是 使 A=VAV* 的 本 和 矩 
阵 ， 击 WEM, 是 使 和 A 十 一 WAW" 的 西 害 阵 ， 于 是 ， 因 为 Frobenius 范 数 是 西 不 变 的 ， 有 
TEl= | (A++E)—AIl 
= [|WwAaw" — VAv" | 
= IV WAW'V-Al 
= | ZA42' 一 生性 
= tr(2A2' -ANZAZ' 一 
tri AA ) tr2AZ' A' + AZA' 2') 
= D0 PHA | —2Re tr(ZAZ" A'), 
了 一 1 
其 中 已 令 Z 三 V* 字 ， 这 个 表示 式 说 明 
TE | 十 | |) 一 2max{Re trCUAU" A :D 是 两 矩阵 )， (6.3.7) 
4 一 上 
我 们 要 证 明 ， 这 个 下 界 的 精确 值 就 是 所 确定 的 界 (6. 3. 6)， 姐 果 Us [au ]E IM,，、， 则 容易 算出 
Re tr(UAU* A') -| u, | "Reh 2,), 


141=] 


而 我 们 感 兴趣 的 是 。 当 U 取 遍 所 有 n Xn 西 算 阵 组 成 的 紧 集 时 ， 这 个 表示 式 的 极 大 值 ， 如 果 令 
三 | ww | *， 且 设 C=[Lc,]， 则 绰 阵 CEM, 就 是 具有 非 负 元 的 矩阵 ， 且 它 的 所 有 行 和 与 所 有 
列 和 恰好 都 是 十 1( 因 为 UU" 一 U* = 了， 因而 ,只 要 上 是 西 和 矩阵 ,CC 就 是 双 随 机 和 矩阵 ， 又 如 
困 修 改 我 们 的 极 值 问 题 ， 人 允许 取 所 有 汉 随 机 矩阵 ， 则 我 们 将 在 一 个 知道 其 结构 的 紧 凸 集 上 更 有 
利 地 考虑 这 个 极 值 问题 ， 在 这 个 较 大 的 区 域 土 的 极 大 值 当 然 可 能 更 大 一 些 ， 


max{Re tr(UAU* A') :UU 是 西 矩阵 } =max| > | tw FRetah,):U 是 酉 矩阵 } 
Toy 二】 


Smax| 六 ReGLi):C 是 双 随 机 矩阵 
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但 是 ， 这 个 求 极 大 值 的 明 数 是 紧 西 集 上 的 线性 函数 ， 所 以 在 该 凸 集 的 一 个 端点 上 取得 极 大 值 
( 见 附录 B 并 且 注 意 到 线性 函数 是 山 消 数 )， 和 根据 Birkhoff 定理 (8.7. 1)， 双 随机 姑 阵 集合 的 各 
端点 都 是 园 换 矩阵， 因而 存在 置换 个 阵 PE MM,， 使 得 

max{ Se, ReQ,1,),C 是 双 随 机 矩阵} = Re trCPAPTA*). 
因为 置换 矩阵 是 西 矩阵 ， 所 以 也 有 

max{Re tr(UAU" AI 是 西 给 阵 上 一 Re tr(PAPIAY )， 
如 课 对 i—l: 2 有 Pe,— en 则 

Re tr(PRAP74  ) = SRecish), 

而 6.3. 7) 说 明 


IL E 搓 洋 So [| A | 十 | A 和 — 2Rethwad)] 
1 


一 YY | As A | 
定理 (6. 3. 5) 说 明 ， 对 正规 生 阵 的 特征 值 集合 ， 存 在 很 强 的 全 局 稳定 性 ,但 是 它 没有 说 明 
究竟 是 特征 值 的 哪个 排 刻 将 满足 所 述 不 等 式 ， 并 不 是 特征 值 的 人 等 个 排列 都 满足 这 个 不 等 式 ， 实 
际 上 ， 至 少 存在 特征 值 的 一 个 排列 ， 可 使 (6. 3.6)? 的 不 等 式 反 向 ( 见 本 节 示 习题 7)， 然 而 ， 在 
Hermite 第 阵 这 一 重要 特殊 情形 ， 特 征 值 的 自然 顺序 能 满足 (6. 3. 6) 中 的 不 等 式 . 
43.8 推论 设 态 ， EEM,， 假定 A 基 Hermite 外 阵 ， 4 十 瑟 是 正规 矩阵 ， 设 11 ，…，) 是 
4 的 特征 值 ， 旦 排 成 递增 需 序 Ch 各 和 各 和 和 ) ， 又 说 全，…，ji} 是 由 十 吾 的 特征 值 ， 使 其 有 
顺序 Re is 近 Re 和 写实 Rei， 则 


[Da] El:. 
证 明 : 根据 定理 (6. 3, 5)， 存 在 4 十 巨 的 特征 值 的 给 定 闫 序 ( 递 增 实 部 ) 的 某 个 排列 =。 使 得 


[is 一 a El. C6. 3. 9) 
1 一 ] 


如 果 4+ 王 的 特征 值 在 表 4. ，…，iue 中 己 使 它们 的 实 部 成 递增 顺序 ， 那 就 没有 什么 可 证 的 
了 ， 理 则 ， 丰 上述 表 中 有 两 个 相 邻 的 特征 值 ， 其 实 部 不 按 递 增 顺序 排列 ， 鲍 如 ， 对 椅 个 适合 1 
Rn 的 此， 
Re Mon > Re je 
但 是 ， 因 为 
| hans 一 Ar | 二 | jet 一 Ab | 一 | Mn 一 处 | 二 | hans At | 
十 2 — A {Re juan — Re Aw ), 
你 因为 根据 假定 ， 4- 4; 所 0， 所 以 得 知 
| A 一 A | + | A Arr 相 宇 | Ali 一 入 FE 十 | en 一 A | 

因此 ， 可 以 交换 两 个 特征 值 io 和 ruv 且 不 增加 平方 差 之 和 .通过 有 限 次 这 样 的 交换 ， 特 征 


371 
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值 表 ia ，…，jiuo 可 以 变换 成 表 避 ,如 ，…，i， 使 其 实 部 是 递增 的 ， 且 所 确定 的 界 成 立 . 
口 
实际 上 ， 这 个 推论 经 常 应 用 于 入 和 4 十 EE 都 是 Hermite 矩阵 或 者 甚至 于 是 实 对 称 矩 阵 的 情 


练习 ”证明 ， 如 果 有 A，BE ML 是 Hermite 矩阵 父 如 果 它 们 的 特征 值 都 按 递 增 顺 序 或 都 近 
递减 硕 序 排列 ， 则 


(PA BY) | 4 -Bij:. 
练习 说明， 如 果 4 和 了 三 4 十 下 不 都 是 正规 扼 阵 ， 则 定理 (6. 3,5) 中 的 结论 不 一 定 成 立 ， 


0 0 一 1 一 】 
提示 ， 设 4=| ， ,| B=-| |， 然后 说 明 ， 对 特征 值 的 任 - -顺序 ， 


DA — XB = 16. 


:= ] 


如 果 和 4 不 可 对 角 化 ， 就 不 知道 有 像 定理 (6. 3. 2) 中 那样 简单 的 界 ， 但 是 右 可 能 导出 一 个 简 
明 的 公式 ， 它 说 明 ， 当 和 矩阵 的 元 素 产 生 扰动 时 ,和 矩阵 的 代数 单 重 特征 值 ( 代 数 重 数 等 于 1) 如 何 
变化 ， 首 先 给 出 一 个 引 理 .说 明 相应 于 一 个 单 重 特征 值 的 左 特征 向 量 与 右 特 征 向 量具 有 非 正 
交 性 . 


6.3.140 引 理 ”如果 AEM.,、 且 4 是 A 的 代数 音 重 特征 值 ， 交 如果 和 w 分别 是 相应 于 A 的 特 
征 值 4 的 右 特 征 向 革 和 左 特 征 向 量 ， 则 y x 闫 0. 

证 明 : 如 果 4zr= 一 ar， 天 0， 则 可 以 采用 在 Schur -: 角 化 定理 (2. 3. 1) 的 证 明 中 所 使 用 过 的 
方法 ,构造 其 第 1 列 是 .xi | x 上 的 西 知 阵 吕 ， 梧 得 


因为 4 是 态 的 单 重 特征 值 ， 所 以 它 不 可 能 是 B 的 特征 值 ， 单 位 基 向 其。 是 U" AU 的 属于 4 的 
特征 向 量 ， 现 在 考虑 


且 很 定 U' 本 Uz=Mz， 其 中 z 夭 0 如果 六 一 [0 1， 则 天 0 且 £ 基 B" 的 属 十 的 特征 向 量 . 
另 -- 方 面 ,4 就 应 是 B 的 特征 值 ， 这 与 假设 相 予 后， 出 此 得 知 ，< 不 能 以 零 作 为 第 一 个 分 量 ， 
即 =" et 子 0， 但 是 (Uz?" (Ue1) 二 ze 关 0， 日 则 节 Uz 和 Ue 是 有 A 的 属 圭 4 的 堪 特 征 向 量 和 右 
特征 向 基 ， 因 为 根据 假定 ，A 的 关于 4 的 左 竺 征 空 间 和 右 特征 空间 都 是 一 维 的 ， 所 以 对 某 个 a 
天 0， 一 定 有 4 一 LTs， 但 是 x 一 | 二 Ue,, 因此 y' x 关 0 一 十 成 立 , 

练习 ” 考 虚 4-|， 上， 山 明 ， 如 果 从 假设 条 件 中 略 去 “代数 单 重 "， 则 引 理 不 成 立 ， 


现在 假定 是 和 A 的 代数 单 重 特 征 值 ， 于 是 4 有 了 唯一 (除了 差 一 个 纯 基 因子 a 以 外 ，1 a 
三 1) 奖 定 的 正规 化 右 4 特征 向 量 z 和 唯一 确定 的 左 4 特征 身 量 y， 它 可 以 通过 关系 y* z=1 下 
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规 化 ， 如 果 考 虑 可 微 的 参数 族 A(1)， 使 得 400)= 二 A[ 和 例如 ，A(1) = 二 A 十 !E，E 为 固定 的 扰动 矩 
阵 ]， 则 对 所 有 充分 小 的 1:， 存 在 A( 疏 的 唯一 确定 的 单 重 特征 人 (1)， 使 得 400) 二 4， 同 时 存在 
一 个 右 4() 的 特征 向 量 .:(2)、 它 由 条 件 x "(1 x(t) 二 1 崔 一 确定 (如 前 ， 差 一 个 因子 a) 还 存在 一 
个 左 4( 由 特征 向 基 y(t)， 它 由 条 件 yt .xt 二 1 唯一 确定 ， 
如 果 微 分 这 后 一 个 正规 化 条 件 ， 则 得 到 恒等式 

yr y Wr = 0. (6. 3, 11) 
国 为 AD 一 MO 对 所 有 小 的 :成 立 ， 所 以 也 有 恒等式 yy COA 二 A107Yy (Dw() 
二 A(1)， 如 打 微 分 这 个 恒等式 ， 便 得 六 | 

A = yA TY AOD HY NA Yr), 
但 是 ， 国 为 A(z 一 ACOr 人 和 yO02A0D 一 A(D)y "tt)， 这 就 变 成 
ACD = AD yy Cr ty CA DY Hy OA OI — yA rt). 

我 们 已 经 用 到 了 恒等式 (6. 3. 11)， 在 1 一 0， 这 在 正规 化 条 件 r" x 二 1 和 y' r= 二 1 下 ,正好 是 恒 
等 式 和 (0) 王 y"A0)r。， 如 果 上 租 y 是 右 4 特征 向 量 和 左 特征 向 量 ， 它 们 不 一 定 用 上 述 方式 
正规 化 ， 可 以 用 :zzz 代替 了 用 (wp 伐 昔 yy 米 得 到 一 般 的 恒等式 0) 一 
守 册 (0)r， 盏 此 已 经 证 明了 关于 多 阵 站 的 下 述 缚 果 ， 它 不 要 求 4 …- 定 证 对 角 化 ， 
6.3,12 定理 没 A(0EM, 在 1 一 0 可 微 ， 假定 和 是 4(0) 的 代数 单 重 特征 值 ， 并 且 假 定 对 小 的 
z，j{D 是 A(7) 的 特征 值 ， 日 使 4107 一 4 没 z+ 是 A 的 右 2 特征 向 其 ，y 是 和 的 左 4 特征 向 
基 ， 则 


00) = Ox 

练习 设 A(t) 二 太 十 :E， 其 中 下 蚌 辕 定 的 扰动 簿 阵 ，( 在 定理 (6. 3.12) 的 假定 下 ) 证 明 ， 
在 t= 人 0, 
da yy Er 


di yr 
练习 ”在 定理 (6. 3.12) 假 定 下 . 证 明 ， 对 任意 i, j， 
a Yu 
dua, yx 
这 个 公式 说 明 ， 相 对 十 A 的 任 一 元 素 的 变化 ,1 如 何 变 化 提 订 :; 设 = 玉 , ， 它 是 xz 第 阵 ， 
卫 其 公有 的 非 零 元 在 i，j 位 置 上 . 


1 1 
练习 考察 拓 阵 4=| 。 Mt 如 果 se 尖 0， 特 征 值 一 1 就 是 单 重 的 ， 对 所 有 四 对 i，j， 


直接 算出 94/ 34,， 当 ->0 时 ,这些 变 化 具有 什么 性 质 ? 由 此 可 知 ， 如 果 .z 和 接近 正 交 , 那 
么 ， 对 于 和 的 基 些 扰动 ， 特 征 值 可 能 是 很 灵敏 的 ， 
与 特征 值 的 情形 形成 对 比 ， 仅 仅 因 为 矩阵 元 素 的 小 扰动 ， 即 使 是 对 角 矩 阵 的 特征 向 量 ， 也 


可 能 会 有 很 大 的 变化 ， 例 如 ， 如 果 4-|， "] 有 E- | 6 


: ,| 其 中 e，8 关 0， 则 4 十 下 的 特 
征 值 是 24=1 和 1 十 :， 而 相应 的 正规 化 特征 向 量 是 
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| 一 仿 "1 
em) w lol 
虽 于 任意 小 的 s 和 $$， 通过 适当 选择 8 与 5 之 比 ， 可 以 把 第 -- 个 特征 向 量 选 定 为 任意 方向 上 的 
点 已 解 . 


1 
如 果 令 。 一 0， 则 对 任意 8$ 关 0， 被 扰动 矩阵 4+E=| 1 | 只 有 - 个 无 关 的 特征 向 量 ， 而 和 A 


却 有 两 个 无 关 的 特征 向 基 ， 
运 今 我 们 的 折 有 信 计 是 关于 和 矩阵 的 扰动 所 路 起 的 特征 值 误差 的 先 验 界 ; 它们 不 涉及 所 计算 
的 特征 值 或 特征 向 晤 ,或 由 它们 导出 的 性 何 量 ， 假 定 * 近 似 特 征 向 量 "+ 关 0 和 “近似 特 征 值 已 
经 用 某 种 方式 求 出 来 ， 可 能 不 是 4z 恰 好 等 于 和 工 的 情形 ， 但 是 ， 当 和 可 对 角 化 时 ， 可 以 利用 
简 余 向 量 r 一 生子 一 1 了 得 到 一 个 估计 ， 确 定 站 是 如 何 接近 44 的 一 个 特征 值 , 
记 4=S4S !， 且 假定 4 不 愉 好 等 于 4 的 任何 特征 值 ， 于 是 
r= Sh -AT)ST' 人， 
所 以 7 二 S(h 一 A1)-1S-!'r， 因此， 
上 | = sm -A sr 过 SA 一 AS 
S| Is Hl oir =x ha i | ri 
= tS) min 1 —i rl 
从 春 
二 | min | 一 A lxtS)} | rl. 
显然 ， 即 使 当 某 个 4, 二 时 ， 后 一 个 不 等 起 仍然 成 六 对 于 上 述 论 证 、 已 经 假定 
Ca) 1 二 是 安 .上 的 向 后 范 数 ; 
(by M, 上 的 策 阵 范 数 ! :与 上 :中 相 容 : (6. 3, 13) 
(ce) D|= max | ad, | ， 如 果 DD=diagtdi, "dEM,} 
中 条 件数 <(S) 尾 用 矩阵 范 数 | 。 ;来 计算 的 ， 如 果 4 是 正规 趾 阵 ， 则 5 可 以 取 为 西 知 阵 ， 允 如 
果 采 用 上 访 向 量 范 数 和 谐 年 阵 范 数 ， 则 有 *(S)=1、 条 件 (c) 等 价 于 要 求 矩阵 范 数 | .| 是 由 单调 向 
址 范 数 诱导 的 [定理 (5. 6.37?]， 因 此 ， 如 果 "| 是 C 上 的 单调 向 甚 范 数 ， 且 上 :| 是 由 中" 川 话 
导 的 MM, 上 和 拭 阵 范 数 ， 则 16, 3. 13) 的 所 有 有 条件 都 被 满足 ， 这 样 ， 就 证 明了 关于 后 验 界 的 结果 ， 
它 与 定理 (6. 3. 2) 和 排 论 (6. 3. 4) 具 有 相同 的 形式 . 


3,14 定理 设 4E 册 . 荐 可 对 角 化 矩阵 ， 上 且 4 一 S4S-1 和 4 一 diag 人 0 ，…， 01) 设 C 上 的 
向 基 范 数 站 | 和 4, 上 的 矩阵 范 数 | | 适合 条 件 (6. 3. 13)， 设 iEC” 是 给 定 的 非 零 向 量 ，i 是 给 
定 的 复数 ， 旦 r 一 AT 一 4z， 则 存在 A 的 某 个 特征 值 A,，、 使 得 


1 一 和 | 委 人 SS = | (6. 3. 15) 
| Ez 


如 果 扩 是 正规 矩阵 ， 册 存在 的 某 个 特征 值 4,， 使 得 
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je | i (6. 3. 16) 
| 


这 后 一 个 结果 可 能 不 同 于 线性 方程 组 的 解 的 相对 误差 的 后 验 界 的 相应 结果 ， 如 果 线 性 方程 
组 的 系数 矩阵 是 病态 的 ，(5.8. 11) 说 明 ， 小 的 剩余 向 量 并 不 蕴涵 解 的 小 的 相对 误差 .然而 ， 
(6, 3, 16) 却 说 明 。 如 果 刀 是 正 秽 类 阵 ( 实 际 上 ，A 通常 是 Hermite 逢 阵 或 实 对 称 拓 阵 }， 又 如 
果 近 似 特 征 向 量 -一 -特征 伪 偶 有 小 的 剩余 向 量 ， 则 可 以 保证 特征 值 的 绝对 误差 是 小 的 ; 没有 条 
件数 出 现在 界 中 . 

这 个 关于 特征 值 的 慨 意 结果 没有 关于 特征 向 量 的 类 似 的 惰 意 结果 相 匹 配 ， 即 使 对 于 实 对 称 
和 矩阵， 一 个 小 的 剩余 向 其 并 不 保证 近似 特征 向 量 接近 于 一 个 特征 向 量 ， 例 如 ， 考 虑 A 二 


1 _ 
| ‘| 6>>0， 如 果 取 一 1 和 一 [1，0]"， 则 剩余 向 量 是 + 一 [0，e]?， 对 所 有 e->0， 和 A 的 
特征 向 基 是 [1，1]7 和 [1， 一 1 了 ， 调 不 论 。 如何 小 ， 主 不 近似 平行 于 这 雌 个 向 量 中 的 任何 


一 个 ， 
练习 证 明 上 述 例 子 中 A 的 特征 秆 是 1 十 e 和 1 一 e， 并 且 验 证 在 这 种 情形 下 的 界 
(6, 3, 16). 
习题 
1, 如 果 4， 是 有 A 的 特征 信 ， 且 4 关 x， 证明 4 的 相应 于 A 的 任 … 左 特征 向 量 与 4 的 相应 
于 4 的 任 一 右 特征 向 重 于 交 . 
2, 在 4 有 二 不 相同 的 特征 值 的 假定 下 ， 利 用 上 一 个 习题 给 出 引 理 (6. 3. 10) 的 另 一 个 证 明 ， 


3， 考 察 
0 1 n 1 
a Tem, m1 
E 0 0 0- 


其 中 e 守 0， 试 验证 本 节 第 一 段 最 后 一 名 话 中 所 表现 出 的 遗 短 ， 证 明 ， 对。 二 0，A. 可 对 第 化 ， 
是 六, 的 … 个 特征 值 与 4, 的 每 一 个 特征 秆 间 的 极 小 距离 是 Ye， 记 AA, 二 A 十 上 上， 并 证 明 
| A 一 2, | 
四 
因此 ， - 般 说 来 ， 没 有 形 如 | 4--X, | 近 儿 三 | 的 界 可 能 是 正确 的 .然后 计算 在 这 种 情形 下 定理 
(6. 3. 2) 的 界 ， 并 且说 明 会 出 现 什么 情形 . 

4 考察 多 项 式 p(n) 一 (7 一 zx.) 它 在 x 有 重 根 ， 即 pl)=p'(x)=0, 但 疡 (Cr,}=0. 
证 明 ， 对 较 小 的 >>0、p(x)- -e 有 形 如 .re'? 与 x 接近 的 岗 个 根 ， 因 此 ， 一 个 多 项 式 的 各 个 
系数 中 阶 s 的 一 个 改变 就 可 以 使 它 的 各 个 根 拨 阶 由 的 一 个 相当 里 发 生 改 变 ， 对 于 一 个 多 项 式 ， 
一 个 零点 的 扰动 与 各 系数 的 扰动 之 比 可 能 是 无 界 的 ， 

5. 考虑 界 (6. 3. 4)， 它 是 说 ， 对 于 Hermite 矩阵 (或 更 一 般 地 ， 正 规矩 阵 )， 特 征 值 的 扰动 
与 短 阵 诸 元 素 的 扰动 之 比 是 有 界 的 ， 因 为 矩阵 的 各 特征 值 正好 基 其 特征 多 项 式 的 各 个 模 ， 解 释 
为 何 这 个 合意 情形 与 习题 4 中 的 结论 是 -- 至 的， 历史 的 经 验 是 ， 按 传统 习 慨 去 构造 特征 党 项 式 
然后 求 它 的 各 根 的 方法 米 计算 Hermite 矩阵 (或 任何 其 他 矩阵) 的 各 特征 值 是 不 可 取 的 ， 这 有 可 


宕 Dle) 一 oo0， 着 e 一 0 
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能 把 原本 良 态 的 问题 转 为 病态 问题 ! 
86. 考虑 Givens 给 的 例子 ， 运 六 二 1 是 2x? 实 对 称 算 阵 ， 而 
EcOs(2/e) esin(2/8) 


， | E >» 0 
esin(2/e) —ecos(2/e) 


Ete) 一 | 


是 一 个 实 对 称 扰 动乱 阵 有 E(O)=limE(e) =0. 证 明 ，4 十 E(s) 的 特征 值 是 1 十 利 1 一 e， 而 
六 十 Ete) 相 应 的 {唯一 确定 到 相差 一 个 符号 ) 的 正规 化 特征 向 量 分 别 是 [eost1/e)，sin(17s)j7 利 
[sin(l/e)， 一 cos(1/e}]!， 其 中 二 0， 证 明 ， 当 一 站 时， 每 个 特征 向 坡 可 随意 地 指向 任 一 始 
定 的 方向 ， 因 此 ， 即 使 我 们 仅 考 虚实 对 称 第 阵 ， 如 果 它 的 特征 值 与 其 他 特征 值 没 有 明显 的 区 
界 ， 则 有 个 别 特征 向 量 可 以 快速 地 变化 . 
排列 +， 使 得 

(Di m1) El;. 


提示 : 考虑 min { 2 co Re(hX):C 二 Lc,] 是 双 随 机 妨 隆 } 
8. 设 AE M, 是 给 定 的 正规 矩阵 ， 其 特征 信和 集 为 {4,5A}}， 叉 设 0 是 给 定 的 ， 且 定 广 
SCA,r) 一 {B 所 AT 是 正规 矩阵 , 甩 | 号 一 各 | 7} 
证 明 { ，…，ji} 是 矩阵 BE SC4，r) 的 特征 值 集 台 当 且 仅 当 
min 六 | 有 【) — A | :5 是 ly yn 的 一 个 排列 } 所 天 ， 
这 给 出 了 一 个 给 定 的 正规 条 阵 的 邻 域 中 的 诸 正 规 朱 阵 的 可 能 特征 值 集合 的 完整 特征 ， 提 示 : 必 
号 7 加。 要 性 用 定理 (6. 3. 5)， 半 十 充分 性 ， 设 4A=UAU* ， 其 中 A 一 中 agCCA)，…，X(A)) ,然后 定义 
B—UAU' 其 中 A 一 diagGh)， i A 
9. 在 定理 (6, 3,5) 的 证 明 中 ， 用 到 了 如 下 事实 : 如 果 刀 =[x,]E€M 是 本 矩阵 ， 则 A 三 
L jw | 是 双 随 机 和 矩阵， 说 明 不 是 每 个 双 随 机 给 阵 可 以 用 这 种 方式 由 西 第 阵 产 生 ， 提 示 : 考 
虑 王子 


D 1 1 
10. 假定 AE M, 是 给 定 的 Hermite 失 阵 ， 甩 假定 肯 某 种 方式 已 求 得 一 个 本 矩阵 六， 使 得 
3.05 —0.08 0.027 
—0.06 —#6,91 rn 
中. 02 0, 07 8.44 


对 于 A 的 特征 值 ， 给 出 你 所 能 做 到 的 最 佳 估计 . 
11. 不 能 指 友 非 正规 矩阵 有 形 如 (6, 3. 4) 的 界 ， 考 虑 A，EE M,， 其 中 ， 


UAU* = 
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[TO a 
0 0 
总 一 
D0 0 
L 0. 
ro U 
€ 0 
E=|: | ae 站 
0 ， 。 
0 £ 
[LE 总 六 0. 


证 明 从 的 所 在 特 征 值 都 是 0， 丽 各 十 瑟 的 特征 值 是 关于 was 的， 个 不 同 的 秆 ， 无 论 e>>0 为 何 
值 ， 只 要 适当 地 选取 &， 就 可 使 4 十 已 的 所 有 特征 值 任意 大 ， 当 4 是 正规 矩阵 时 ， 和 情况 有 何 
不 同 ? 

进一步 阅读 定理 (6.3.5) 的 原始 形式 可 参看 A，j，Hoffman and H. Wielandt, “The 
Variation of the Spectrum of a Normal Matrix,” Dake Ma 由 ，J，20(1953)，37-39，、 这 个 结果 
闫 十 实 对 称 情形 的 一 个 初等 让 明 邮 [Wi ，pp，104-109. 


6.4 其 他 包含 区 域 


我 们 已 经 比较 详细 地 讨论 了 Gersgorin 图 条， 它们 是 平面 上 一 类 特 殊 的 容易 计算 的 区 域 ， 
这 些 区 域 保证 包含 给 定 征 阵 的 各 特征 值 .许多 作者 也 许 受 Gersgorin 理论 的 优美 几何 结构 的 启 
发 ， 扒 广 了 这 个 理论 的 思想 和 方法 ， 得 到 一 些 其 他 类 型 的 包 念 区域.。 我 们 讨论 其 中 几 个 已 经 成 
熟 的 富有 特色 的 结果 . 

第 一 个 结果 给 出 了 特征 值 的 包含 区 域 ， 像 Ciersgorin 区 域 那 样 ， 它 是 若干 个 圆 盘 之 并 ， 不 
过 ， 圆 盘 的 半 和 从 既 依 赖 于 去 心 行 和 也 依赖 于 去 心 列 和 ，Gerggorin 定理 的 分 离 行 和 与 列 和 形 趟 
是 作为 这 个 结 轩 的 极限 而 得 到 的 ， 这 个 结果 归功 于 (strowski， 因 此 它 可 以 春 成 安 竺 在 (6. 1. 2) 
与 (6. 1.4) 之 间 的 包含 区 域 的 一 个 闭 联 集 


f. 4,1 定理 (Ustrowski) 没 A 一 [a, EM,，aE[0，1j 是 给 定 的 数 ， 叉 设 R 和 C, 分 器 表示 
各 的 去 心 行 和 与 去 心 列 和 : 


天 一 》) | wu (6. 4. 2) 


人 一 | ah 《6. 4. 3) 
则 A 的 所 有 特征 值 位 于 个 葛 盘 的 并 


(tzE Crt z a, 1S RC ") (6. 4, 4) 


一】 
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证 明 : 我 们 可 以 假定 0 之 a 之 1， 当 w=0 和 a 二 1 的 情形 (相应 和 于 关 于 列 和 与 行 和 的 
Gersgorin 定理 ) 亲 以 通过 坡 极 限 得 到 另外， 可 以 假定 所 有 R' ;>0， 因 为 可 以 在 其 Ri 二 0 的 任 
一 行 中 添上 一 个 小 的 非 零 元 使 A 产生 扰动 : 所 得 到 的 矩阵 有 包含 区 域 (6.4.4)， 它 大 于 A 的 包 
含 区 域 ， 并 日 在 扰动 趋 于 零 的 极 眼 情形 推出 结论 成 立 ， 

现在 假定 六 tr 二 A4x+， 上 月 + 二 [x,] 了 90， 于 是 对 每 个 :==1,， 2，…，n， 有 


hl RR 

So alri= Dla tftla llr, |} 
+1-—1 1-1 
天: 1 


| 六 一 cs [| 过 | 一 | Daye, 
r=1 
1 天 1 


< [So TS (6.4. 58) 
和 


JE 


= R*[ 2 | a, li 1 “| 


因为 只 >0， 它 等 价 于 


A—ua 二 ,1 
av | | zx | 所 [> |@ [ix ia "| "， 
4 


R’ 
因而 
| A CO, | Li a _ my ， 
De. (6.4. 5b) 
1: 一 1 


? 
jo 


存 (6. 4 5a) 中 所 使 用 的 不 等 式 是 Holder 不 等 式 ( 附 录 B)， 其 中 ，p= la 有 gqg=p/(p 一 1)= 
1 1 一 ae). 现在 对 i 相 加 (C6, 4 5b) 便 得 到 


于 一 
ja—a |] ， Ra 
>| Ee | [ology ™ jas [lz jn 
' 1=1 pl 
1 


r=1 


= Meee. (6. 4.6) 
如 果 对 适合 上 天 0 的 每 个 ; 有 可 
[a ev， 
则 6.4. 6) 不 能 城 立 ， 因 此 ， 得 出 
对 适合 +, 了 0 的 至 少 一 个 i 值 成 立 ， 因 而 
14 一 or | RC ". 口 


1 4 
练习 性 点 4= | | 试 比较 Gersgorin 行 和 列 特征 信和 包含 区 域 与 a= 二 的 Ostrowsi 区 
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域 . 对 于 A 的 谱 半 径 ，Ostrowski 定理 给 出 什么 估计 ， 且 如 何 司 Gerigorin 帖 计 (6. 1.5) 进 行 
比较 ? 

练习 推论 646.1. 6) 隐 Dstrowski 形式 是 什么 ? 

下 一 个 结果 也 是 Gersgorin 定理 的 推广 ， 它 属于 Brauer， 不 过 现在 一 次 要 到 两 行 ， 几 何 区 
域 不 再 是 圆 盘 ， 而 是 称 作 Cassini 椭圆 形 的 诸 集 合 。 显 然 ， 其 证 明 平 行 于 Ger5gorin 定理 的 证 
明 ， 其 中 不 仅 选 择 特 征 向 量 的 一 个 最 大 模 分 量 ， 而 且 还 选择 两 个 最 大 模 分 量 . 


6,4.7 定理 (Brauer) 设 4=[oaEM. 4 的 所 有 特征 值 位 于 nn 一 1)72 个 Cassini 椭圆 形 
的 并 


Ui tzEC:l roa, llz- a [SR'R’)} (6. 4. 8) 
中 . 

证 明 : 设 4 是 4 的 特征 值 ， 且 假定 AAr 二 Xx+， 其 中 之 ==[x,j] 关 0， 则 x 的 一 个 元 罕有 最 大 维 
对 值 ， 例 如 +,， 和 使 得 对 所 有 ii1，…，2 有 1 之 |z | 且 心 天 0， 如 果 的 所 有 其 他 元 都 
是 零 ， 则 4z= 一 AMz 的 假定 说 明 sw 一 上 因为 和 的 所 有 对 角 元 都 包含 在 区 域 (6. 4.8) 中 ， 所 以 ， 
当 它 的 相应 特征 向 量具 有 一 个 非 替 元 时 ， 特 征 值 4 在 这 个 区 域 中 ， 

现在 假 年 至少 存 在 特征 问 量 .r 的 两 个 非 零 元 ， 设 r, 是 具有 第 二 个 最 大 绝对 什 的 分 量 ; 即 
对 所 有 ji]1，…，m，i 尖 加 且 了 天 0Fm， 有 |zx | 宇 |z | 宇 | x |. 

于 是 Ar 二 Ax 表明 


3 
TptA— dm) = Dapz, 
i1=1 


国 1p 
它 草 肖 
1 人 =| or 过 六 we 
3 = 和 
或 
aaw | 过 本 了 | 《6.4. 9) 
| x, | 
但 是 也 有 
工人 am ) = Var 
1=1 
i 
它 昔 洱 
| x | | Aa, |= Davr ls Ya, oY ol l= R’|z,|, 
了 一 上 一 ;= 
或 1 他 
1 一 as [ER Lzel. (6.4. 10) 
| x | 


慑 46. 4.9) 和 (86. 4, 10) 的 乘积 使 我 们 可 消去 x 的 两 个 分 量 的 未 知 比 ， 从 而 得 到 
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| 一 am ||A a [SR ik 


因此 ， 特 征 值 4 位 上 区域 66. 寺 8 路. 
练习 ”Brauer 定理 的 列 和 形式 是 什么 ? 
关 十 特征 值 包 含 区 域 的 任 一 个 定理 蕴涵 :并且 实际 上 也 被 蕴涵 于 ) 相 关 的 可 逆 性 定理 ， 现 在 
利用 包含 结果 得 到 不 许 > 二 0 属于 该 包含 区 域 的 条 件 . 


6.4. Il 推论 如 果 4=[ojE 邮 ， 则 下 列 荣 件 中 的 任何 … 个 都 是 A 为 可 道 矩 阵 的 充分 条 什 ; 
(a) 对 某 个 aE10， 1 | | 守 RYC PM， 对 所 有 i 二 1，… ,成 立 (Ostrowskii); 
(Cb) | a | [a | 守 RR; 对 所 有 1 jj 一]，…， HH ij 成立 (Brauer), 
练习 利用 (6. 4.1) 和 (6.4.7) 证 明 (6. 4. 11). 
Brauer 定理 要 求 一 次 取 了 时 行 的 乘积 ， 在 一 次 取 汪 行 或 多 行 的 想法 启发 下 ， 人 们 注意 到 进 一 
步 推 广 Brauer 定理 的 可 能 性 ， 并 且 对 每 个 请 =1，…，n， 考 虑 形 如 


(lz EC: [Tle I IR }, A=[alem, (6. 4. 12) 
[| -1 


的 集合 之 并 ， 对 每 个 点 ， 有 [”) 个 这 种 形式 的 集合 : 了 二] 给 出 个 Gerisgorin 阅 稻 ,而 加 二 2 
给 出 Brauer 的 nCn 一 1)/2 个 椭圆 形 。 超 往 的 是 ， 对 m 庆 3， 集合 (6. 4. 12) 并 不 一 定 是 特征 值 包 
会 区 域 ， 正 如 例子 
1 0 
1 1 0 0 
oo 10 《6. 4, 13} 
nn 0 0 1 

所 说 明 的 那样 ， 对 于 mp 二 3 各 m= 二 4， 集 会 (6.4.12) 存 点 x 二 2 完全 失 就 . 

练习 让 明 (6.4. 13) 中 第 阵 的 特征 值 是 1=0，1，1 和 2， 对 产 =1，mm 一 2 和 彤 二 3， 4 画 
出 集合 (6. 4. 12) 的 草图 .考虑 


em 了 
了 nl2 C6, 4. 4) 
fi 1 
其 中 ， 4 || ,EM,, Bi.EM, 是 nnX# 单 位 外 阵 ， 证 明 ， 对 所 有 mm 守 3， 也 会 出 现 上 述 同 
样 的 现象 . 


员 然 这 个 例子 排除 了 对 Brauer 定理 作 最 明显 的 推广 的 可 能 性 ， 但 是 它 提醒 我 们 ， 什 么 样 
的 推广 可 能 是 错误 的 ， 应 如 何 对 待 ， 区 城 (6. 4. 12) 的 问题 在 于 采用 了 过 多 项 的 乘积 ， 其 中 一些 
项 因为 零 去 心 行 和 而 有 可 能 为 零 ， 当 然 ， 如 打 和 矩阵 A 是 不 可 约 的 ， 这 种 情况 不 会 出 能 现 ， 这 
时 所 有 >0， 

然而 ， 即 使 A 是 不 可 约 的 ， 区 域 (6. 4. 12) 还 可 能 不 是 4 的 特征 值 包含 区 域 ， 它 仍然 可 能 
采用 很 多 项 的 乘积 ， 考 虑 由 
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下 f 
] 1} 0 0 
点 .一 ，]>E 守 0， t | ~、 ~、、 (6.4.15) 
En0 1 0 4 1 六 、 、 
i ~ ~、 
0 0 1 pa ~ ~、 


给 出 的 扰动 及 4. 的 有 向 图 站 CA.)， 其 中 ， 当 一 0 时 、 虚 弧 线 消失 ， 如 打 e 关 0， 则 PA) 是 强 
连通 的 ， 且 A. 是 不 可 约 的 .于 是 米 得 

Ri=1l+2e, Ri=!l, Ri=e, Rie, 
且 4. 有 特征 值 

六 一 1，1，1 二 0OL+H23) 2 和 1 一 (十 282712， 

练习 ”验证 关于 A 的 上 述 计 算 . 

央 为 二 项 或 多 项 R' 的 任 一 飞 积 至 少 包含 e 的 -个 因子 ， 所 以 ， 当 * 是 小 的 正 数 时 ， 无 论 
对 于 w 二 3 还 是 m 一 4， 集合 (6. 4. 12) 都 不 可 能 是 特征 值 的 包含 区 域 . 

练习 ” 癌 虚 (6.4.14) 的 如 同形 式 66, 4.15) 的 扰动 ， 证 明 上 述 结 论 对 所 有 mw 主 3 成 立 ， 

(6,4,.13) 和 和 (6. 4.15) 的 哪个 加 有 性 质 说 明 ，=1 和 m= 二 2 在 (6, 4. 12) 中 是 可 行 的 , 而 襄 
二 3 和 mm 二 4 是 不 可 行 的 昵 ?7 Richard Brualdi 注意 到 ， 在 每 种 情形 下 有 向 图 都 不 包 会 长 浆 3 或 4 
的 加 路， 但 是 的 确 包含 长 为 1 和 2 的 回路 ， 这 原来 是 得 到 Brauer 定理 的 正确 推广 的 关键 所 在 

我 们 知道 ， 有 向 图 厂 是 强 连 通 的 ， 当 是 仅 当 在 三 中 有 -- 条 从 得 一 结 点 到 性 何其 他 结 点 的 有 
向 道路 (并 且 还 有 返回 的 有 疝 道路 ;. 

我 们 称 王 是 磁 连 通 的 ， 当 旦 仅 当 从 每 个 结 点 到 某 个 其 他 结 点 有 一 条 有 向 道路 及 返回 的 有 向 
道路 ， 这 等 价 于 斯 言 ， 开 中 的 每 个 结 点 属于 某 条 非 平 凡 回 路 : -条 平凡 回路 (或 出 ) 是 长 为 1 的 
有 问 道路 ， 其 超 点 和 终点 在 同 -个 结 点 . 

用 算 阵 来 描述 ， 我 们 知道 ，P(4) 是 强 连 遂 的 ， 当 且 仅 当 A 是 不 可 约 的 ， 称 上 4 是 台 不 可 区 
的 ， 当 日 促 当 习 (4A) 是 弱 连 通 的 。 能 不 可 约 性 看 米 不 像 不 可 约 性 有 引 人 注 意 的 特征 描述 [用 像 冒 
换 相 亿 那 样 的 变换 表示 (6. 2. 21b)]， 但 是 ， 用 A 元 素 的 零 - 非 零 结 构 来 描述 便 会 得 知 ，A 昆 弱 
不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 对 每 个 1， PP 全 的 第 ;# 行 全 少 有 一 个 非 零 非 对 角 欧 a,， 使 得 A 有 
一 个 非 零 元 序列 dam Ht i 适合 总 一 ), 和 大。 一 于 这 个 麻烦 的 条 件 大 约 是 A 有 
性 质 SC 的 条 件 (6. 2. 7?) 的 一 半 ， 为 计算 上 的 需要 ,或 许 用 类 似 于 定理 (6. 2.23) 的 形式 来 叙 
述 更 为 方便 . 

6.4.16 引 理 如 果 4ENM， 则 4 是 弱 不 可 约 的 ， 当 用 仅 当 和 矩阵 

ta) 召 一 [十 | 站 | ! 或 

(by B=[1+M(CA)Y! 

中 的 任何 一 个 有 性质， 对 每 个 ;一 1，…，n， 在 第 ; 行 至 少 存 在 一 个 非 零 非 草 角 元 疡 (jj 关 )， 


Fe 
| 名 
Ce 
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使 得 5 也 基 非 零 的 . 
练习 证 明 引 理 (6.4. 16)， 提示: 利用 (6. 2, 19) 中 的 思想 

练习 假定 AEM,， 设 BEM, 定义 为 (6.4.16) 中 的 (a}) 或 (by)， 证 明 ，A 是 弱 不 可 约 的 当 
和 目 仅 当 T(B) 有 人 性质， 每 个 结 点 属于 长 为 2 的 加 路 ， 关 于 不 可 约 和 矩阵 的 相应 性 质 是 什么 ? 哪个 
性 质 更 弱 ? 根据 定义 可 知 ， 一 个 回路 是 简单 的 ， 如 果 只 有 它 的 起 点 (这 也 是 终点 ) 在 结 点 表 中 可 
以 出 现 两 次 以 上 ， 

练习 ”如果 4E M, 是 弱 不 可 约 的 ， 证明 所 有 R’ >0 和 所 有 C 0. 

集 S 上 的 一 个 预订 是 定义 在 $ 的 所 有 点 对 之 间 的 关系 尺 ， 使 得 对 代 一 对 元 家 s，!:ES， 有 
sRt 或 :Rs ， 或 者 两 者 者 成立。 一 个 预 序 一 定 基 自 反 的 (sRs 对 每 个 yxE S 成 立 ) 和 传递 的 (如 果 
sRi 是 tRu， 则 sRu)， 一 个 预 序 可 能 不 是 对 称 的 (只 要 1Rs， 就 有 sR1)， 而且 还 可 能 有 sRt 日 
IR， 而 无 ;二 t，S 的 子 集 5。 中 的 点 = 称 为 S, 的 极 太 元， 是 指 sRz 对 所 有 s ES 成 立 . 

练习 设 S 是 复数 域 的 任 一 非 空 集合 . 用 

zRw， 当月 仅 当 | = | 所 | w| 
定义 的 复数 对 x，wES 之 间 的 关系 是 C 上 一 个 预 序 . 


和 .4.17 引 理 设 S 是 非 空 有 限 集 ， 在 3S 上 定义 了 一 个 预 序 . 则 $ 至 少 包 售 一 个 极 大 元 . 

证 明 : 把 诸 元 素 排 成 任意 顺序 5,，.…，s， 令 ;三 5， 如 果 ssRs， 就 留 下 s， 否 则 就 邻 :三 
2。 对 余下 的 元 素 继续 这 样 烧 ，* 的 最 后 值 就 是 极 大 元 . 

如 果 古 是 有 向 图 ， 朋 P 是 了 的 一 个 结 点 ， 定 义 (PB) 是 由 不 同 于 PP 的 结 点 组 成 的 集 ， 生 
从 P, 经 长 为 1 的 蘑 条 有 向 道路 可 以 到 这 其 中 每 一 个 结 点 ， 注 意 ， 如 果 厂 是 哗 连 通 的 ， 则 对 每 
个 结 点 EIT，T4 (只 ) 是 不 空 的 . 

让 我 们 用 Ct 妨 ) 表 示 有 向 图 TCA) 中 的 诸 非 平凡 加 路 y 的 集合 ， 一 条 非 平凡 回路 是 至 少 包含 
两 个 不 同 结 点 的 回路 ， 即 它 是 (简单 有 向 ) 问 路 ， 而 不 是 圈 ， 对 于 和 矩阵 C6. 4. 13) ， Ct 有 A) 只 包括 
一 条 回路 7= PlP;:，P;P,， 而 对 子 矩 阵 (6, 4.15)， 则 有 三 条 分 离 的 非 平 凡 回 路 ， 其 长 度 都 
是 2 
4.4 18 定理 (Brualdi) 如 果 4~[av EM 是 弱 不 可 约 的 ， 则 A 的 每 个 特 征 值 包含 在 区 域 

U {ze€ cI 1 za, ls TIR’) C6, 4, 19) 


?EC PEY Pey 
中 .记号 且说， 如果 y= 忆 P,，,…，P,P, ,是 非 平 凡 回 路 ， 且 卫 ,一品 ， 则 在 (6.4.19) 中 的 
每 个 乘积 恰好 包含 项 ， 生 下 标 i 联 ，is，…，i 这 肯 个 值 . 
证 明 : 假定 4 是 A 的 特征 值 ， 且 对 4 的 某 个 主 对 角 元 有 4 =a,.， 则 4 显然 在 区 域 (6. 4. 19) 
中 .实际 上 ， 因 为 4 是 弱 不 可 约 的 ， 所 以 所 有 R' >0， 因 而 在 这 种 情形 ， 4 位 于 区 域 (6. 4.9) 
内 部 。 如 果 A 的 每 个 特征 值 都 等 于 4 的 某 个 主 对 角 元 ， 则 4 的 所 有 特征 值 都 在 区 域 (6. 4. 9) 的 
内 部 ， 寺 是 定理 得 证 . 
关于 其 余 情形 的 证 明 ， 假 定 1 是 A 的 特征 信 ， 且 对 所 有 ;一 1，:…，， 和 天 a,， 设 A 二 47 
对 某 个 非 零 z 一 [rrJEC' 成立 .在 卫 的 诸 结 点 上 人 定义 预 序 足 为 
PRP， 当 且 仅 当 | x | 所 | |， C6. 4, 20) 


口 
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要 证 明 ， 在 (A) 中 存在 回路 7 ， 且 具有 以 下 二 条 性 质 ， 
(a) FY 二 PPP,， P,P,，.…， PP, 是 非 平 凡 ( 简 单 有 向 ?回路 ， 
其 中 22 且 忆 .一 
(b) 对 每 个 7 一 1，…，&， 结 点 忆 ,是 Pr 《PP, ) 中 的 极 大 结 点 ; (6. 4, 21) 
即 | zx, | 关 | zw | 对 所 有 使 Ps。E Th(P,) 的 mw 成 立 ， 


Ce) 所 有 x, 天 0， 1 三 1， hi 下 
邵 果 ? 是 适合 条 件 (6. 4. 21) 的 回路 ， 则 Ax 一 Xx 推 知 ， 对 任意 j 二 1，…, 六 有 


习 

人 > dimtm 一 >) Es 
用 一 二 
| 
上 


Pet 
因而 
[a—a, || zx | anral DD | auw || ra | (6, 4. 22) 
Pr ET CPP) Per 
S > anllr | 
Tf 了 
= R, |x,,, |. (6, 4, 22a) 
四 过 现在 在 y 的 所 有 缚 点 上 取 不 等 式 (6. 人 22) 的 乘积 ， 便 得 到 
H [4a [i [a ITR [x C6. 4. 23) 
但 是 
下 
| 二 一 as , |= A 一 R; 一 R’ 
下 1 14 一 a | 和 H JR 
丸 因 为 P,,=b,， 还 有 Tu ， 因 此 ， 
此 于 
让 ls, l= 1 1x Io. (6. 4. 24) 
一 上 一 上 
于 是 ， 用 (6. 4. 24) 除 (6. 4. 23) 便 得 到 
LL 1a—a, I HR’. (6. 4. 25) 
Per 


因为 y 是 TCA) 中 的 非 平凡 同 路 ， 所 以 特征 信 -定位 于 区 域 (6 4. 19) 中 ， 
现在 应 该 证 明 ， 必 存在 适合 条 件 56. 4. 21) 的 回路 y- 设 i 是 使 z, 关 0 的 任 一 下 标 ， 于 是 从 
恒等式 
人 一 > Ti， 二 > Gy 


Mentb! 


以 及 六 关 0 和 4 一 a; 关 0 的 事实 得 知 ， 左边 华 堆 ， 因而 在 Pr (PP) 的 诸 绩 点 中 [这 些 P 使 a, 关 0 
且 j 隆 ii 因为 (A) 是 驳 连 通 的 ， 所 以 (PP) 非 空 ] 一 定 至 少 有 一 个 结 点 ， 使 得 相应 的 特征 向 
量 分 量 x 非 零 . 设 只 三品 ， 又 设 P, 是 T4(P ) 中 的 诸 结 点 中 的 极 大 结 点 ， 凤 | 7 | 宇 | x | 
对 所 有 使 P&Tr (RP, ) 的 zn 成立 ， 我们 可 保证 zx, 天 0. 
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假定 上 述 构造 法 已 经 得 到 长 为 /一 1 的 有 向 道路 已 P,，P, P,，…， 了,, Ps， 且 适 合 
《6. 4. 221) 的 条 件 (b) 和 Ce}; 刚才 已 对 一 2 这 样 做 了 了， 于 是 
{A a ] = >) ty ts 


4 
PC 
4 


且 左 边 非 零 ， 因 而 看 Ty 《(P, ) 中 - 定 至 少 存在 一 个 结 点 [内 (A) 是 葛 连 通 的 ， 所 以 Ty (P, ) 非 
窑 ] 使 相应 的 特征 向 其 分 量 非 零 . 因此 ， 如 果 选 取 己 ,为 [(P, ) 的 极 大 结 点 ， 保 证 有 x，， 
天 0， 
因为 在 六 (A) 中 只 有 有 限 多 个 结 点 ， 这 个 网 造 法 依次 皮 j 一 2，3，…， 服 后 会 得 到 第 一 
极 大 结 点 P, ET4 CP， ,}， 它 是 作为 前 面 革 步 的 镶 点 P 得 来 的 CS ET1< 0， 因 此 
PPP P,P,P, 是 TCA) 中 的 回路 , 且 适 合 (6.4.21) 中 的 所 有 三 个 条 储 , 
当 4 实际 上 是 不 可 约 的 时 候 ，Brualdi 定理 有 较 强 的 形式 ， 它 是 排 广 Brauer(6. 4. 7) 的 定理 
(6. 2. 26) 的 形式 ， 


6,4.26 定理 (Brualdi) 设 A=[La,j€M, 是 不 可 约 的 . 则 对 每 个 非 平凡 回路 YE CitA)， 只 有 
当 各 个 集合 


{1z EC: lsass 有 JR C6, 4, 27) 


的 边界 都 经 过 1 时， 区 域 (6. 4, 19) 的 边界 点 4 才 可 以 是 A 的 特征 什 . 

证 明 : 因为 所 有 R' 汪 0， 如 果 4 一 a, 对 任 一 7 一 1，2，… ,nn 成 立 ， 则 4 不 可 能 在 区 域 
(6,4.27) 的 边界 上 ， 鸯 些 ， 可 以 假定 ， 对 所 有 i 一 1，-…， ww 有 Aas， 并 且 可 以 继续 采用 
Brualdi 定理 (6. 4.18) 中 的 证 法 以 及 相同 的 记号 ,但 是 和 需 另 外 假定 六 是 让 区域 (6.4,19) 的 边界 
上 的 访 的 特征 值 ， 正 如 在 引 理 (6.2.3) 的 证 明 中 所 证 明 的 ， 对 所 的 有 非 平凡 回路 YE CA), 4 
必定 满足 不 等 式 


ll | la. 
其 中 等 式 对 至 少 一 个 YECCA) 成 立 ]， 把 这 个 不 等 式 与 (6. 4, 25) 作 -比较 ， 得 知 
[LE aa = [IR’, (6. 4. 28) 


其 中 六 是 在 (6.4.18) 的 证 明 中 所 构造 的 特殊 加 路， 因此，(6. 4. 23) 中 的 不 等 式 一 定 是 等 式 ， 从 
而 对 所 有 ,一 1，2，…， &，(6.4.22) 中 的 两 个 不 等 式 .- 定 是 等 式 ， 特 别 是 ， 不 等 式 (6. 4. 22a) 
一 定 是 等 式 ， 内 而 对 每 个 已 , Ey 和 对 所 有 使 P。ET4 OP ) 的 m，| ro | = | < | 一 c 一 党 
数 ， 社 意 ， 这 个 结论 对 适合 条 件 (6. 4. 21) 的 任 -- 回 路 都 成 立 . 

现在 定义 集合 

K={F €E TA :| | ce 一 常数 对 所 有 使 PE Pa (BD 的 贡 成 立 }, 

央 为 Y 的 所 有 结 点 都 在 六 中 ， 所 以 上 不 空 ， 我 们 想 要 证 明 P(A) 的 所 有 结 点 都 在 K 中 

假定 TA) 的 结 点 P, 不 在 K 中 ， 央 为 (CA) 是 强 连 遂 的 ， 所 以 在 了 TCA) 中 ， 从 KK 的 每 个 结 
点 到 这 个 外 结 点 卫 , 至 少 存在 一 条 有 向 道路 ， 如 果 从 所 有 这 些 有 向 道路 中 选取 长度 最 小 的 道路 ， 
则 它 的 第 一 条 强 一 定 是 从 下 中 的 一 个 结 点 到 不 在 KK 中 的 结 点 已 的 弧 ， 如 果 在 ICA) 的 结 点 上 
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采用 定理 56. 4. 18? 的 证 明 中 用 过 的 相同 预 序 ， 则 可 以 使 用 在 定理 (6. 4. 18) 证 明 中 用 过 的 相同 构 
造 法 ; 从 结 点 了 ,三 P, 开始 ， 选 坡 极 大 结 点 P,, ET%《 了 P, )， 选 到 极 大 结 点 PP ET4C, 》， 如 
此 等 等 ， 峙 为 PR(A) 是 弱 ( 基 至 强 ) 连 通 的 ， 所 以 ， 在 符 一 步 PP ) 非 空 ， 叉 由 于 如 前 所 述 的 
相同 理由 ， 极 大 铺 点 适合 (6. 4. 21) 的 条 性 (e). 

如 虹 看 这 个 构造 过 程 中 的 菜 一 步 ， 在 选 玻 极 大 结 点 当中 ， 可 以 选择 在 天 中 的 或 不 在 天 中 
的 结 点 ， 那 么 就 总 选取 不在 天 中 的 那个 结 点 ， 如果 在 任 一 步 中 ， 可 供 选 取 的 所 有 极 大 结 点 都 
在 六 中 ， 那 么 就 在 它们 中 任 选 一 个 ， 然 后 沿 着 (一 定 在 六 中 的 ) 长 度 最 小 的 有 向 道路 到 不 在 兵 
中 的 第 一 个 结 点 上 ;， 并 岂 如 前 继续 选择 极 大 结 点 .根据 到 的 定义 ，K 中 任 … 条 有 向 道路 将 具 
有 种 质 ， 每 个 结 点 是 它 的 前 一 结 点 在 Ts 中 的 级 天 结 点 [(6. 1,21) 的 条 忻 (b)]， 央 为 的 补 集 
只 有 契 限 究 个 结 点 ， 这 个 枸 造 法 终究 应 该 得 到 其 的 补 集中 的 第 一 个 极 大 结 点 ， 它 尾 作 为 前 面 
某 一 步 的 一 个 结 点 得 来 的 ， 对 于 这 个 构造 法 中 的 这 个 结 点 ， 在 它 第 一 次 出 现 与 第 二 次 出 现 之 问 
的 有 癌 道 路 将 是 一 条 非 平 凡 的 有 向 回路 ， 这 条 有 向 思路 可 能 不 是 简单 的 ， 这 是 因为 当 这 个 构造 
法 选 出 KK 中 一 结 点 时 ， 我们 就 选 一 条 由 该 点 到 到 外 一 结 点 的 有 问 道路 ， 在 位 于 天 中 的 那 部 分 
道路 中 ， 可 能 有 有 限 多 条 回路 , 但 是 可 以 删 去 它们 而 留 下 一 条 简单 回路 交 ，Y 适合 条 件 
(6.4, 21) 且 全 少 和 包含 不 在 天 中 的 一 个 结 点 . 

内 为 苛 路 适合 条 件 (6.4.2t)， 所 以 可 以 用 它 来 代 蔡 定理 (6. 4. 18) 证 明 中 的 回路 YY， 根据 
本 证 明 的 第 一 段 中 的 论证 ,得 知 ， 对 所 有 P,€E 六，| x | =6 二 常数 对 所 有 了 .ETCP，) 成 
立 ， 内 此 六 中 的 每 个 结 点 在 中 ， 这 与 六 主 少 包含 不 在 玉 中 的 一 个 结 点 相 久 盾 ， 这 就 证 明了 
2A 及 ) 不 可 能 有 不 在 天 中 的 任何 结 点 . 

如 果 y 是 FA) 中 人 性 一 条 非 平 凡 ( 简 单 有 向 ) 思 路， 因为 它 的 所 有 结 点 都 在 其 中 ， 所 以 它 自 
然 适合 条 件 (6.4. 21)， 因 此 可 以 下 它 代 蔡 定理 C6,4,18) 的 证 明 中 的 六， 从 而 也 辣 以 用 它 代替 
(6. 4.28) 中 的 Y， 这 就 是 所 要 证 的 结论 ， 每 个 集 (6. 4. 27) 的 边界 经 过 . 门 ] 


6,4.29 推论 如 果 AEM,， 风 下 列 条 件 中 的 任何 一 个 基 六 为 可 道生 阵 的 充分 条 人 忻 ， 
Ca) 点 是 绊 不 可 约 抵 阵 ， 且 


[IL 1. 1> JI, 
[Ej Pey 
对 每 篆 非 平凡 回路 YE C44) 成 立 ; 
(b) 各 晨 不 可 约 征 阵 ， 且 
1a | 兰 Ea 
PEY Ler 


对 每 条 韭 平 几 回 路 YE CCA) 成 立 ， 其 中 严格 不 等 式 对 至 少 一 条 回路 成 立 . 
习题 

1 证 明 ， 如 果 知 阵 4 一 La, 适合 关于 Brauer 可 逆 性 的 条 件 (6.4, 11by， 则 除了 i 二 1，…， 
1 的 全 多 一 个 值 以 外 ， 都 有 | | 二 Ri， 因此 ，Brauer 条 件 只 是 比美 于 严格 对 骨 占 优 性 的 
Levy-Desplanques 条 件 (6. 1. 10a) 科 微 弱 一 些 ， 这 与 (6. 1. 11) 尾 什么 美 系 ? 


2. 证 明 ， 根 据 (6.4.11) 中 的 两 个 条 件 ， 4=| -| 二 是 可 造 的 ， 不 过 不 是 Levy 


278 第 6 章 


Desplanques 条 件 (6. 1. 10a) 也 不 是 (6. 1. 11) 确 保 其 可 逆 人 性，(6. 1. 11) 的 列 形式 是 什么 ? 

3, 证 明 ， 对 于 n 守 2， 每 个 不 可 约 和 矩阵 AE MM 是 弱 不 可 约 的 ， 试 给 出 ~- 个 例子 ， 它 是 弱 不 
可 约 祭 阵 而 不 是 不 可 约 矩 阵 , 

4, 给 出 推论 (5.4. 29) 的 证 明细 节 . 提示: 采用 (6. 1. 10) 和 和 (6. 2.6) 中 的 和 网 证 半 ， 

5. 证 明 ，AE MM 是 弱 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 A 不 置换 相似 于 其 一 个 对 铺子 块 是 1X1 的 分 
块 三 角 (0. 9.4) 矩 阵 , 

进一步 阅读 ”关于 包含 区 域 的 详细 说 明 以 及 许多 原始 文献 可 参看 R.Bruaidi, “Matrices， 
Figenvalues, and Directed Graphs, ”Lin. Mulrilin. Alg, 11(1982), 143-]65, 


7.0 导 引 


一 类 具有 特殊 正 性 的 Hermite 矩阵 常常 出 现在 许多 应 用 中 .具有 这 种 正 性 的 Hermite 矩阵 
(特别 是 实 对 称 矩 阵 ) 可 以 着 作 在 数 概 念 到 矩阵 的 推广 这 样 考虑 常常 可 以 深入 理解 正定 矩阵 的 
一 些 性 质 和 应 用 ， 下 面 纵 出 这 方面 的 一 些 例子 ， 其 中 就 雯 出 现 这 些 特殊 的 Hermite 矩阵 ， 

Hessian 矩阵 ， 极 小 化 和 凸 性 

设 f(r) 是 某 区 域 DCR" 上 的 光滑 实 值 巴 数 . 如 果 yy 二 [yj 是 口 的 一 个 内 点 ， 其 Taylor 定 
理 说 明 ， 


fr) =Fy) 十 Oy) 这 


十 >», Cr yr Oy 9f 
了 了 


9 dr; 了 


对 yy 附近 符 点 .rE 成立， 如 果 yy 是 了 的 痢 界 点 ， 则 所 有 一 阶 篇 导数 在 点 为 零 ， 因而， 关于 
在 ?附近 的 性 态 ， 有 表示 式 


fi fo yn 一) 一 人 


dr, 97, | ， 


= (rw HFY OY +, 


加 Xn 知 阵 
7 
Hgsw= | 如 后 | | 
称 为 了 在 y 点 的 Hessian 起 阵 ; 因为 了 的 混合 篇 导 数 相 等 ， 所 以 它 是 对 称 矩 阵 、 如 果 二 次 型 
z Hlfiy)z, ZFA0ZER’ {7.0.1) 


总 是 正 的 ， 则 y 是 站 的 相对 极 小 点 ， 如 果 这 个 二 次 型 总 是 负 和 的 ， 则 y 性 的 相对 极 大 点 ， 当 
然 ， 如 果 这 个 二 次 型 对 所 有 非 零 z€ R" 可 能 没有 确定 的 符号 ， 在 这 种 情况 下 ， 临 界 点 y 的 性 质 
就 不 确定 ， 存 n 二 1 的 情形 ， 验 证 相对 极 小 点 或 极 大 点 的 这 些 准 则 不 过 是 通常 的 二 阶 导 数 检验 
法 ， 对 于 一 1， 第 三 种 可 能 性 只 在 揭 点 出 现 ， 当 n>1 时 ,情况 可 能 要 复杂 得 多 . 

如 果 二 次 型 (7. 0.1) 存 DD 的 所 有 点 (不 只 是 存 了 的 临界 点 ) 非 负 ， 则 是 DD 中 的 凸 了 数 ， 这 
是 一 1 的 熟悉 悄 形 的 直接 推广 , 

方 营 ~ 协 方 壮 矩 阵 

设 祥 ，X:，*…，XX, 是 在 某 个 具有 期 望 尊 数 玉 的 概率 空间 上 的 具有 有 限 二 阶 矩 的 实 或 复 
随机 变量 ， 且 假定 i 二 E(X,) 是 相应 的 平均 值 ， 随 机 向 量 六 二 (XX ，…， 契 ,) ”的 协 方 差 起 阵 是 
矩阵 A 二 [a,]， 其 中 

ay = ELC(KX, po) (KR 一 局 让， 一 1 
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虽然 ， 4 是 Hermite 矩阵 ， 并 用 容易 算出 如果 zx 一 |.z,]EC”"， 则 


zz 一 下 [CKP 一 六 = E| DelK, =p) 
1 一 1 1 一 ! 


在 这 个 结论 中 所 涉及 到 的 期 望 盟 数 的 仅 大 性 质 是 它 的 线性 、 齐 性 和 非 负 性 三 个 性 厦 ; 邮 只 要 YY 
是 非 负 随机 变量 ， 就 有 上 LY] 六 0， 
不 惜 助 概率 术语 也 可 以 作出 同样 的 结论 . 如 盯 在 直线 上 有 一 族 复 值 洒 数 及 ， for, fs 
如 果 8 是 实 值 耳 数 ， 义 如 果 所 有 积分 
a, -| FDOF Cg dr bj 1 


邦 有 定义 昌 收 误 ， 则 矩阵 4 一 te ] 显 然 是 Hermite 矩阵 ， 容 易 算 出 ， 


> 0. 


z' Ar 一 | Ef Daf rg dr 一 | | 2 fil) [gCry dx. 


1 


因此 ， 恕 虹 g(r) 是 非 负 函数 ， 则 这 个 二 次 型 就 是 非 负 的 . 


韭 负 画 数 的 代数 条 
设 产 是 单位 区 和 间 L0O、1] 圭 的 绝对 可 积 实 值 叮 数 ， 并且 考虑 数 
“= | fd (7.0. 3) 
序列 四，m，uz，… 称 为 Hausdorff 和 矩 序列 月 它 自然 与 实 二 次 再 
DE 一 | rod = | (Bor) sonar (7. 0. 3) 


有 联系 ， 如果 令 A 三 [a,.,]， 则 A 就 是 实 对 称 算 阵 ， 义 如果 对 所 有 zE [0，1] 有 Am 关 0， 则 
对 所 有 ZE R"'， 将 有 x"'Az 室 0， 这 对 每 个 二 1，2，… 都 成 立 ， 不 论 其 二 次 型 是 否 非 负 ， 具 
有 4 的 结构 的 矩阵 ( 邯 元 素 ae 只 是 ;Ti 的 函数 ) 称 为 Hankel 矩阵 ， 风 (0.9. 8) 节 ， 

非 负 函 数 的 三 角 和 拢 

设 ( 邹 是 L0，2xj] 上 的 绝对 可 积 实 值 函数 ， 并 且 兰 虑 数 


人 
“=| 9 FD +1, 寺 2... (7.0.4) 


序列 Hays Hl UH- Hp Ha … 称 为 Toeplitz 让 序列 ， 并 且 它 自然 与 二 次 型 
" By 2 2r 地 ， 
oa 7.0.5) 


有 联系 ,如 果 令 六 =[a-,]， 则 六 就 层 Hermite 矩阵 ， 区 如果 对 所 有 EL0，2x] 有 Fi0) 宕 0， 
则 对 所 有 EC 将 有 := 4Az 之 0， 这 对 每 个 2 一 1，2，… 者 成 立 ， 不 论 其 二 次 型 是 否 非 负 ， 实 
有 起 的 结构 的 矩阵 ( 即 元 素 a, 只 是 i 一 j 的 函数 ) 称 为 Teoplitz 姑 阵 ， 见 (0.9.7) 节 . 事 具 上 ， 对 
公式 (7.0. 全 稍 加 修改 (其 中 ， 非 负 测 度 dd 代替 Ad8)， 则 二 次 型 47.0.5) 是 非 负 的 ， 当 且 仅 
当 us 由 修改 后 的 公式 得 出 (Bochner 定理 )， 

关于 惩 分 方程 的 数值 解 的 离散 化 和 差分 法 

假定 我 们 有 形 如 


—yC) Fenvr flr, N07rl, 
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yO0) = a 
ytly = 
的 两 点 边 值 问题 ， 其 中 ，a 和 8 是 给 定 的 实 常数 ，/(xz) 和 ol.xr) 是 给 定 的 实 值 明 数 。 如 果 我 们 把 这 
个 问题 高 散 化 ， 革 只 求 vy(£4) 二 y; 的 值 ， 一 0，1，…，n 十 1， 及 如 具 利 用 均 差 通 近 导数 项 


VOY ~ DREDA) yA ) + yk DR) yn 2 
~” 天 下 


那么 ， 就 得 到 线 人 性 方程 组 


一 yy 2 一 ， 
2 2 1 | ee 一 六， 六 一 1 20943114 
了 


Wa, 
3 一 及 
这 里 ， 对 于 正 丈 数 了?， 可 以 虚 阁 =17(08 二 1， 内 二 YE， 一 CC 及 站 一 了 kA)， 可 以 把 边 值 
问题 编 人 第 一 个 必 一 1 方程 和 最 后 一 个 居 一 四 方程 而 纵 员 方程 组 
《2 十 由 的 一 一 下方 十 ai 
— yi 二 (2ho)yw OO— wi =f = 230 nl1, 
— v1 二 (2 二 had)y, = hf,+h, 
还 可 以 更 紧 竣 地 把 它 写成 Ay 二 w， 其 中 二 Ly] ER ,w=[h f+ta, pf; 下 六 下 
让 十 BIER*， 昌 AEM, 是 一 半角 矩阵 


2 十 hig, 一 1 
一 1 2 二 hh?as —1 0 
A > 本 ， . (7.0.6) 
0 1 2 一 下 一 1 
-1 2 十 5,J 


应 该 指 幢 ， 不 论 otx) 为 何 值 ， 站 都 是 实 对 称 三 对 角 外 阵 ， 人 但是， 如果 希望 Ay 二 ww 对 右边 任意 
委 定 明 信 都 基 可 解 的 ， 逆 公 此 洗 须 对 ol. 作 某 些 限 制 以 保 让 A 是非 奇异 知 阵 . 


x AT 一 [2 十 3 (Cr) hs hs yar 
等 式 右边 中 的 括号 内 各 项 之 和 是 非 负 的 ， 且 只 有 当 x 的 各 分 世 都 相等 ， 又 都 等 于 零 时 它 才 可 能 
为 零 ， 如 果 aot) 衬 0， 则 后 一 个 和 式 是非 负 的 ， 且 
x'Ax 衬 [如 十 De -rt |. (7.0.7) 


如 果 态 昆 奇异 第 阵 ， 则 存在 某 个 非 零 向 量 +€R" 使 得 A*=0， 因 而 i 有 A 一 0， 盘 一 方面 
(7.0, 刀 中 括号 内 种 寺 之 和 必定 为 鹤 ， 由 此 推出 i 一 0。 因 此 ， 如 果 (mo 兰 0. 则 年 阵 4 非 奇 异 ， 
且 离 散 的 边 值 问题 对 任意 边界 条 件 a 和 8 都 是 可 解 的 . 

这 是 在 研究 常 微分 方程 或 偏 微分 方 各 的 数值 解 时 的 典型 情形 ， 为 了 计算 上 的 稳定 性 ， 最 好 


39+ 
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是 设计 一 种 方法 能 把 微分 方程 问题 离散 化 ,使 得 在 所 得 到 的 线性 方程 组 Ay 一 w 中 4 是 正定 所 
阵 ， 而 当 微 分 方程 是 椭圆 地 时 ， 通 常 可 以 做 到 这 …… 点 ， 

碍 上 述 这 些 例子 中 所 列举 的 所 阵 具 有 特殊 的 正 性 ， 这 正 是 本 章 要 研究 的 对 篆 ， 这 些 和 矩阵 出 
现 在 许多 应 用 中 ， 调 和 分 析 中 ， 复 分 析 中 ， 力 学 体系 的 振动 理论 中 ， 以 及 矩阵 理论 的 其 他 领域 
(例如 奇异 值 分 解 和 线性 最 小 二 乘 厂 向 题 的 解 ? 中 . 
习题 

1 如 果 序 列 a 是 由 攻 黄 立 数 六 通过 公式 (7.0,2) 产 生 的 ,让 明 
Ds, 和 Dla, -ee [ER 


郁 是 非 负 的 . 

2 由 示 意图 说 明 Hankel 矩阵 中 哪些 对 角 线 取 常 值 ， 对 Toeplitz 矩阵 作 同 样 的 说 明 . 

3 证 明 ，(7. 0.6) 中 的 矩阵 入 总 是 不 可 约 的 ， 又 如 果 吕 z) 芝 0， 则 它 是 不 可 绝对 角 占 优 天 
阵 ， 试 用 推论 (6.2. 27 证明，A 是 非 奇 异 短 了 泗 ， 日 A 的 所 有 特征 值 是 正 数 . 

进一步 阅读 ”关于 实 正定 年 阵 的 一 个 简短 的 综述 可 参看 CR. Johnson, “Positive 
Definite NMatricesy Armer, Math. Monihiyv 77(1970;，259-264， 关 于 一 般 正 定 捧 阵 的 其 他 综 
述 以 及 有 关 这 方面 的 大 批 参 考 资 料 可 参看 0，Taussky，“Positive Definite Matrices,” pp., 
309-319 of jreguatifies, ed, OO. Shisha, Academic Press, New York,， 1967; 以 及 
O). Tausskys" Positive Dcfinite Matrices and Their Role in the Study of the Characteristic 
Roots of General Matrices, Advwan. natp，201968)7，175-186， 


7.1 定义 和 性 质 


设 让 是 nwXnHermite 矩阵 ， 如 果 对 所 有 非 去 xEC 有 
0 {7.1.1} 
则 称 上 为 正定 克 降 ， 如 果 (7. 1.1) 中 所 要 求 的 严格 不 等 式 减 幸 成 47r 关 0， 刚 称 A 为 半 正 定 
把 阵 ， 在 这 些 定义 不 等 式 中 隐 含 着 这 样 的 事实 ， 如 果 入 是 Hermite 后 阵 ， 则 (7.1.1) 左 边 总 是 
实数 ， 当然， 如果 4 是 正定 算 阵 ， 则 它 也 是 半 正 定 矩 阵 . 
练习 当 n 一 1 时 , 正 征 目 阵 和 学 正定 矩阵 意味 着 什么 ? 
练习 证 明 ， 如果 和 EM ， 用 对 所 有 EC， Ar 是 实数 ， 则 4 是 Hermite 矩阵 ， 因 
此 , 各 是 Hermite 矩阵 的 假定 在 正定 性 定 尽 中 不 是 必 不 可 少 的 ， 伍 是 ， -上 般 习 惯 这 样 定 义 ， 提 
示 : 把 4 写成 4 有 二 i， 其 中 避 和 PC 是 Hermitc 矩阵 ， 
练习 说明， 如 果 AE M 居 实 什 隆 ， 革 对 所 有 非 零 rE R*"，x'Ax 是 正 数 ， 则 4 不 一 定 
是 对 称 什 阵 ， 因而 它 不 一 定 是 正定 短 阵 提示 : 考察 实 射 对 称 矩 阵 A， 然后 计算 (xiAzr)T， 在 
这 种 情形 ,r74z 是 什么 ?对 于 非 实 x ，xz' Axr 区 如何 呢 ? 


1 1 
练习 证明 | ， “| 是 半 正定 的 ,但 不 大 正定 的 , 


练习 证明 ， 如 果 轨 二 Lay ]& MM 是 正定 矩阵 ， 则 A=[ay]，A'，A* 和 及 ! 也 是 正定 短 
阵 .， 提 东 : 如 果 Ay=zx, 则 ATir=y*A'y, 
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类 似 地 ， 可 以 对 轧 定 义 仙 定 概念 和 站 负 定 构 念 ， 这 只 要 把 正定 和 半 正 定 的 定义 中 的 不 等 
式 磊 倒 一 下 邮 可 ， 或 等 价 地 ， 分 别 把 一 A 定义 为 正定 矩阵 或 半 正 定 和 矩阵 ， 因 此 ， 关 十 人 负 定 矩阵 
的 任何 一 个 命题 都 对 应 正和 矩阵 的 一 个 相应 命题 如果 一 个 Hermite 矩阵 不 属于 上 面 提 到 的 各 
类 中 的 任何 一 个 | 即 ， 如 果 (7. 1. 1 左边 既 可 取 正 值 也 可 取 钢 值 |， 则 称 它 为 不 定 算 阵 . 

关于 正定 和 矩阵， 可 以 作出 几 个 直接 的 结论， 并 且 对 十 半 正定 矩阵 ， 也 有 类 似 的 结论 . 


7.1.2 论断 正 汽 矩 阵 的 任 一 主子 矩阵 也 是 正定 符 阵 . 
证 明 ; 设 S 是 {] ，2，…，, wn 的 真子 集 ， 且 用 AtS) 表 示 从 下 定货 阵 4E 人 中 划 寺 其 行 号 
和 列 号 分 别 为 S 的 补 集 的 若干 行 和 若干 列 后 得 到 的 矩阵 ， 于 是 ，4(S) 是 4 的 主子 矩阵 ， 日 所 
有 主子 矩阵 以 这 种 形式 出 更; 我们 知道 数 det AS) 是 和 4 的 主子 式 ， 设 rE 必 是 这 样 一 个 非 零 
向 其 ， 其 中 以 $ 为 下 标的 分 量 可 汉 任 意 元 ， 而 其 余 分 量 为 零 元 ， 设 r+(S) 表 示 从 xz 中 划 去 以 
的 补 集 为 下 标的 ( 零 ) 分 量 后 得 到 的 向 量 ， 因 而 得 到 
IS) ACOI rr) 一 


为 rtS) 半 0 是 任意 的 ， 这 表明 4(S) 是 正定 托 阵 . 口 
练习 证 明正 定 矩阵 的 请 对 角 元 是 正 实数 ， 


7.1.3 论 新 任意 两 个 同 阶 正 定 矩 阵 的 和 是 正定 些 阵 ， 更 一 般 旺 ， 一 些 半 正定 矩阵 的 非 负 线 性 
组 合 是 半 正 定 矩 阵 . 

证 阴 ; 设 A 和 好 是 半 正 定 和 矩阵 ， 又 设 ss、 8 闵 0， 因 而 对 件 意 rE 避 有 > (uA 十 8B)x= 
atz 4Ax) 十 br Exz)S20, 多 于 网 个 矩阵 的 情形 可 按 同 样 的 方式 处 理 ， 旭 果 诸 系数 是 正 的 ， 妈 
和 上 B 是 正定 矩阵 ， 闵 如 果 是 非 零 向 量 ， 则 和 中 的 每 一 项 都 是 正 的 ， 所 以 诸 正定 矩阵 的 正 线 
性 组 全 是 正定 矩阵 . 口 

内 些 ， 正定 矩阵 的 集合 在 所 有 十 阵 组 成 的 向 量 空间 中 基 一 个 正 锥 . 

7.1.4 论断 “正定 矩阵 的 每 个 特征 值 都 明正 实数 . 

证 上 明 : 设 A 是 正定 妹 阵 , 设 AEaltA},， 且 x 是 太 的 相应 于 1 的 特征 向 量 ， 经 计算 ， 4x" Ax 

三 x" 47 二 XAx' xy 因此 = (Cr 4Azr)pr yy 是 正 数 ， 凡 为 它 是 师 个 正 数 之 比 ， 口 


7.1,5 推论 正定 护 阵 的 迹 ， 行 列 式 和 所 有 主子 式 都 是 正 数 
证 明 : 迹 与 行列 式 怡 好 基 诸 特征 蔓 的 和 与 积 ， 祭 下 的 结论 可 由 (7. 1, 2) 推 出 . 国 
练习 让 明 半 正定 阵 的 诸 特 征 信 ， 迹 ， 行 列 起 和 各 主子 式 都 是 非 负 的 ， 
练习 ”证 月 ,nxXn 和 负 定 矩 阵 的 诸 特征 值 和 和 迹 是 负数 ， 但 是 ， 对 于 奇数 mn， 其 行列 式 是 负 

数 ， 对 于 俏 数 aa， 其 行列 式 是 正 数 ， 
练习 证明 ， 如果 4= [as]EM, 是 正定 矩阵 ， 则 avass | as | :， 提 示 : 利用 det 4>> 

9， 证明， 如 果 AE 3M, 是 正定 移 阵 ， 则 对 所 有 ;i，j=1，2，…，2，i 天 几 

dndy | a >, 


证 明 ， 如 果 只 假定 A 是 半 正 定 和 矩阵 ， 则 存 上 述 不 等 式 ">” 必 须 换 成 “ 衬 ”. 


7,1.6 论断 设 AEM, 基 正 定 的 ， 如 果 CE AM,， 则 CAC 是 半 正 定 和 矩阵， 另外 ，rank CC 
AC) 二 rank(C)， 因 而 ,，C* AC 昆 正 定 和 矩阵 当 且 仅 当 C 有 秩 亲 ， 
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‘| 
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证 明 : 首先 指出 ，C AC 慎 Herinite 答 阵 ， 对 任意 IEC*， 有 CACx 一 y" Ay 守 0, 其 
中 3 二 Cr， 而 不 等 式 是 从 4 的 正定 性 推 市 来 的 。 十 是 ，C* AC 是 半 正 定 人 第 阵 ， 另 外 ，AA 是 下 
定 短 阵 ， 所 以 得 知 ，x 0 40z>0 当 抽 仅 当 Cx 关 0， 只 要 能 证 明 ，C" ACx 一 0 当 且 仅 当 Cr 二 
0， 则 美 士 秩 的 论断 (因而 关于 正定 性 的 论断 ?也 将 得 到 证 明 ， 因 为 这 将 表明 CaC 和 CC 有 相同 
的 霉 室 间 ( 央 而 它们 也 有 相同 的 秩 )， 如 果 Cr 一 0， 则 显然 有 C* 4Cr 一 0， 反 之 ， 如 果 C* ACx 
一 0， 加 CACr 一 0， 因 而 ( 刀 前 ， 利 由 到 的 止 定性 ) 得 出 Cx 二 0. [] 

练习 如 果 AE HMM 是 半 正 定 祭 阵 而 不 是 下 定 知 阵 ， 叉 如 果 CEM， 让 明 忆 ' AC 总 是 半 正 
定 盾 阵 且 不 是 正定 矩阵， 如果 CE M,。， 且 3 尖 六 ， 用 例子 说 有 明 ， 即 鸽 AE HM 是 奇异 矩阵 ， 
C' AC 也 可 能 是 正定 矩阵 . 

练习 ”证明 由 正定 ( 半 正 定 ) 拓 阵 组 成 的 锥 在 “相合 下 不 变 ， 艺 (4. 5. 4). 

练习 设 和 EM, 屁 Hermitec 售 阵 证明， A 是 止 定 ( 半 正定 ) 引 阵 ， 当 且 仅 当 存 在 非 奇 异 
定苗 CE M, 使 得 C* AC 是 正定 ( 半 正 定 ? 矩 阵 . 

如 果 合 去 各 是 Hermite 的 条 件 ， 并 用 征 六 的 一 次 型 47. 1.1) 中 只 采用 实 变 量 ， 这 会 出 现 什 
么 情况 呢 ? 如果 A 是 且 有 实 元 素 的 矩阵 ，! xER， 则 x"Az 是 实数 ， 但 我 们 仍然 可 能 要 问 ， 
对 所 有 >x 关 0， 哪 些 和 能 阵 有 4xrm0 闻 仔 4 不 是 对 称 抵 阵 ?)， 如 果 直 是 由 有 复元 素 的 斤 阵 ,或 
者 如 捍 人 允许 EC， 则 可 以 用 


Retz At 人 D 其 路 所 有 非 零 xzEC (7.1,.1') 
来 代替 (7. 1.1). 定义 态 的 Hermite 部 分 为 
H(A) = 3(4+ A ), (9.1.7) 


当 #=1 时 ， 这 正好 是 复数 4 的 实 部 ， 
练习 证明，(7.1.1 成立 ， 当 且 仅 当下 (有 4) 是 正定 矩阵 . 


练习 ”证明 ， 对 任意 AEM， 有 A=HCA) + SCA), 其 中 SCA) 一 ， (A 一 A ) 是 A 的 针 


Hermite 部 分 ， 
习题 

1. 设 AE MM 是 半 赴 定 和 矩阵 有 是 rEC， 证明，xr Ax=0 的 必 到 充分 条 人 忻 是 4&r 一 0， 由 此 捧 
由 ， 一 个 半 正 定 拓 阵 AEM, 有 秩 2， 当 且 仅 当 它 是 正定 逢 阵 ， 提示: 督察 二 次 多 项 式 p(1) = 
Criv)" Atriv), 1ER， 如果 Ax 一 0 证明， 对 所 有 1，p(D) 宇 90，p(0) 一 0, 量 在 1 二 0 
时 .dpid! 一 0。 由 此 推出 ， 对 所 有 EC ，> 4z 一 0， 因 而 4Az 一 0 

2, 证 明 ， 如 果 半 正定 矩阵 在 主 对 角 线 上 有 和 零 元 ， 则 它 所 在 的 整 行 和 整 列 必定 是 零 . 

3, 证 明 ， 如 果 正 定 倚 阵 的 主 对 角 元 都 是 +1， 则 惩 阵 的 所 有 元 的 绝对 倡 以 ] 为 界 ， 可 以 等 
于 1]1 吗 ? 

4, 证 明 ， 半 正定 赴 阵 4 有 秩 1， 当 日 仅 妆 对 某 个 非 零 向 址 <， 和 具有 形式 如 一 cr， 

5 设 A=[a,]E€M, 是 正定 撼 阵 ， 证 明 ， 和 矩阵 [a, (aa 52] 是 正定 挎 阵 ， 它 的 所 有 主 对 
角 元 都 是 十 1， 且 它 的 所 有 元 的 绝对 值 以 1 为 界 ， 这 样 的 扎 阵 称 为 相关 婚 阵 提示: 求 一 个 经 
某 个 实 对 角 知 阵 的 相合 ， 
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6. 如 果 4 有 实 元 素 ， 证 明 ， 对 所 有 非 零 xE R"， 要 求 zAzr>0 的 条 件 员 与 日 (4) 有 关 ， 

7, 让 有 明 ， 与 (7. 1.2)，(7.1.3)、(7.1.4) 利 (7.1.6) 业 似 的 各 个 论断 对 使 得 王 (A) 是 正定 此 
阵 的 矩阵 AE MC) 成立. 

8. 设 ;有 RC 是 一 个 两 数 ， 如 果 对 所 有 二 1，2，-… 和 所 有 选 定 的 诸 点 {tt ， 心 ，…， 
zj}C 筷 有 及， 矩阵 [f(z 一 4,)]E MM, 是 半 正 定 夭 阵 ， 则 称 上 是 正定 函数 ， 证 明 ， 对 所 有 ERR， 
f( 一 x 一 了 ry. 利用 六 正定 短 阵 的 行列 式 非 负 这 一 叫 实证 明 ， 如 果 了 基 正 定量 数 ， 则 


(ay 上 0D] Eo, 于 一 
tb) 是 有 界 隐 数 ， 目 对 所 有 XER，| (x) | 委 F0)， nn 二 2; 
(ce) 如 果 了 在 6 点 连续 ， 则 了 处 处 连续 ， 1 一 3， 


9 如 采 六 te 户 C， 9 CD) 是 正定 蝴 数 ，w， 导 ，…，d 其 非 负 实数 ， 证 明 两 数 
ar 是 正定 消 数 . 

10. 证 明 ， 对 两 个 给 定 的 1€ 有 R， 听 数 c 是 正定 函数 ， 试 用 习题 9 证 明 ， 对 任意 渤 定 的 诸 
点 白 ，…， 证 有 及 秋 任 意 非 负数 四， 和， 7) 二 et 十 十 qse"' 是 正定 函数 . 

11. 证 明 国 数 cosk6z) 是 正定 函数 ， 提 示 : cos(zr) = 人 ex 十 ex)72. 

12, sin(z) 基 正定 蝎 数 吗 ? 

13. 如 果 gr) 是 恨 上 的 非 负 可 积 盟 数 ， 证 明明 数 


Fecl 一 | epi)d 


是 正定 丽 数 .提示 : 利用 定义 . 

14, 证 明明 数 ft 一 17(] ir) 是 下 定 冰 数 . 提示 : 在 习题 13 中 ,对 12>0,， 设 gt)=e '， 
对 ts0, 设 g( 站 ==0. 

15. 由 定理 (7.5.3)[ 荔 见 7,5 节 习 题 2 可知 如果 Fe) 和 atz) 都 是 正定 函数 ， 出 
f(x)gtx) 亦 是 正定 坎 数 ， 证 明 ， 如 果 F(z) 是 正定 阴 数 ， 则 了 Cr) 和 | fr)y 1: 亦 是 和 下定 函数 ， 
然后 利用 后 一 个 结论 由 习题 14 推出 函数 1/(1 十 x ) 是 趟 定 丙 数 ， 

16. 利用 (7.0.2)，(7.0. 2) 以 及 (x) 三 1 证明， 对 所 有 二 1，2，…， 短 隆 A=[a,]EM, 
(其 中 ,4 二 370i 二 一 上，1，j 二 ]，2，.……，#) 蚌 正定 算 阵 ， 

17. 证 明 ， 对 所 有 wn 一 1，2，…， 手 阵 和 三 [ay]E 衣 (其 中 ，o 一 17G 十 门 ，1，7=1，2， 
“…，) 是 正定 算 阵 ， 提 示 : 对 所 有 了 一 [ER"， 


| (Yrme*) do. 
计算 这 个 积分 . 


18, 利用 (7.1. 8) 证明， 从 阵 A 一 [a, ]E 到 (其 中 必 一 minf， 放 ?是正 定理 阵 ， 提 示 ， 对 ) 
三 4， 这 个 矩阵 是 什么 ”考察 相合 和 A 区 `"， 其 中 心 是 实 算 阵 ， 


[1 -1 -1 一 
0 l 0 0 
[ 站 + 
= IeEM 
0 
总 U 1 


站 
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为 什么 是 非 奇 异 的 ? 注意 这 个 相合 相当 于 从 4 所 有 其 余 的 行列 ) 减 去 第 一 行 ( 列 )， 现 在 知道 
了 在 C* AC 秽 右 下 方 (n 一 1}X {xn 一 1) 子 矩阵 的 形式 ， 再 用 同样 的 方式 对 它 实施 一 个 适当 的 相 
合 来 化 简 这 个 第 阵 ， 由 此 得 出 六" 柑 合 于 了 
19. 利用 习题 18 和 极限 证 法 证 明 ， 对 任意 N>>0, 核 KK(s, 由 二 min{s， 小 在 [0，Nj 上 是 
半 正 定 的 ， 也 就 是 说 ， 对 于 L[0，N] 上 的 所 有 连续 复 值 函数 f(，)， 丰 
| | Ke dF did > 0. (7. 1. 8) 


提示 : 用 等 虑 点 划分 |0，Nj， 然 后 把 这 个 积分 表示 成 各 个 划分 上 的 Riemann 和 的 极限 . 
20. 证 明 恒 等 式 
‘di 


| | mintso7GoFoand = 上 [| foe 
对 [0，Nj] 上 的 所 有 复 信 连续 丽 数 (+) 成 立 ， 然 后 用 它 给 出 习题 19 中 的 论断 的 男 一 个 证 法 ， 这 
个 证 法 给 出 Cs， 间 三 min{ty， 乡 是 正定 的 较 强 的 结果 ; 即 (7. 1.8) 中 等 式 成 立 ， 当 且 权 当 f(1) 
二 0， 提 示 ; 把 一 重 积分 表示 成 昧 次 积分 ， 然 后 用 分 部 积分 法 ， 


7.2 正定 矩阵 的 特征 
正定 齿 阵 有 一 些 有 用 的 积 简 单 的 特征 . 


7.2.1 定理 Hermite 上 矩阵 4Ej, 是 半 正 定 的 ， 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 都 是非 负 的 ， 它 是 
正定 的 ， 当 且 仅 当 它 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 . 
证 阴 ; 如 果 A 的 每 个 特征 值 都 是 正 的 ， 则 对 于 任意 非 零 x-EC" 有 


I Ar= xr U’ DUr = y’ Dy vd > 0， 


其 中 ，D 一 diag(dj; di, or, d, ) 是 由 4 的 特征 值 组 成 的 对 角 和 矩阵， 3》 王 Ur， 且 U 是 西 矩 阵 . 
其 游人 题 包 仿 在 论 基 (7 1 4)， 抽 半 正 汪 约 情形 是 类 们 的 
练习 ”证明 ， 非 奇异 集 阵 AEIM, 是 正定 的 当 且 仅 当 4-: 旦 正定 的 ， 
练习 设 4E 导 ,是 半 正 定 和 矩阵 ， 试 用 (7.2.1) 证 明 ,， 上 是 正定 的 ， 当 且 促 当 rank 4 一 六 
试 与 (7. 1) 节 习题 1 比较 . 


7.2.2 推论 如 果 4E 财 ,是 半 正 定 答 阵 ， 则 对 所 有 一 1，2，…，A4# 也 是 半 正 定 此 阵 . 
有 阴 ; 如 果 4 的 特征 值 是 4X1， "Aes 则 A 的 特征 值 是 4 和 四 A 口 


7.2.3 推论 如 果 人 =[av]EM, 是 Hermite 矩阵 ， 月 县 严 格 对 角 占 优 的 ， 叉 如 果 对 所 有 i 二 1， 
2，…， 1 有 4s 计 0， 则 A 是 正定 矩阵 . 
证 明 : 这 是 定理 (6. 1. 10) 的 一 部 分 ， 诸 条件 指出 A 的 每 个 Gerigerin 而 盘 位 于 开 右 半 平 面 
中 . 因 Hermite 矩阵 的 特征 值 都 是 实数 ， 所 以 4 的 诸 特征 值 必 须 都 是正 的 ， 因 此 由 定理 
《7.2.1) 可 知 A 是 正定 些 阵 ， 
练习 如 果 Hermite 系 阵 驴 相 合 于 具有 正 对 钊 元 的 严格 对 角 占 优 矩阵， 证 明 A 是 正定 
矩阵 . 
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有 用 . 
7.2.4 推论 没 六 居 日 ermite 知 阵 ， 丸 设 


patt} = a, oat 
是 4 的 特征 多 项 式 ， 假 定 0 所 mw 志 nn 且 4a. 了 产 0。 则 A 是 半 正 定 矩 阵 ， 当 自私 当 a 关 0 对 所 有 
有 一 放 守 天 和 Nn 戌 立 月 da 芝 0 对 =n wm， 一 | 成立， 我 们 规定 a 三 1. 


证 明 : 论断 只 是 要 求 ， 前 面 的 诸 系 数 as 蚌 非 零 的 ， 晶 它们 的 符号 是 产 格 交错 的 .如 果 这 
个 条 件 被 满足 ，pa tt) 就 不 可 能 有 任何 负 的 零点 ;因此 A 的 所 有 特征 值 必 须 是 非 负 的 ， 反 过 
来 ， 如 果 A 是 学 正定 和 矩阵， 它 的 正 特征 值 记 作 和 ，a，…，xin( 其 余 # 一 闫 个 特征 值 都 是 零 )， 
用 归纳 法 可 以 证 明 ， 各 个 煞 项 式 于 一 和 0 一 10 一) 的 诸 
系数 都 是 非 零 的 ， 晶 它们 的 符号 是 交错 的 ， 乘 以 *“ 便 得 pa (2). 口 

为 了 使 下 面 的 特征 更 容易 被 接受 ， 用 4, 表示 由 4 前 i 行 和 前 i 列 确 定 的 4 的 前 主子 矩阵 ， 
A 二 A012，…， 站)，i 王 2，…，n， 我 们 已 经 知道 ， 如 果 A 是 正 洗 矩阵 ， 则 4 的 所 有 主子 
式 都 是 正 数 ， 事 实 上 ， 当 A 是 Hermite 邱 阵 时 ， 道 命题 成 立 ， 但 是 可 以 得 出 一 个 更 强 的 结论 ， 
需要 指出 的 是 ， 如 果 和 是 Hermite 矩阵 ， 则 每 个 A, 也 是 Hermite 矩阵 ， 央 此 每 个 A, 有 实行 
列 式 . 


7,3.5 定理 ”如果 AEM 是 Hermite 矩阵 ， 荐 A 是 正定 短 阵 ， 当 目 届 当 det 4 >0 对 i 二 1. 
2，……， 1 成立 .更 一 般 地 ，4 的 2 个 主子 式 (不 一 定 是 诸 前 主子 式 ) 所 组 成 的 性 一 套 序列 的 正 
性 是 4 为 正定 矩阵 的 必要 充分 条 件 . 

证 明 ; 由 (7.1.5) 可 知 ， 只 要 4 是 下定 矩阵 ，det 4, > 就 对 所 有 ;一 1，2，…，7 都 成 立 . 
我 们 用 归纳 法 和 Hermite 抢 阵 的 交错 不 等 式 组 (4. 3.8) 来 证 明 其 道 俞 题 ， 因 为 det 4A, >>0， 且 
4 是 1x1 阶 的 ， 所 以 4 是 正定 矩阵 ， 如 果 对 革 个 上 cz，44 是 正定 第 阵 ， 则 A 的 所 有 特征 
值 都 是 正 数 ， 内 而 由 交错 不 等 式 组 可 知 ， 或 许 除 了 A,. 的 最 小 特征 值 以 外 ，4, 的 所 有 特征 
值 都 是 正 的 .但 是 4, 的 各 特征 值 之 积 正 好 是 det A,.,， 根据 假定 ， 它 是 正 数 ， 因 此 4， 和 不 
可 能 有 货 特征 值 ， 由 此 可 知 ，Ai1i 的 最 小 特征 值 也 是 正 数 ，、 因 而 4,,, 必须 是 正定 矩阵 ， 内 为 
4 一 4， 所 以 4 是 正定 撮 阵 ， 对 于 一 般 套 序列 情形 ， 只 要 考虑 和 A 的 各 行 和 各 剂 的 适当 置换 就 
可 以 了 . 器 

定理 (7. 2.5) 说 明 ， 当 ( 且 仅 当 )Hermite 的 各 前 主子 式 是 正 数 的 时 候 ， 它 就 是 正定 矩阵 . 
再 想到 (7. 2. 1)， 于 是 为 了 验证 正定 性 ， 可 以 检验 与 4 相关 的 这 两 组 数 中 的 任何 一 组 . 

练习 试用 (7.2.5) 证 明和 矩 阵 


5 -1 3 
A—|-.] 2 一 ? 
3 —2 3 


是 正定 的 . 
0 0 
练习 证 明 对 称 拭 阵 | 。 “| 的 各 前 主子 趟 是 非 负 的 ， 但 它 不 是 半 正 定 的 . 
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练习 设 AE€EM, 是 Hermite 插 阵 ， 史 假定 det A1 守 0， det A;s 守 0 det A, 10; 卓 
det A 之 0， 证 明 4 是 半 正 定 上 矩阵， 提示 : 如 果 将 4, 的 诸 特征 值 与 4 的 诸 特 征 值 比 较 ， 交 
错 不 等 式 指 的 臣 什 么 ? 
练习 ”假定 Hermite 矩阵 4E AM, 有 全 部 正 对 角 记 和 正 行列 式 ， 攻 察 矩阵 
1 2 1 
| 
LU 11 
对 适当 的 + 值 让 明 ， 仅 有 上 述 假定 还 不 能 确定 各 的 正定 性 ， 证明， 若 另 有 其 个 (2 ]) Xn 一 1) 
主子 给 和 阵 是 对 角 出 优 的 ， 则 这 个 假定 条 忻 昆 充分 的 . 
练习 设 和 AAEM, 是 Hermite 害 阵 ， 证明 上 是 半 正 定 生 阵 ， 当 且 仅 当 存 在 一 系列 
ITermite 矩阵 A. ， 使 得 当 s 一 0 时 4 一 A， 昌 4, 的 每 个 主子 于 阵 有 正 行 询 式 ， 由 此 得 出 ， 如 果 
入 的 所 有 主子 忒 都 是 非 负 的 ， 则 4 是 半 正 定 矩 阵 ， 
对 所 有 下 二 1，2，…、 每 个 正 实数 有 惟一 的 正 的 上 次 方 根 ， 类 似 的 结果 对 正定 矩阵 也 
成 站 . 
7,2.6 定理 没 AEM, 是 半 正 定 扼 阵 ， 且 上 之 1 是 给 定 的 整数 ， 则 存 亦 唯一 的 半 正 定 Hermite 
矩阵 BB 使 得 B'= 二 A， 同 时 还 有 
(a) BA— AD:; 
Cb) rank 8B 二 rank 4， 因 而， 只 要 4 是 正 守 矩阵， 强 就 是 正定 矩阵 ; 
(ce) 如 果 A 是 实 窍 阵 ， 则 上 8 也 是 实 和 矩阵 . 
证 骨 ; 我 们 知道 Hermite 矩阵 A 可 西 对 角 化 成 A=UA4U' ,其 中 A=diagth，…， Ah) 是 
所 有 之 0. 定义 B 一 UA MU" ,其 中 如 ' 二 diagG 和， 如 *)， 必 每 个 4 都 取 唯 一 的 次 非 
负 根 . 显然 ， 二 及 且 B 是 半 正 定 Hermite 算 阵 ， 此外，AB=UAU' UANMU* 一 UAAWU'* 一 
DA' “AU 一 UA UU" UAU” 二 BA， 义 因为 所 有 3%,{ 因 商 它 们 的 在 次 方 根 } 都 是 非 负 的 ， 所 以 8 
是 半 正 定 和 矩阵 ，B 的 秩 正好 是 非 零 2, 项 的 个 数 ， 它 也 是 4 的 秩 ， 如 果 4 是 半 正 定 实 答 阵 ， 则 
我 们 知道 UU 可 以 选 为 实 正 交 答 阵 ， 央 面 存 这 种 情 拱 吾 显然 可 以 选 为 实 底 阵 ， 祭 下 要 着 谨 的 只 
是 唯一 性 问题 . 
首先 要 指出 的 是 ， 存 在 多 项 式 pt1)， 使 得 ptA} 一 B; 为 了 得 到 p(A) 一 4， 从 而 得 到 
PA) 二 pOUAD LT 二 UA!tU" 一 B, 我 们 只 需 选 取 p (1) 为 适合 数组 CU， 7)，-…， 
GQ， Ar ) 的 Lagrange 插值 多项式 (0.9.11)， 盟 ~ 方面， 如 果 CC 是 使 得 Ci 二 A 的 任 一 半 正 定 
FHermite 年 阵 ， 则 有 8B 二 ptA)= 二 pO， 因而 CB=Cp(00 一 p(CD)C=BC， 央 为 B 和 C 是 可 
交换 的 Hermite 知 阵 ， 它 们 可 以 同时 酉 对 角 北 ; 和 VW 和 具有 非 负 对 前 元 的 对 
前 矩阵 4 和 如， 使 得 了 -VANIY' 和 C=VA:V'， 于 是 从 B= 二 A=0* 的 事实 可 以 排出 4 二 At. 
区 因为 非 负 数 的 非 负 下 泌 方 根 是 叭 - -的 ， 人 (4 一 4 一 4 一 (5 因而 旦 =C 


土 述 定理 最 有 用 的 情形 是 &= 2 的 情形 ， 正 定 ( 半 正 定 ) 矩 阵 4 的 唯一 正定 ( 半 正 定 ) 平 方 根 
通常 记 作 44 :类 伺 地 ， 对 君 个 业 -1，2，…，AL :表示 A 的 唯一 正 写 ( 半 正 定 关 次 方 根 . 
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练习 确定 | 。 ,| . 

练习 如 果 4 是 正定 矩阵 ， 证 央 (4 1 二 (A117 
7.2.7 定理 和 矩阵 BE M 是 正定 征 阵 ， 当 且 促 当 人 在 非 奇异 囊 阵 CEM 使 得 B.C 

证 明 : 和 如果 B 可 以 这 样 表 未， 则 根据 (7., 1.6)， 忆 是 正定 征 阵 ， 为 一 可 以 得 到 所 
的 分 解 ， 只 要 设 C= 六 *， 莽 至 还 可 以 腾 C 为 Hermite 矩阵 ， | 
7.2.8 推论 Hermite 算 阵 4 是 止 定 窍 阵 ， 当 生 仅 当 它 “机会 于 单位 算 阵 . 

证 明 : 这 只 是 重 述 (7. 2. 7)， 

练习 ”如果 AEM 是 正定 和 矩阵， 网 如 果 有 一 CY GO 月 4=GY Co 其 中 避 ，CGEM,., 证 明 
一 VC ， 其 中 VW 是 西 和 矩阵， 特别 地 . 证 明 4 一 CC 的 任何 解 C 具有 形式 C=VA'?, 其 中 VV 
足 西 矩阵 ， 提示: 江 明 


BCA oA) 52 一 了 

能 够 明确 指出 半 正 定货 阵 4 的 分 解 写 = 人 CC， 这 有 时 是 很 有 用 的 ， 每 个 方 阵亡 有 QQR 分 解 
(2 81， 直 才 可 号 成 一 GKR， 其 中 ， 急 是 西 得 阵 ， 而 民 是 与 和 有 相同 秩 的 上 三 角 矩 阵 ， 另 --- 
方面 ,A=C CC 一 (QR)' QR 二 R'Q' QR 一 及 玉 ， 旭 果 尼 非 奇 只， 则 可 以 选择 及 使 得 它 的 所 有 
对 荫 元 表 是 正 数 ( 实 际 上 ，、 存 在 这 种 形式 的 唯一 分 解 C=QR)， 闵 如 果 记 为 实 矩 隆 ， 则 中 和 RR 
均 可 取 为 实 第 阵 、 这 就 证 明了 下 述 推 论 ， 它 给 出 了 4 的 Cholesky 分 解 . 
7,2,3 推论 定 阵 和 是 正定 的 ， 当 日 仅 当 存在 具有 正 对 间 元 的 非 奇 异 下 -: 角 关 阵 工 E M 使 得 
让 二 LL*， 如 洒 入 是 实 叫 阵 ， 则 世 可 以 取 为 实 知 阵 , 

设 蕊 ，"…， 是 内 积 空间 VY 中 此 个 给 定 的 向 量 组 成 的 集合 ， 闵 设 ‘，，。}) 是 VY 上 给 定 的 
内 积 . 回 晤 组 名，…，w 关于 内 各 41，，“， > 的 Gram 趣 阵 是 用 吕 = 人、 定义 的 矩阵 G 一 
Lg jEM.， 半 正 定 汗 阵 的 最 后 -个 特征 是 ， 它们 总 是 Gram 矩阵 57. 2. 11)， 


7.2. 10 定理 设 GEM 是 向 量 组 {ww tw}CC" 关于 给 定 的 内 积 5 ， ，， 的 Gram 定 阵 ， 
浆 设 玖 三 [mw EM,..， 划 

(全 在 半 正定 抵 阵 ; 

(hb) 已 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 当 且 仅 当 疝 量 组 mm ，…，aux 大 无 关 的 ; 

(c) 存在 正定 秆 阵 4E 1 ， 使 得 G 一 到 AW; 

《drank 如 二 rank 多 一 向量 组 (as ，"… vei) 中 极 大 无 关 组 的 向 量 个 数 . 

证 明 : 如 果 右 =[e,]， 日 gg 二 ftw， tw,)， 于 是 因为 内 积 有 Hermite 性 质 ， 所 以 所 是 
Hermite 和 矩阵， 月 


k 上‘ 
。 1 - 1, 一 A 
"Crt 二 > ETT 一 > AT YE 一 > MD, AT 
1 一 上 1 =l r= 


一 Cdr 2 》 一 | Du, 


其 中 让, 是 由 已 给 内 积 诱导 的 范 数 ， 根 据 范 数 的 止 定性 ， 只 有 当 
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Dr = 0 
时 等 式 才 成 立 ， 而 且 只 有 妆 给 定 的 向 量 组 相关 时 ， 上 式 才 对 非 平 凡 系 数组 成 立 ， 如 果品 是 
奇异 短 兽 ， 则 娠 在 某 个 非 零 向 组 z 使 得 Gzr=0， 因 而 2Gz 一 0， 这 推出 向 量 组 te, 是 相关 的 ， 
反 过 来 ， 和 如 果 xiww 十 十 x 二 0， 且 这 二 [x,] 关 0， 则 我 们 已 经 让 明 xz' Gxr=0， 因 而 局 一 定 
是 奇异 矩阵 . 
如 果 1el，…，e} 是 C" 的 标准 正 交 基 ， 则 根据 ta) 和 (b}，A= (tte,，e,)} 是 正定 知 阵 .对 
任意 向 量 x，yEC" 有 


， 让 HH | _ ， 
《3 一 (Dyes re > 一 >» 《eV 一 区 
J 三 | -1 144 一 上 


十 是 有 gg, 二 人 ， 一 ww' Atw,， 因 而 GG 二 WW' AW. 

有 最后， 如 困 Gr=0, 则 Gx 一 WAWX 一 (Wx)* ACWr)==0， 因为 A 是 正定 和 捧 隆 ， 这 
就 葵 洒 Wr 一 0， 反之，Wz 一 0 蕴 渭 Gr 二 到 "A(Wr) 一 0， 于 是 A 与 W 有 相隔 的 志 空 间 ， 因 而 
有 相同 的 穆 . 环 的 列 牧 是 向 量 组 {tw ，…，xzx} 中 极 大 无 关 组 的 向 量 个 数 . 口 

练习 定理 最 常 匈 的 应 用 是 针对 所 给 内 积 为 普通 Euclid 内 积 (r，y) 一 y" xz 的 情形 和 的， 证 
明 ， 看 这 种 情形 ，4= 了 TI， 并 且 证 明 给 定 的 问 址 组 1 ，…，mwsyCC' 中 极 大 无 关 组 的 向 量 个 数 
恰好 是 矩阵 全 二 Lew we',]€ MM 的 秩 ， 


7.2.11 推论 设 AEM, 是 给 定 的 惩 阵 ， 则 和 态 是 秩 为 r 筷 n 的 半 正 定 和 矩阵 ， 当 用 但 当 存在 恰好 
含有 r 个 无 美 向 其 的 向 量 组 S= [wy，…，tw,}CC",， 使 得 太 是 5S 关 十 Eucldi 内 积 的 Gram 
和 矩阵, 

证 明 : 充分 性 部 分 在 上 述 定 理 中 已 有 论述 ， 主 于 必要 性 ， 可 以 利用 (7.3.6) 把 A 写成 A= 
玉 ，B 是 半 正 定 短 阵 ，B 的 秩 与 4 的 秩 相 同 ， 且 A 二 访 =B'B 是 B 的 各 列 在 Euclid 内 积 下 的 
trram 什 阵 ， 口 
习题 

1. 证 明 ， 如 果 4 是 Hermite 矩阵 ， 则 对 所 有 一 1，2，…，4# 是 半 正 定 矩 阵 ， 侧 ea 是 正 
定 知 阵 ， 参 看 (5. 6. 15) 下 面 的 练习 ， 

2. 如 果 人 A 是 半 正 定 和 矩阵 ， 又 如 果 pC 是 使 ptf) >0 时 对 所 有 t 宇 0 都 成 立 的 尾 一 多 项 式 ， 
证 明 A(A) 是 半 正 定 罕 阵 ， 提 示 : piA4) 的 诸 特 征 值 是 什么 ? 这 是 如 和 何 推广 了 幸 题 1? 

3. 试用 (7. 2.5) 证 明 ,， 用 加 斌 minfi， 好 定义 的 眶 阵 AA=[a,]E M, 是 正定 什 阵 ， 提 示 : 计 
算 det 4,; 从 所 有 其 余 行 中 减 去 第 1 行 ， 然 后 对 第 1 州 也 这 样 做 ，a, 二 maxfi， 让 说 明 什么 ? 

4. 如 果 人 种 有 是 正定 短 阵 ， 证 明 直 和 | | 也 是 让 定 短 险 

5 给 出 一 个 ( 非 Hermite) 实 方 阵 的 例子 ， 它 的 各 前 主子 式 都 是 正 数 ， 但 使 某 个 特征 值 有 负 


8. 试 给 出 (7. 2.5) 中 一 般 不 等 式 组 的 详细 证 明 ， 邮 证 明 , ;个 主子 式 ( 不 一 定 是 诸 前 主子 
式 ， 按 包 依 关 系 ) 所 构成 的 任 一 套 序 刘 的 正 性 是 n Xn Hermite 逢 阵 为 止 定 和 扰 阵 的 充分 条 件 . 
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7. 如 果 用 4 的 诸 子 式 的 符 导 来 表示 ， 各 是 负 征 ( 半 负 定 ) 的 必要 充分 条 件 是 什么 ? 

8. 半 正 定 矩 阵 太 有 不 同 于 有 A 的 “平方 根 " 吗 ? 有 和 多少 ?有 不 同 于 4 “的 不 次 廊 根 吗 ? 有 
非 Hermite 平方 根 妈 ? 提示 : 考察 | 1 | . 

9. 如 果 BE M, 是 半 正 定 扼 阵 ，|[ 有 我 m， 证 明 ， 存 在 秩 为 mx 的 mxXn 算 阵 C， 使 得 8 二 
CC， 特别 要 指出 的 是 ， 秩 为 1 的 半 正 定 失 阵 总 可 俯 写 成 形式 rz* ， 其 中 xrEC" 为 某 个 向 量 . 

10. 假定 AE AM, 是 半 正 定 算 阵 ，| 有 秩 rn. 证 明太 有 + Xr 阶 正定 主子 逢 阵 . 

11, 设 AE MM 是 Hermite 短 阵 ， 社 明 ，A 是 正定 红 阵 ， 当 且 私 当 经 典 伴随 adj A 是 正定 盾 
阵 且 det A 计 0， 如 时 和 4 是 半 正 定 什 阵 ， 证明 ，adi 4 是 六 正定 给 阵 且 det 4 兰 0， 提 示 :， 考察 
入 三 及 上 eTJ，e>0， 试 若 察 A 二 diagt0，0， 一 1) 来 说 明 ， 如 果 及 A 不 是 于 正定 和 矩阵， 也 可 能 adj 
入 是 半 正 定 矩 阵 且 det 4 之 0， 

12. 已 知 rE 0.1)， 考虑 由 a 二 r'' :定义 的 实 对 称 Teeplitz 什 阵 A==[a, ]E MM 试 如 下 
证 明 AA 是 正定 些 阵 : (a) 如 朵 4 是 4 的 i，j 子 式 ， 证 明 ， 只 要 | 7 | 兰 2 就 有 det A; 二 0. 
提示 : 如 果 i==1 且 六 >2， 则 可 以 看 出 4 的 第 1 列 是 第 2 列 的 倍数 ，(b) 设 DD, = det 4， 证 明 
D; 王 1" 六， 然后 将 D， 按 第 1 行 的 余子 式 洪 开 ， 且 利用 fay 证 明 Py; 二 D, 一 2D, 二 (1 一 2)D, 
二 {一 户 )"。， (te) 利用 (7.2,5) 推 出 A 是 止 定 矩 阵 

13. 证 明 习 题 12 中 的 矩阵 区 有 一 个 实 对 称 二 对 角 矩 阵 为 其 道 ， 骨 证明，(1 一 x 在 上 
对 角 线 和 下 对 角 线 的 每 个 位 置 上 有 有 元素- +， 且 它 有 主 对 角 元 1，1 十 六 ，…，1 十 r*”，1， 提 示 : 
利用 导 题 12(a) 证 明 A :是 一 对 角 和 矩阵 ， 为 什么 4 !--- 定 是 对 栎 矩阵 ?然后 利用 AA '= 二 A :A 
二 了 确定 A ! 的 各 元 素 . 

14. 设 (- ，… ) 是 CC 上缴 定 的 内 积 ， 设 % 一 le ，…， 如 } 是 全 (关于 普通 的 Euclid 内 积 ) 的 标 
准 正 交 基 ， 六 设 GE MM 表示 当 美 于 所 结 内 积 (，，，} 的 Gram 此 阵 ， 证 明 ， 刘 所 有 x+，yEC” 有 

CA) = yz, {7,2. 12) 

由 此 可 得 ， 孙 数 <，，。*，); CXC">C 是 内 积 ， 当 且 仅 当 存 在 正定 知 阵 避 使 得 C7, 2. ]2) 成 立 . 

15, 回忆 一 下 在 (5. 4. 12}) 中 定义 的 对 偶 范 数 概 念 ， 设 i，，。…}) 是 C" 上 给 定 的 肉 积 ， 且 设 
上 :是 C* 上 给 定 的 范 数 ， 所 给 范 数 不 一 定 是 由 所 给 内 积 话 导 的 ， 我们 可 以 定义 上 "关于 内 各 
* ，*，) 的 对 情 范 数 为 


| x 要 ,三 max, | try) |. 

注意 ， 如 果 (，，。); 是 普通 的 Euclid 内 积 ， 则 它 航 是 上 上 的 普通 的 对 偶 范 数 ， 对偶 范 数 概念 
的 这 种 推广 可 以 产生 用 其 他 方法 尚未 得 到 过 的 向 量 范 数 吗 ? 提示 : 利用 习题 14， 记 (rzr， 池 一 
3" Gr， 然 后 证 明 

[xle.,= ora rl 

16. 设 4E MM, 是 给 定 的 矩阵 ， 证 明 ，6f4)<<1， 当 上 且 仅 当 存在 正定 矩阵 BE M, 使 得 日 一 

4' BA 是 正定 矩阵 ， 提 示 : 如 打 召 是 正定 托 阵 ， 设 C= B'*， 如 果 

B-ADBA=C CCA) (CA) 
是 正定 矩阵 ， 则 对 任何 非 零 EC 有 
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[一 CD 

或 | Cz i 庆 CAx | 设 y= 一 Ce- 证 明 对 所 有 非 零 wxEC 有 | 和 > 1 CC !'y];， 由 此 得 出 
Ca 定之 1， 因此 wt 二 pCCAC Ds (040C ' ,之 1， 反 过 来 ， 如 果 p(4) 拉 1， 则 存在 非 奇 
镍 证 阵 CE M, 使 得 iCAC 下 < 有 1 邦 55. 6) 节 习题 25]， 并 凡 上 述 证 明 可 以 反 扒 回去 ， 绸 令 B 志 
CC 

17. 设 4，BE IM, 是 半 正 定 抵 阵 ， 上 不 都 是 奇异 下 阵 ， 证 明 | 4 号 下 过 | 年 一 床下 /DA 
14watB)1， 提示: 设 E=A 一 B. 设 zEC' 是 使 Er 一 47 且 14| 一 pLE)=| EV 的 单位 向 量 . 
于 是 ， A 一 B' 一 AE+ EA 一 FF 并且 A: 一 Bj 衬 | 7x’ (AETEA—F)r|— |A| Cr Art 
x Br | aA! Cowl tA) tA CB)). 

18. 证 入，BE M, 是 半 正 定 算 阵 ， 上 及 假定 A 是 正定 宇 媳 ， 利 用 习题 17 证 明 

1 4 一 到 六 (7. 2. 13) 

并 且说 明 为 什么 这 个 不 等 式 蕴涵 以 下 事实 : 定义 在 由 太 , 路 的 尘 正定 个 阵 所 组 成 的 集合 上 的 捅 
数 了 C03 ?在 这 个 集合 的 内 部 ( 它 是 由 正定 天 阵 组 成 的 开 集 } 连 续 ， 写 出 并 直接 证 明 关 于 [0， 
se 1 上 的 普通 纯 量 的 平方 根 明 数 了 :1 一 yt 的 不 等 式 ， 这 个 不 等 式 是 从 (7.2.13) 中 令 n 二 1 得 
来 的 . 


7.3 极 形式 各 奇异 值 分 解 


下 面 ， 论 述 ( 不 定 是 方 阵 的 ) 复 矩阵 的 两 种 相关 的 重要 分 解 ， 它 们 与 正定 性 概念 有 密切 


7.3.1 引 理 设 AEM,,， mn， 抽 rank 妆 一 上 各 巩 ， 则 存在 酉 矩阵 和 EM 、 具 有 韭 贷 对 角 元 
让 全 四 全 的 对 角 欠 阵 AE IM 、 以 及 其 有 标准 正 交 行 的 YE MM,， 使 得 
A 一 XAY， 矩阵 A 中 ag (024) 总 昨 叭 一 确定 的 ， 且 {，…,， 如) 是 44 的 诸 特征 值 , 
旋 阵 天 的 各 列 是 44 的 特征 向 其 如果 AA 有 互 不 相同 的 特征 值 ， 邢 么 .X 可 确定 到 相差 一 
个 右 对 角 因子 D=diagte% ，…，e*%*)， 其 中 所 有 ER; 也 就 是 说 ， 如 果 XAY, 一 XX,AY,， 如 
义 ; 二 义 ,D， 给 定 苹 后 ， 如 时 rank 4 一， 则 移 阵 站 是 唯一 确定 的 ， 如 果 上 是 实 短 阵 ， 则 四 和 
Y 可 以 也 实 矩阵 . 

证 明 ;: 如 果 A=X4AY 是 所 要 求 的 分 解 形 忒 ， 则 AA' 二 XAYY* AX' = 二 XAIAX' 一 XA:X'， 
因而 X4X 是 Hermite 矩阵 4A < 的 西 对 角 化 . 巷 X 一 [Lzriry…zu] 且 A diag(Ai, ,AS), 
则 AA 二 zj 三 1，2，"…， MR， 有 具 向 量 组 {x,} 是 标准 正 交 组 ， 因 为 4 的 诸 半 角 庆 是 非 负 
的 ， 且 按 阐 减 顺 序 排列 ， 所 以 A 由 AA* 唯一 确定 ， 如 果 数 组 {4} 是 互 不 相同 的 ， 那 么 ， 除 了 
相差 一 个 模 为 1 的 复 纯 量 因 子 应 外 ,A 的 各 个 相应 的 正规 化 特征 向 量 都 是 确定 的 ， 因 此 ， 如 
果 吕 各 X? 是 其 各 列 为 44' 的 特征 向 量 的 两 个 西 纤 阵 ， 则 一 定 有 X= 二 XD， 其 中 ，D- diag 
(di，"…， gd,)， 且 所 有 i d,| 三 1. 

4A4 的 相应 于 重 特征 值 的 特征 向 重 不 是 唯 -确定 的 ， 全 是， 它们 一 经 选 定 ， 且 把 它们 标准 
正 交 化 ， 西 矩阵 X 就 固定 下 来 ， 如 果 A 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 也 就 是 当 & 一 rank 4 一 站 的 时 候 ， 则 了 
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二 A 1X' 有 A 是 唯一 确定 的 ， 我 们 不 难 验 证 ， YY' 二 A TX" (CAA X)A ' 二 A 1X' XAiA 工 一 
1 :44 一， 因此 ， 这 个 矩阵 工 有 标准 正 交 行 . 

余下 只 要 讨论 rank = 之 m 的 情形 ， 因 为 当 所 有 4 关 0 时 ， 我 们 希望 有 了 一 4 "多 ' 六 二 
A 1CA*)*， 这 促使 我 们 定义 Y 的 第 j 行 是 行 向 量 y; ， 其 中 多 一 24， 一 1，…， 丰 
于 是 

[LA 
如 果 jx 上 6， 它 就 是 零 ， 如 果 j 二 上 ， 它 就 是 1， 这 是 因为 向 景 组 (x, 是 标准 正 交 组 ， 沿 丝 组 1{y1， 
一 ， 是" 中 的 标准 正 交 组 ， 有 jn 们 zw 之 上 &， 寺 此 男 外 有 吉 一 个 (但 不 是 唯一 确定 的 ) 标 准 正 
变 向 量 y%.,，…，y。， 和 使 得 算 阵 了 二 [yy yoyy 40 y] EM 有 x 个 标准 正 交 列 . 

坟 在 证 明 X 4 一 4AY 根据 向 最” 的 定义 ， 这 个 恒等式 后 边 的 前 上 行 是 相等 的 ， 因为 4 
的 最 后 ;一 个 对 和 元 嘴 零 ， 所 以 本 边 最 后 2 一 行者 是 零 ; 左边 最 后 站 上行 也 都 荐 志 ， 这 
是 因为 ， 如 杂 4A 一 0， 则 9 二 BAA, 二 (Cz,)=0， 因 而 让 r=0. 

最 厂 ， 如 果 和 是 实 年 阵 ， 则 44- 也 是 实 矩 阵 且 有 实 特征 值 ， 因 而 ,特征 向 基 组 关 可 以 取 
为 实 向 量 组 .根据 定 儿 ， 由 * 确 定 的 Y 的 前 个 行 郁 是 实 的 ， 添 加 的 9 一 上 个 正 交 单位 向 晤 可 
以 取 实 的 ， 因 此 、 如 果 4 是 实惠 阵 ， 它 的 所 有 内 子 都 可 以 到 实 此 阵 ， 

每 个 非 零 复数 j 有 了 唯一 的 * 极 表示 "zx 一 pu， 其 中 户 是 正 实数 ， 而 & 是 模 为 1 的 复数 ， 实 际 
上 ， 岂 困 z 关 0, 则 p= 二 1z| 且 wp 'z 二 z/ |z|， 如 果 =z=0， 则 >* 仍然 可 以 写成 如 =0 的 极 
形式 ,不 过 zx 不 再 是 唯一 确定 的 ， 当 然 ，! 可 以 取 模 为 1 的 任意 复数 ， 

如 何 把 这 种 极 表示 排放 到 复 矩 阵 AE iM 甩 ? :种 回答 是 A PU， 其 中 ，P 是 正定 ( 半 正 
定 ) 和 矩阵 ， 而立 荐 西 矩阵 .甚至 还 可 以 把 它 排 广 到 4 不 是 方 阵 的 情形 . 


7.3.2 定理 设 AEM,， 且 m 守 nxn， 则 和 可 以 写成 
A= PU, 
其 中 ，PE M,, 昆 半 正 定 虑 阵 ，rank P 二 rank A， 南 UE AM 有 标准 正 交 行 ( 即 0U' 二 1， 第 阵 
PP 总 可 以 唯一 确定 为 P==tAA' )?， 而 当 妨 有 秩 mm 时 ，U 是 唯一 确定 的 .如果 4 是 实 矩 阵 ， 
则 忆 和 0 可 以 取 实 矩阵 . 
证 骨 : 利用 (7.3.1) 把 4 写成 本 三 XA7 一 号 4 和 XY， 且 令 P 一 XAK'* 利 =XY， 于 是 PP 
是 半 焉 定 矩阵 、 且 UU' 二 XYY* X 一 XIX' 二 XX 二 J， 因 而 U 有 标准 正 交 行 ， 根 据 (7. 3. 1) 
中 的 构造 法 ，P 一 CAA' )1 ,一 般 说 来 ， 和 如果 A= PU， 则 44 =PUU* P= Pi， 所 以 一 定 
总 是 AA' 的 (唯一 ) 半 正定 方 根 ， 如 果 A 有 秩 m， 则 PP 非 奇 异 ， 而 且 U=P-1A 是 唯一 确定 的 
但 是 ， 正 如 在 (7. 3. 了 中 看 到 的 ， 如 果 rank A<ixmx， 则 站 的 相应 十 PP 的 0 特征 值 的 种 行 不 是 唯 
一 确定 的 ， 因此 ， 当 rank A<m 时， 末 =XY 末 必 是 唯一 确定 的 ， 
本 定理 直接 推出 下 述 重 要 的 特殊 情形 . 
7,3,3 推论 如果 AEM,， 则 它 可 以 写成 形式 
4 = PU. 
其 中 ,，P 是 半 正 定 和 矩阵 ，U 是 西 年 阵 ， 拖 阵 已 总 可 以 唯一 确定 为 P=(A4" )2 ， 如 果 上 4 是非 
奇异 甜 阵 ， 则 [7 可 以 唯一 确定 为 UP 'A， 如 果 4 中 实 矩阵 ， 则 P 和 总 可 以 取 实 矩阵 . 
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系 习 ”说明 定理 (7.3.2) 可 以 由 下 述 极限 证 法 米 证 明 ， 恕 果 4 是 非 奇 异 年 阵 ， 则 令 已 三 
CAA 1 定义 UP 'A， 且 验证 UU* ==I， 内 此 ，P 和 U 都 是 唯一 确定 的 ， 如 果 和 是 奇异 
宇 阵 ,考虑 A 三 A 十 el， 以 及 形式 A 一 了 P,U,， 其 中 两 个 因子 都 是 唯一 确定 的 .利用 选择 原理 
《2. 1.8) 得 到 序列 s 0( 当 Ace 时)， 使 得 当时 ，DUs 按 对 应 元 收 全 于 本 矩阵 因为 
忆 一 A Us ， 我 们 还 有 P, 一 了 和 和 A 二 PU， 值得 指出 的 是 ， 从 理论 上 讲 ， 这 个 证 明明 然 比 前 面 
对 (7. 3.2) 所 做 的 证 明 更 简 临 ， 但 是 当 AA 是 奇异 答 阵 时 ， 它 并 没有 给 出 得 到 因子 P 各 的 构 闭 
性 上 方法. 

分 解 (7. 3. 2; 称 为 梨 阵 A 的 艇 形式 或 极 分 解 。 当 上 满 秩 时 ， 两 个 因子 还 是 唯一 的 ， 

练习 ”如果 AEM;， 且 mw 衬 Xn， 证明 它 可 以 写成 

A 二 WeQ, 
其 中 ，WE Mr 有 标准 正 交 列 ( 即 W'W= 中 ， 而 QE M, 是 半 正 定 矩阵 ， 提 示 ; 利用 (7. 3. 2) 分 
解 上 

练习 设 zEC' 是 给 定 的 非 零 向 量 ， 晶 A=xEM,,， 证 表 A 的 极 分 解 是 和 = 一 | za 
其 中 三 x/ 1 7 由 故 胃 分 解 可 以 看 作 芒 堆 向 量 的 简便 分 解 = 外 过 肝 (Cry| 甩 ?到 卸 阵 的 
推广 

练习 证 明 ， 方 阵 A 既 可 写成 A 二 PU， 也 可 写成 4 一 WQ,， 其 中 ，P=(AA' ,而 Q== 
《友和 AY， 有 时 称 它们 为 A 的 “ 左 ”" 和 * 右 ” 极 分 解 ， 证 明 ， 唯 一 确定 的 半 正 定 因子 已 和 @ 相等 ， 
当 且 仅 当 和 A 是 正规 夫 阵 ， 实 际 上 ， 如 果 4 是 非 奇异 矩阵 ， 则 唯一 确定 的 莫 央 子 UJ 和 好 恒 相等 
[定理 (7. 3.6) 前 的 练习 ]. 

练习 不 是 每 个 力 阵 都 是 正规 的 ; 即 44' 二 BA 末 必 成 立 ， 但 是 44" 总 西 相似 于 入 A， 试 
用 极 分 解 (7. 3. 3) 证 明 这 -事实 ， 


7.3,4 定理 设 AEM,， 义 设 和 一 PU 是 极 分 解 ， 则 A 是 正规 矩阵 ， 当 且 仅 当 PU= UP， 
证 明 : 如 果 己 和 已 可 交换 ， 则 44 = PUU "PP ==PP= 了 Pi, AA=U' P* PU=U' PU= 

U* UP* 二 P， 内 而 入 是 正规 算 阵 ， 如 果 4 是 正规 算 隆 ， 则 P :=- UP:0， 我 们 短 道 ，P 和 

”PU 都 是 半 正 定 方 阵 ， 且 显然 有 相应 的 半 正 定 平 方 根 忆 和 7 PU， 但 是 定理 (7. 2, 6) 说 明 ， 

这 样 的 平方 根 是 唯 -- 的 ， 因 而 P=U* PU 或 UP=PU. 口 
我 们 的 下 一 个 目标 是 ， 从 (7.3, 1) 得 出 (不 一 定 是 广 阵 的 ?任意 矩阵 的 奇异 值 分 解 ， 


7.3.5 定理 ”如果 AEM,, 有 秩 k&， 则 它 可 以 写成 形式 


让 二 VE 下 二 ， 
其 中 VEM 和 WEM, 是 西 条 阵 ， 售 阵 5=[o, ] EM。 “ 允 甩 有 i 有 56, = 二 0， 且 ol 守 ow 宇 … 
| 0， 其 中 gq 二 min{m，#}， 数 {0,} to 是 AA* 的 特征 值 的 非 负 平方 


根 ， 因而 被 哈 一 确定 、 了 V 的 各 列 是 AA- 的 特征 向 量 ， 久 的 各 列 是 AA 欧 特 征 向 量 ( 它 们 的 排列 
顺序 与 相应 的 特征 值 =” 的 排列 顺序 相同 )， 如 果 ms 和 mw， 时 A 加 有 互 不 相同 的 特征 值 ， 则 六 可 
以 确定 到 相差 一 个 右 对 角 因 子 也 一 diagte? ，…，e%)， 其 中 所 有 ER; 也 就 是 ， 如 果 A 一 
VEWr =VEW; ， 则 三 二 VD， 各 果 mw 之 有， 则 WW 一 定 不 是 唯 -确定 的 ， 如 果 n 二 m， 且 VV 
已 经 给 定 ， 那 么 WW 是 叭 -- 确 定 的 ， 如 果 sm 则 攻克 的 叭 一 性 要 根据 4 来 确定 ， 如 果 办 
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是 和 实 矩 阵 . 则 YY, 三 和 亚都 可 以 暇 实 所 阵 ， 

证 明 ; 不 失 一 般 性 ， 假定 产 委 所 否则 出 由 代替 4)， 利 用 (7.3.1) 可 把 下 写成 站 一 X4AY， 
其 中 ， 和， AEM， 且 YEM,, 令 V=X， 皮 2=[F410]EM,， 寺 定义 W 兰 [YI Sj€M, 
使 得 多 的 各 列 是 C 中 的 标准 正 交 组 ，Y' 的 各 列 已 是 标准 正 交 组 ， 所 以 ， 如 果 户 所 *， 可 选取 
5 EM-m 的 各 列 ( 但 不 瞧 一 ) 使 到 为 西 矩 阵 、 这 直接 检 出 YEW' 一 X4Y 一 4， 关 于 唯一 性 的 
论断 可 以 从 7. 3. 1 中 的 柑 应 论断 得 出 . 

对 i 二 1 二 min{m，n}， 芋 的 "对 角 元 "go 一 o, 称 为 4AE MM,, 的 奇异 值 ( 有 时 内 对 非 淮 
对 角 元 才 这 样 称 呼 )， 而 站 的 列 和 家 的 列 是 各 的 (相应 堪 和 右 ) 奇 异 向 量 ， 分 解 (7.3.5) 称 为 及 
的 奇异 恒 分 解 ， 极 惩 阵 王 是 44' 的 唯一 半 正 定 平方 根 ， 而 奇异 值 wm 是 44* 的 特征 值 的 非 负 平 
方 根 ， 所 以 A 的 奇异 值 与 极 和 矩阵 P 的 特征 值 相同 ， 昌 然 奇 异 值 按 递减 顺 序 排列 是 方便 的 ， 亿 
这 并 不 是 奇异 值 分 解 中 的 一 般 规定 ; 它 只 是 由 奈 叭 -确定 的 一 组 奇异 值 . 

应 该 指出 ， 奇 异 值 分 解 是 正规 矩阵 的 酉 对 角 化 到 任意 年 阵 的 自然 推广 ， 由 于 这 个 理由 ， 党 
常 有 这 种 情形 ， 关 于 正规 矩阵 的 特征 值 的 一 些 结果 可 以 推广 成 关于 一 般 矩 阵 的 奇异 值 的 一 些 
结论 ， 

练习 设 rEC" 是 给 定 的 非 零 向 晤 ，H As 了 zEM, 证明, 4 的 奇异 值 分 解 是 4= r 一 
YE 多 ， 其 中 W=[1JEM,, E=[1 zz 二， 0 0]?EM,, 而 V=[wy，…,， weE 有 
一 2 且 如 ，…， 轩 是 与 z 正 交 的 任意 * 一 1 个 单位 正 交 向 量 ， 

如 果 4E M,， 则 奇异 什 分 解 中 的 三 个 因子 VY ,和 W 都 是 naXa 惩 阵 ， 如 时 4=PU 是 由 
的 极 分 解 ， 又 如 果 P=VAV 是 了 的 西 对 角 化 ， 其 中 的 (一 定 非 负 ) 诸 特征 值 按 递减 堪 序 排 
列 ， 则 A 二 PU=VAV*U=VYCAYCV* 一 VaAW' 昆 A 的 奇异 值 分 解 ， 其 中 VYV=V ,5 一 A， 
且 钙 = 局 Y， 注意 到 44 二 VEW' WBEV' 一 VZV" ， 因而 V 的 诸 列 是 Hermite 矩阵 AA' 的 相 
应 于 特征 值 相 ，…， 雹 的 特征 向 量 ， 另外， 由 册 一 夯 3V YEW* = 二 WS: 开 * ， 因 而 W 的 诸 列 是 
4 和 4 的 特征 向 量 . 

练习 如 果 A4EM, 是 非 奇 异 抵 阵 ， 证 明 下 述 步 骤 给 出 奇异 值 分 解 A 二 V3W* ， 

(a) 作出 正定 Hermite 矩阵 44' ， 然 后 通过 求 4A' 的 各 ( 正 ) 特 征 值 人 ,) 以 及 相应 的 正规 化 
特征 向 量 组 & 算出 西 对 角 化 AA* 一 TAI ， 

《b) 令 3=A ?和 Y=U= [wg, 1 

(0) 令 W=ArVE 1. 

证 明 允 是 西 矩阵 下凡 一 VS 克 ， 提 示 ， 计 算 殉 " 全 ， 

练习 设 AE€ MM 是 给 定 的 (不 一 定 非 奇异 ) 和 矩阵 ,证明 下 述 步 骤 给 出 奇异 信和 分 解 A 
=VEW"*. 

(a) 存在 某 个 c=c(A)>0， 使 得 对 所 有 正 e<c<，A 二 和 十 e] 是 非 奇 异 矩 阵 ， 设 0<e<e 
by 利用 上 一 个 练习 中 的 方法 作 奇 异 值 分 解 A 二 VS, W.， 
(ce) 利用 选择 原理 (2. 1. 8) 朋 设 e-*0， 通 过 值 s 的 序列 使 得 

各 VY 和 吉 W 一 到 


都 存在 . 


9 
eT 


L416 


可 
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《qd) 证 明 A=V2W 其 中 lim&、 

这 个 可 以 用 来 证 明 一 般 的 奇异 秆 分 解 (7. 3.5) 的 证 法 保证 存在 -个 奇异 值 分 解 ， 但 是 ， 当 
和 a 不 是 满 秩 的 时 候 ， 它 一 般 没 有 给 出 计算 奇异 值 分 解 中 的 各 个 团子 的 构造 性 方法 ， 

练习 ”假定 AEIM, 是 非 奇 异 算 阵 ， 朋 A=PU，A 一 WQ 是 A 的 左 和 右 极 分 解 ， 其 中 P， 
QE M, 是 正定 矩阵 ，U。 WE M, 是 西 短 阵 ， 证 明 框 有 了 口 一 WW 亿 是 ，P=Q 当 生 仪 当 A 是 正 
规 算 阵 ， 如 困 入 是 奇 纯 和 矩阵， 让 明 存 看 六 的 左 和 有 的 极 分 解 使 局 关 久 ,提示 如 果 有 A= 
VEW' 基 及 的 村 上 民 值 分 解 ， 则 VW 或 W 都 不 是 唯一 确定 的 , 但 是 ,A 二 (VW' ) (WE3W'})= 
CVEV DCVW  ) 及 用 (7. 3.3) 的 唯一 性 部 分 ， 考 察 4=0， 赔 明 ， 如 果 筷 是 奇异 矩阵 ， 则 和 4 
的 随 个 极 分 解 中 的 西 内 上 不 一 定 相同 . 

如 果 4E 财 , 是 正规 矩阵 . 且 A 二 VEW' 是 奇异 值 分 解 ， 则 44 一 AA， 因 而 4A4 和 AAA 
有 相隔 的 特征 揣 量 ， 亿 是， 由 些 不 能 推出 ， 在 和 的 奇异 秆 分解 中 有 = 克 ， 因 为 了 一 你 时， 
和 A 二 VZV ”就 一 定 是 (其 至 是 半 正 定 )IIermite 第 阵 ， 如 果 A=UAU" 居 A& 的 西 对 角 化 ， 日 4 一 
diag( 4.)， 则 每 个 入 二 | 入 | 民 对 某 个 及 ER 成立: 如果 4 二 0， 选 外 二 0， 如 果 令 D=diag 
too en) | A| Ediagt la | | 则 A |AID, HA-UAL =U|A| DU = 
(UD( | A CD)' 三 VEW' 是 六 的 奇异 值 分 解 ， 其 中 ,， VU, 2= |4|, 且 W=UBD. 

圭 此 ， 正 规 知 阵 的 奇异 俏 正 好 是 其 特征 值 的 编 对 值 ,，V 的 各 列 是 A 的 特征 向 量 ， 你 的 各 
列 视 为 与 Y 的 各 烈 相同 ， 只 是 每 一 列 都 科 以 一 个 由 相应 的 特征 值 确 定 的 绝对 第 为 ] 的 复 纯 量 . 
如 果 4 是 Hermite 第 阵 ， 山 所 有 特征 值 都 是 实 的 ，D==B 日 DD=diag(sgn()，…，sgn(,)). 
其 中 令 sgn(0) 二 1]， 如 果 刀 是 正定 Hermite 矩阵 , 则 D=J, V=W=U, 和 且 A=5 

Schur 三 角 化 定理 (2. 3. 1) 的 一 个 有 效应 用 是 . 证 明了 每 个 复方 阵 是 具有 互 蛋 特征 值 的 拭 
阵 的 极限 ， 奇 异 什 分 解 可 以 用 来 证 明 每 个 复 和 矩阵 ( 方 阵 战 非 方 阵 } 是 具有 互 异 奇异 午 的 拓 阵 的 要 
上限 ， 这 可 能 是 有 用 的 ， 因 为 在 奇异 值 互 不 相同 的 情形 ， 奇 异 值 分 解 具有 不 完全 的 唯一 性 ， 


7.3.6 推论 如 果 4EM 是 给 定 的 殉 阵 ， 又 ‖ | 是 NM , 上 的 给 定 的 范 数 ， 则 对 每 个 s>> 
存在 其 有 互 异 奇异 值 的 4.E M,, 使 得 上 A- A <. 
证 明 ; 假定 六 由 设 A 二 VE 下 是 A 的 奇异 值 分 解 ， 丸 设 
Es = Ldiaglo + ,gs + 26.00, 0, | md)!'0] 

其 中 0E& M。 。 如 果 生 的 所 有 梦 异 香 都 相等 ， 则 对 所有 8>0， 忆 将 有 互 不 相同 的 对 角 元 . 
不 然 的 活 ， 如 果 选 取 亲 >0 使 得 m8 小 十 各 个 不 同 舍 异 盘 间 的 最 小 的 着 ， 则 5; 就 有 互 不 相同 的 
对 角 元 .在 这 丙种 情形 ， 当 8 0 时 ， 马 一 了 如 扩 令 由 三 VE 多 ， 因 为 Frobenius 范 数 是 再 
不 变 的 ， 所 以 当 r0 时 ，| 4 一 4 一 上 3 一 豆角 一 0 但 是 ，M 上 的 所 有 范 数 都 是 等 价 
的 ， 和 了 证 明 ， 如 果 mm， 证 明基 类似 的 ， 口 

一 个 简单 的 变换 使 我 们 能 把 Hermite 矩阵 的 关于 特征 值 的 结果 转变 成 任意 矩 陈 的 关于 奇 
本 


7.3.7 定理 设 AE 届 9 一 mmigl 产 ，7] ， 并 旦 定义 训 和 AM 为 


~ 0 六 
闪 三 | | {7.3.7a) 
A 0 
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设 g， gy，"…， gs 是 非 负 实数 ， 则 4 的 奇 芋 值 毗 mi ，as ，*…，6,， 当 且 仅 当 训 的 zm 十 nr 个 特征 
秒 是 g,，gs，…， dar Gl 一 go， 一 Go。 和 Im 一 x | 个 0, 
证 明 ; 假定 mr 宇 nx， 且 设 和 A 二 VEW' 是 态 的 奇异 区 分 解 ，i! 
2 一 站 Ms 0 € MM nt 
D0 


其 中 S=diagtel， Gs，…，#.)， 并 且 把 西 二 于 VE M, 写 成 V=[V ,4Vi], 其 中 VEM,，,, WE 
Mw ， 可 果 令 VY 二 YA 和 仿 二 Wjy2， 则 矩阵 


YY -VV 
0 


WW 序 
是 西 夭 阵 ， 昌 经 自 接 计 算 可 以 验证 


了 
| 


iS 0 号 1 
5 ~s olv.. 
Oo 0 0 
其 中 对 角 零 块 是 Gx 一 加 ) 居 (m 一 0) 短 阵 ， 若 果 mn， 证明 是 类 似 的 . 中 


练习 设 AEM,., 是 给 定 的 矩阵 证明 A 、47 和 从 的 奇异 值 与 4 的 相同 ， 如果 UEM, 
和 VE HM, 是 西 人 第 阵 ， 证 明 UAV 的 奇异 值 与 4 的 相 辣 ， 如 果 cEC， 证明 cA 的 奇异 值 是 A 的 奇 
异 值 的 | e | 倍 ， 

作为 定理 (7. 3.7) 的 -个 直接 应 用 、 我 们 有 关 任 总 乞 阵 的 奇异 值 的 一 些 扰动 结果 ， 这 些 结 
果 是 从 Hermite 乞 阵 的 相应 结果 得 来 的 ， 它 们 说 明 每 个 矩阵 关于 坷 蜡 值 的 计算 是 优 态 的 ， 可 以 
把 它们 同 (6. 3. 2)、(6, 3,4) 以 及 其 小 关于 条 和 件数 的 计 论 作 一 比较， 关于 如 何 把 这 些 针 朵 推广 到 
任意 西 不 变 范 数 ， 可 参看 (7. 4. 51). 
7.3.8 推论 设 A，BEM,,，, EB 一 A， 设 gy 一 min{m， nn}， 如 内 0 宇 员 之 之 0, 是 六 的 
膏 异 值 ， 昌 mm 之 马 实 分 之 r 是 8 的 奇异 什 则 

(a) jo 一 zc | 所 上 El 对 所 有 i 二 1]，2、 ,gy 成 闻 ; 


(b) [Be ep] El 
r= 


证 明 : 这 两 个 结 昌 类 似 于 Wey] 不 等 式 [(4. 3.1); 也 可 参看 (6. 3.5) 前 面 的 练习 ] 以 及 关于 
Hermire 矩阵 的 Hoffmam-Wielandt 定理 46. 3.8)， 它 们 可 从 所 述 结 果 及 (7.3.7) 直 接 得 出 ， 口 

练习 给 出 (7.3,8) 的 详细 证 时 ， 关 下 (人 a) 珊 5.6? 节 习 题 36. 

奇异 值 也 有 交错 性 质 ， 它 是 由 Hermite 矩阵 的 特征 值 交错 性 质 得 来 的 . 
7,3.9 定理 设 AE1。 ,是 给 定 的 征 阵 ， 又 设 咎 基 划 去 4 的 任意 一 列 后 得 到 的 盾 阵 ， 设 10,; 表 
石生 的 奇异 值 ，(2 ;表示 A 的 奇异 值 ， 且 都 按 递减 顺序 排列 ， 

(a) 如 果 严守 mp， 刚 


(by 如 果 x- 过 nx， 则 


I 


I 
[S 
S 
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如 果 划 去 和 的-- 行 ， 而 不 是 -- 列 ， 则 相应 的 不 等 式 币 通过 交换 ca} 和 tb) 中 的 wr 和 n 来 得 到 , 
证 明 : A 的 奇异 值 的 平方 是 Hermiter 矩阵 AAE M, 的 特征 值 ， 别 六 的 奇异 值 的 平方 是 

和 EM 的 特征 值 ， 如 果 划 去 和 的 一 列 ，4 :和 是 4 的 主子 矩阵 ， 交 错 不 等 式 组 可 从 包含 

原理 (1.3.15) 直 接 得 出 ， 如果 划 去 A 的 一 行 调 不 居 - 列 ， 则 相应 地 考虑 44 和 4 . 口 
作为 iTermite 建 阵 的 特征 值 性 质 与 奇异 值 性 质问 的 最 后 一 个 类 似 ， 有 与 CourantFischer 

定理 (4. 2. 11) 类似 的 定理 ， 

7.3,10 定理 设 AEMs 9g=tmintm: #}， 设 gi 这 0; 实 … 实 a, 是 A 的 有 序 奇异 值 ， 义 设 记 是 

适合 1s-kssg 的 某 个 整数 ， 则 


, Ar 
nur ax | ks 
ry er tt | 2 | 
a 
| 
， 上 Ar 由 
MAX nun oO 
1 wi A ri | | j|: 


下 


证 明 : 这 两 个 公式 可 直接 从 (4. 2. 12) 和 (4 2. 13) 排 出 ， 因 为 xi 是 A'h 的 特征 值 ， 如 果 
是 Hermite 和 矩阵 44 的 有 序 特征 值 ， 则 citA)== 和 -41 CA)Y， 而 (4.2. 12) 说 明 


dA} = hd A min max A 
Wm EEC 也 
一 min max | | ar 上 
EC rE | | 
ri 1 
用 同样 的 方法 可 以 让 明 第 二 个 价 等 式 . 站 


习题 

1. 设 PE M, 昆 半 正 定 短 阵 ,证明 己 可 以 写成 忆 : 的 多 项 式 ， 因 此 ， 如 果 某 个 矩阵 U 与 Ps 
可 变换 ， 则 它 一 定 也 与 了 可 交换 ， 用 这 个 事实 和 证明， 如 果 AE M, 是 正规 顷 阵 ， 则 它 的 极 因子 
PP 和 可 交换 , 

2. 证 明 , 什 意 AE M, 可 写成 A4= Pet, 共 中 PP，HE HM,， PP 是 半 正 定 结 阵 , 而 瑞 是 
Hermite 拖 阵 ， 证 明 后 可 以 取 为 正定 和 矩阵， 中 和 号 可 由 4 确定 到 什么 程度 ? 提示: 如 果 LE 
M, 是 西 年 阵 ， 且 LT 一 VY4VY 是 世 的 本 对 角 化 ， 则 4= 扣 .其 中 号 是 具有 实 主 对 角 元 的 对 角 矩 
阵 ，e"5 是 什么 ? 

3. 证 明 ，AE MM, 有 零 奇 异 值 ， 当 且 仅 当 它 有 零 特 征 值 . 

4 设 AE Mi, 且 gq 二 minfm，n}. 证 明 A 的 最 大 奇异 值 等 于 A 的 谱 范 数 . 证 明 及 的 
Frobenius 范 数 适 合 恒等式 


14 (Ye 六 


证 明和 14 和 受 Vol， 并 县 确定 使 等 式 成 立 的 条 件 .， 证 明 对 所 有 4E M, 有 
| 此 起 | Al: vr |A lB. {2.3.11) 
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旬 碟 1 和 |[， |， 说 明 1 A 1 可 以 达到 这 两 个 办 

5 如果 mintm， H}， 且 在 六 的 奇异 值 分 和 解 (7. 3.5) 由 ，ws 是 VW 的 第 让 刘 ， ww 是 玉 的 

第 上 列 、 证 明 
Au—aow 和 As = mu 
其 中 心 是 上 的 第 有 个 奇异 值 ， 特别 是 ， 内 A 一 6 

6, 如 果 给 出 一 个 大 矩阵 4&， 如 和 何 用 数值 产 法 去 计算 A 的 秩 呢 ? 注意 到 A 的 秩 等 十 A 的 非 
零 奇 异 值 的 个 数 ， 于 是 ,一 种 从 数 值 上 计算 4 的 秘 的 片 法 是 . 求 硒 异 值 分 解 ， 然 后 取 A 的 秩 
为 大 于 某 个 限定 值 的 奇异 值 的 个 数 ， 如 果 A 的 最 小 非 零 奇 异 值 与 最 大 非 零 柯 异 值 之 比 不 接近 
十 0， 你 为 什么 可 以 指望 用 数值 方法 确定 A 的 秩 会 亚 容 易 和 更 精 依 ? 

?. 没 AEBM,s 有 奇异 值 分 解 和 A 二 VEW'， 日 定义 A 一 WZE'Y* ， 其中,， 5" 基 太 的 转 泗 ,日 
瑟 中 几 的 各 正 奇 异 值 用 它们 的 倒数 来 代替 ， 证 明 ， 

(a) AA' 和 44 中 Hermite 和 矩阵 ; 

(hy AA'A=A; 

(ce) ATAA'—A'. 

证 明 ， 如 果 由 是 非 奇 蜡 方 阵 ， 则 44=4 1 本 阵 由 称 为 各 有 的 Moorec-Penrose 广义 着 ， 对 于 件 
意 矩 阵 4， 甚 至 于 奇异 方 阵 4 和 非 广 阵 A 人， 它们 都 有 )” 义 道 ， 再 证 明 ， 按 上 述 要 求 (a) 一 (0)， 
入 基 唯 … 确 定 的 . 

8. 线性 方程 组 Ax 一 6 的 最 小 二 来 解 是 存 使 上 六 x 一 让 为 极 小 的 所 有 向 贡 x 当中， 小 
达到 极 小 值 的 向 量 .rz. 证明 x 一 A 是 Az 一 了 的 最 小 二 莱 解 . 

9 证 明 个 二 lim 人 CAA- + 41D， 其 中 人 "是 习题 7 中 所 定义 的 矩阵 . 

10. 不 直接 利用 特征 向 其 和 特征 秆 也 可 以 导出 奇异 值 分 解 (7.3.5)， 回顾 一 下 利用 
Rayleigh-Ritz 原理 对 角 化 一 个 Hermite 第 阵 的 证 明 ， 从 谱 范 数 的 变 分 特征 可 以 直接 构造 出 (去 
和 右 ) 奇 异 站 量 和 和 奇 着 值 ， 考 虑 AE M 及 变 分 特征 Cx#* ) |All :max{ | A rk =1;. 
(a) 设 "2， 艾 设 BEAM 有 特殊 形式 

他 1 TE 
3 [ x | 


其 中 一 B44，wEC" ! 而 XE M,-1， 证 明志 一 0， 提示: 如果 四 0， 考 虑 := ”ja 上 
te 
www) 证明 上 B65 贞 之 jw' ww， 然后 利用 (x** )，( 了 b) 设 AEM, 上 征 g 二 | 六 有 ， 然 后 利用 (xx ) 
证 朋 ， 存在 某 个 单位 向 量 x 使 得 | 六 Tl |; =a. 设 w =or ' An. {c) 设 W,, VE M, 居 西 系 阵 ， 
它们 的 第 1 列 分别 是 x， 和 和 wt， 证 明 VY AA 印 ! 有 谱 范 数 a 号 有 (na) 中 的 矩阵 形式 .市 此 得 由 


| 0 
am ‘| (d) 通 过 引入 非 灶 角 堆 元 组 成 的 列 和 行 具 缩 4， 用 公式 表示 这 个 归纳 过 条， 


左 冬 和布 乘 相应 的 西 敌 阵 便 可 得 到 A 的 奇异 值 分 解 、(c) 如 果 AE M, ,不 是 方 阵 ， 情况 浆 如 何 ? 
11, 设 A=VZEW' 是 矩阵 AEM,.; 的 奇异 值 分 解 ， 假定 入 有 秩 和 ， 匡 设 4=minfm，n}， 证 
明 W 的 最 后 天 列 构成 4 的 零 空间 的 标准 正 交大 ,而 VY 的 前 列 构成 4 的 值 域 的 标准 正 


zi 


变 基 . 
12, 设 AEM， BEM,,， 让 明和 A 和 BB 的 零 空间 的 交 的 标准 正 交 基 由 钱 的 后 芳 下 列 ( 有 


和 
多 少 引 给 出 ， 其 中 VSW' 是 分 鼎 征 阵 | ，| M 。w ,的 尊 异 值 分 解 提示 : 对 xEC"， 什 么 时 候 


[k= 你 如 何 求 列 数 相 了 同 的 在 个 矩阵 六 ，4:，…，A4 的 各 个 零 空 间 的 交 的 标准 下 交 基 ， 


13. 证 明 极 分 解 (7. 3. 2) 与 奇异 值 分 解 在 容易 相互 导出 的 意义 下 是 等 价 的 提示: 把 谱 定 
理应 用 于 P. 

14. 设 AE IM,， 证 明 ，A 可 对 角 化 ， 当 且 仅 当 存 在 正定 Hermite 矩阵 了 使 得 P-1AP 是 正 
规矩 阵 ， 提 示 : 如 果 A 一 SAS 1， 应 用 极 分 解 (7. 3. 3) 于 3， 

15. 试用 言 异 值 分 解 (7., 3. 5) (特别 是 关于 分 解 的 唯一 性 的 论述 ) 以 及 推论 (7. 3.6) 证 明 、 
Takagi 表示 (+.4.4} 对 复 对 称 朱 阵 成 立 ， 提 示 ; 若 4 一 ArE MM 有 各 不 相同 的 奇异 值 且 A = 
VEW' ， 则 有 A=A7 一 WEVW， 另 -方面 ， 存在 -个 对 胡 西 逢 阵 DD 二 diag(e” ，…，e%%) 梧 得 评 
VD, 故 A=VEW' =VE(VD)' =VEDVT 一 VD! ?YBCVD) 二 USUT， 对 于 一 般 情 形 ， 把 
(7. 3. 6) 和 选择 原理 (2, 1.8) 用 于 扰动 ， 然 后 肥 极 限 ， 

16. 设 由， 了 区 AH， g=min{m, n}, 设 A 的 有 新奇 异 值 是 ri CA) 守 … 之 sg (A) 宇 0。， 类 机 
好, 设 是 和 太 十 B 也 有 有 序 毒 异 值 ， 设 4. 证， 外 十 BE M,, 是 如 (7. 3. 7a) 中 定义 的 JTermite 
知 阵 ， 证 朋 ， 对 一 1，2，…， 有 al 一 As 4.1( 有 有 A); 且 对 良和 (A 18) 也 有 类 似 的 结果 
注意 ， 渚 奇异 值 基 按 递减 身 序 排 询 的 ， 而 Hermite 抱 阵 A 的 诸 特 征 值 是 按 化 增 怖 序 排列 的 ， 
试用 这 个 等 式 和 Weyl 定 更 (4, 3.?) 证 虽 

GT 和 十 且 之 5 十 os 祥和 ij 所 g 二 1. 
特别 地 ，om (4 十 Bso (4A) 十 ofB)，( 为 什么 这 是 意料 之 中 的 9) 且 (ATBISminlz (A) Fo (8B)， 
elf AAA 十 oo( 且 ) 


1 0 0 0 
1 考察 Ar | |] 和 p-| 。 | 证 明 不 等 式 n (4 十 B)<a CA) 二 wm(CB) 不 是 对 所 有 ;一 


1，2 者 成立 ， 上 其 中 io,( 4) 和 1o,(B); 分 别 是 A 入 的 奇异 值 ， 且 部 按 递 降 旷 序 排列 

18. 设 和 A，BE MM 是 给 定 的 ，g 二 minimw，#}， 设 委 的 有 序 亲 异 值 是 so (A) 守 和 … 宇 o, (A) 
宇 0,， 上 且 昌 和 AB'E€ 记 ,的 奇异 值 也 有 类 似 的 递减 顺 座 ， 放 明 

oAB DEG lig i+j 亿 gq 二 1. 

这 些 不 等 式 可 以 媳 作 类 似 十 习题 16 中 的 加 法 不 等 式 的 乘法 不 等 式 ， 当 w=# 时 ,它们 也 可 以 
看 作 谱 范 数 的 次 乘 性 质 的 推广 ， 为 什么 ? 提示 : 设 AB' 一 WQ 是 4B' 的 左 极 分 解 ， 其 中 ,到 
EM。 基 丙 矩阵，QE M 是 半 正 定年 阵 ， 对 任 一 个 <EC" ， 有 (rr 一 人 WAB* .x)= 
OA WO CB OFTE) A WrElB rE LW A (Wr) BB 0, 设 w, 
基 AA' 的 标准 正 交 特征 向 量 ， 它 们 对 应 十 44' 的 ;一 1 个 最 大 特征 值 @(A)，-…， wr_, (A)， 设 
2 9- 是 了 8 的 标准 正 交 特征 向 量 ， 它 们 对 应 十 3587 的 盖 1 个 最 大 特征 值 2(B)，……， 
gt 1 有 及 设 x 二 全 x， TW’ zy ri W’ ze,., TN FH 


上 
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1， 营 对 此 ==1，2， 十 J- 2， 都 正 交 于 吉 ， 则 (Wa? A (Wr (zx 上书 和 和 x" BB 
eg(BI 1 zx 性 因此 .在 这 些 限 制 下 ， 我 们 有 人 Qr) 所 of (4A)g(B) x 由， 十 是 引用 
Courant-Fischer 定理 (4. 2. 11) 便 得 出 

oo) AB ) = Ca st AB')’ AB) DY So AA(B). 

19. 明 然 当 为 ，BE MM 上 时，AB 和 BA 的 特征 值 总 是 相同 的 ， 不 过 例 了 | ， ,| 1 
说明，AB 和 BA 的 奇异 值 不 一 定 相同 但 是 可 以 壕 明 AB 和 B.A’ 的 奇异 值 总 是 相同 的 ， 

20, 设 和 是 # 维 随机 向 量 ， 它 的 诸 分 其 有 和 零 平 均值 和 有 限 方 差 ， 设 工 二 Cov(X) 一 
ECXX" )[ 见 (4 5,3 站 ， 仍 定 习 是 非 末 异 的 ， 设 P= 3 ，HH A ，BE M, 是 给 人 定 的 ， 随 机 问 量 
A 下 和 BX 有 相同 的 (去 ?平均 值 向 量 ， 但 没有 理由 指望 它们 有 相同 的 协 方 差 矩 阵 ， 广 明 ， 
Cov(AX) 二 Cov(BX) 当 且 仅 当 有 ==B(PUP !) 对 某 个 西 和 矩阵 上 EM 成立， 提示 ; 若 AZA' 二 
BZB'， 则 (4P)(AP) =(BP)CBP)* ， 如 果 民 WW 是 BP 的 一 个 极 分 解 ， 证 明 ， 对 某 个 本 矩阵 
WVEM,， RV 是 AP 的 一 个 航 分 解 只 是 什么 ”由 此 得 出 A 一 B(PW* VP 1) = 
BCPUP ).U 可 以 确定 到 什么 程度 ? 若 3==1 久 如 何 ?” 车 及 一 了 区 如 何 ? 

21. 考虑 出 


0 1 0 
A=|: ， ED 

0 “ 1 

& 0 0 


给 出 的 佐 阵 A,€ M,， 证 明 4. 的 特征 多 项 式 是 1" 一， 提示 : 用 沿 其 第 1 列 的 Laplace 代数 余子 
式 展开 计算 det(d 一 4s)， 让 明 A 的 各 特 引 值 是 愉 的 x 个 选择 证 明太, 的 各 奇异 值 是 1(n 一 1 
捍 ) 机 se， 现 在 设 w 二 10，e 一 10“， 注 意 到 扰动 A, 一 A4. 引起 ,的 各 特征 值 一 个 0.1 扰动 但 
只 引起 A 的 在 一 奇 鱼 值 一 个 10“" 的 扰动 ，A. 的 谱 条 件数 是 什么 ”这 是 闫 村 定理 (7. 3.7) 下 面 
的 论断 的 一 个 例子 ， 访 论断 是 说 ， 每 个 矩阵 关 十 奇异 值 的 计算 是 良 态 的 ， 而 一 个 给 定 矩 阵 关于 
特征 值 的 计算 可 能 是 病态 的 ， 

22, 设 A 二 [ay 1E 对, 是 给 定 的 证明， 车 4 有 "小 " 行 或 列 ， 则 太一 定 有 "小 ”奇异 值 ， 涪 
得 更 明确 些 ， 设 各 三 [mm 产生 六 下， 机 nnEC',， 且 wi 是 A 的 第 i 行 . 用 递增 版 序 排列 各 行 的 
Euclid 范 数 1 x, :i=1， ， 并 日 用 民 R 志 RR: 志气 RR, 家 示 所 得 到 的 有 序 值 ， 让 明 


和 


2 DR Ro le, ns 


一 个 类 似 的 上 徐 可 用 询 范 数 表 示 ， 注意 诸 奇 异 值 是 取 顺 认 Gd 1 守 "" 读 gj。 提示 : 平方 奇异 
值 是 Hermite 短 阵 A 的 特征 值 . 4 如 的 各 主 对 角 元 是 什么 ?用 优化 和 定理 (4. 3.26)， 关 于 
列 和 不 等 式 考 虑 A， 与 (4.3) 节 习题 19 比较 ， 

23. 有- -个 与 奇 腊 值 分 鲜 娄 人 的 自然 分 解 ， 其 中 的 本 因子 用 复 正 交 因 子 来 代替 但是， 与 
奇异 值 分 解 不 同 的 是 ， 这 个 分 解 不 是 总 能 实现 的 ;从 C2,3) 节 习题 ?可 以 想到 ， 类 似 子 Schur 
西 上 三 角 分 解 的 正 交 分 解 也 不 基 总 能 实现 的 。 如果 43€ Mi, 可 以 写 咸 A 二 PAQ’ 的 形式 ， 其 中 
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PEM,, 和 QEM, 是 复 正 交 和 矩阵 ， 调 不 = [EM 是 在 :和夫 时 有 4; 一 0 的 意义 下 的 "对 角 ” 姑 
阵 ， 证 明 447E NM。 是 可 对 角 化 的 且 rank 4 一 rank AAT.， 这 两 个 条 件 也 是 以 确保 所 述 分 解 A 
二 PAQ" 的 存在 性 .如果 A 是 实 和 矩阵 ， 这 指 的 是 什么 ? 给 出 一 个 AEM, 的 情 子 ， 说 明 它 不 能 
写成 站 二 PAQT'， 其 中 号 ，QE M 是 复 正 交 矩阵， 而 AE MM 是 对 名 第 阵 . 

24. 说 明 奇 异 值 分 解 为 什么 可 以 看 作 正 规矩 阵 的 谱 定 埋 的 推广 . 

25. 关于 正规 矩阵 变换 族 同 时 酉 对 六 化 的 定理 (2.5.5) 对 证 奇异 值 分 解 上 月 一 个 类 似 的 结 
设 习 二 1 i 和 CM,， 假定 存在 西 洽 阵 VEM, 和 镀 EM, 使 得 每 个 AW 是 在 习题 23 的 
意义 下 ( 芭 在 ;学 ) 时 其 i，j 无 为 0) 的 “对 角 ” 和 矩阵 ， 证 明 ，(a} 每 个 A*A;E€ MM 是 正规 拭 阵 ， 且 
c!144 了， j 蕊 骨 CCM,, 是 一 个 交换 族 ，(b)AA' A 一 六 A; 太 ,对 每 个 i?，j, 上 EI 成 立 ， 这 
每 一 个 必要 条 件 也 是 族 了 有 奇异 值 分 解 形式 的 同时 分 解 的 充分 条 件 . 

26， 求 两 信 给 定 第 阵 4，BE M。 的 奇异 值 分 解 形式 的 同时 分 解 是 前 一 个 习题 的 一 个 有 意 
思 的 特殊 情形 。 证明， 存在 西 算 了 泗 VEM,,，WE M, 使 得 4 一 VS 全 和 B=VAWW' (其 中 2, A 
EM 是 “对 角 " 和 矩阵 ) 当 日 仅 当 AB* 和 日 A 部 是 正规 矩阵 ， 提 示 ; 为 了 证 明 该 条 件 是 充分 的 ， 
可 证 明 只 要 考虑 4 一 全 是 非 负 矩阵 又 是 “对 角 ? 拖 阵 的 情形 ， 若 把 屏 的 相同 对 角 苑 排 在 …- 块 ， 证 
明 ， 若 3B' 和 B'> 是 正规 关 阵 ， 则 B 是 一 个 分 块 对 第 和 矩阵， 其 中 可 能 除了 一 个 子 上 炭 以 外 ( 若 
在 是 奇异 矩阵 ) 所 有 了 于 块 静 是 正规 窍 阵 ， 对 每 一 个 子 块 ， 或 者 用 关 十 正规 算 阵 的 谱 定 埋 或 者 用 
奇异 值 分 解 便 可 得 到 结 沦 . 

27， 如 果 我 们 希望 有 本 甜 阵 YE NM 和 仇 E M, 使 得 族 多 = 二 14, :iE CM 中 的 每 一 个 成 
员 都 可 以 写成 A, 二 YE,W”， 其 中 每 个 5, 都 是 "对 角 " 托 阵 ， 证 明 ， 对 每 个 jiE MAA’; EM, 
和 和 44,E 凤 ,者 是 正规 矩阵 的 条 件 是 必要 的 ， 但 是 当 该 族 有 三 个 或 更 多 的 矩阵 时 ， 它 不 是 充分 


的 ， 提示: 考虑 
Pd 


当 该 族 的 矩阵 多 于 两 个 时 ， 说 明 关于 两 个 矩阵 情形 的 证 明 中 的 哪个 部 分 行 不 通 . 

进一步 六 读 与 注 节 ”Sylvester 于 1889 年 汪 明 了 关于 实 方 阵 的 奇异 值 分 解 ， 关 于 一 般 的 普 
xn 复 什 阵 的 奇异 值 分 解 的 最 早 证 明 似 平 是 在 下 文中 ; CEckart and G，Young，“” 闪 
Erincipal Axis Transformation for Non-Hermitian Matrices,” Bull. Amer, Maih, Soc, 45 
(1939)，118-121。，Eckart 和 Young 的 文章 也 包含 了 如 下 结果 : 两 个 矩阵 4A，BE M., 有 奇异 
值 分 解 形式 的 同时 分 解 (其 中 的 相应 “对 角 ” 册 子 都 是 实 和 矩阵 ) 当 月 仅 当 AB* 和 有: A 都 是 
Hermite 矩阵 ， 关 于 窜 阵 族 有 冶 状 值 分 解 形式 的 同时 分 解 的 诸多 结果 的 一 个 综述 以 及 更 多 的 参 
考 资 料 可 参看 P M. Gibson,，*Simultaneous Diagonalization of Rectangular Complex 
Matrices, "Linear Algebra Appl. 01974), 45.53. 


7.4 奇异 值 分 解 的 例子 和 应 用 


极 分 解 和 奇异 值 分 解 有 许多 应 用 。 一 些 应 用 在 习题 中 给 出 ， 而 一 些 应 用 在 下 述 例 子 中 
讨论 ， 
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7.4.1 例 如 果 和 4E 对 ,是 给 定 的 可 遵 矩 阵 。 则 (关于 任 一 范 数 ) 与 A 充分 接近 的 所 有 和 矩阵 也 是 
可 逆 的 。 在 某 些 统计 模型 癌 题 中 ， 需 要 求 一 个 让 最 小 二 冬 意 义 下 与 4A" 最 接近 的 奇异 矩阵 ”; 也 
就 是 希望 求 矩 阵 有 使 得 4A 士 召 是 奇 措 矩阵 ， 而 站 且 |, 越 小 越 好 . 

设 | ,是 任 一 条 阵 范 数 ， 考 虚 4 上 有 B= 4(TTA-IB)， 根 定 它 是 奇异 矩阵 ， 假 如 | A :8B1< 
1， 由 (5.6.16) 可 知 ，[4 8， 册 而 4 十 号 是 可 遵 的 ， 于 是 11A :8 恬 | A 下 | 好， 因此， 
如 果 4 二 卫 是 奇异 矩阵 而 4 是 可 赣 和 矩阵 ， 我 们 就 -- 定 有 | 了 | 衬 1 几 和 :下 如 果 选 | 为 谱 落 数 ， 
艾 如 果 4 一 VS 妈 是 4 的 奇异 值 分 解 ， 则 14 小 =|WS YY 业 二 人 业 =1e， 其 中 必 是 有 
的 最 小 奇异 值 ， 于 是 ， 使 得 4 十 日 是 奇异 矩阵 的 任何 号 必须 适合 | 3 儿 兰 e(4)， 但是， 如 果 选 
拌 BB 为 凑 阵 BB 二 VEW* ， 其 中 E=diagt0,，0;…,， 0， 一 56,)， 则 BB 尼 == 上 EE 尼 = = ED; = 
1 B1:，HH 有 十 昌 就 是 奇异 矩阵 (有 秩 mn 1). 

更 一 般 地 ， 如 果 关 于 Frobenius 范 数 需要 求 -个 与 某 个 奇异 或 卡 奇异 矩阵 4" 最 接近 的 秩 夫 
年 阵 ”， 可 以 这 样 选择 4 十 日 ， 其 中 B= 二 VEW' 如 前 ， 但 是 EF= diagt0, …， 0, 一 gl: …， 
一 56.). 关于 这 个 结果 从 Frobenius 范 数 到 所 有 西 不 变 范 数 的 推广 ， 可 参看 本 节 末 习题 1 的 有 关 
让 明 以 帮 例 (7. 4. 52). 

上 二 1 的 情形 经 常 出 现在 一 些 应 用 向， 这 是 值得 特别 提出 来 的 ， 用 秩 1 矩阵 和 EM, 对 某 个 
矩阵 4 一 VE 家 EM 的 最 住 最 小 二 乘 通 近 晨 六 = A 十 B=V(34 EW' 二 Vdiag(g， 0,， +，0) 
W" 一 owwe" ， 其 中 ,a 且 A 的 最 大 奇异 值 ， 而 wv 和 ww 分 别 是 A 的 奇 措 值 分 解 中 的 本 矩阵 Y 
入 的 第 1 列 ， 关 于 多 和 w 的 一 个 有 用 的 论断 是 ，v 和 ww 是 -- 对 Hermite 特征 值 … 特征 向 量 
问题 


A vav A Aw = aiw 
的 单位 向 量 解 ， 其 中 oj 是 半 正 定 拥 阵 44( 和 AA ) 的 最 大 特征 值 ， 这 个 论断 当然 不 唯一 确定 
和 w; 一 个 困难 是 相应 于 的 特征 空间 不 一 定 基 一 维 的 ， 但 有 是， 如果 有 是 AA( 央 而 是 AA- ) 
的 单 特征 人 入， 则 向 量 和 ww 可 确定 到 相差 模 为 1 的 纯 量 因子 ， 轩 此 ，v 和 zw 一 定 是 奇异 值 分 解 
站 二 VEW' 中西 答 阵 V 和 W 的 相应 第 1 列 的 纯 基 售 .， 在 这 个 意义 下 ， 甘 于 单位 特征 向 量 w 和 也 
的 确定 选择 ，A 的 最 佳 秩 1 逼近 必定 是 形式 ew*gj wrw' ， 其 中 GE R 是 某 个 实数 ， 我 们 必须 选取 
纯 本 因子 o% 使 担 ‖ 和 一 eco 展 一 ‖ 上 一 26Re[tre ?Ce 十 本 二 导 | 用 为 极 小 ， 
问题 等 价 于 使 Re[ tr e A(Cwno" )* ] 二 Re[e 2 Ai] 为 极 太 ， 介 是 ，4w 一 VE， ww 二 efgiv 对 
某 个 $ER 成 立 [ 见 (7,3) 节 习题 5， 因而 | v* Aw | 一 ao >>0， 因 此， 最 佳 纯 最 因子 是 o8 二 
aol 全 xy， 而 对 各 的 最 佳 秩 ] 逼近 是 
ego = Cy’ Ave) re’, 

这 说 明 ， 如 果 4 4A 的 最 大 特征 值 是 单 的 ， 则 对 4 的 最 佳 秩 1 最 小 二 敢 道 近 可 以 吝 不 费力 地 通 
过 两 个 Hermite 特征 值 问题 的 解构 造 出 来 ， 例 如 ， 使 AA' 为 正 矩 阵 ， 或 更 一 般 地 为 不 可 约 抵 
阵 的 任 一 非 负 矩阵 AE M, (R} 就 适合 A'A 的 最 大 单 特征 值 的 条 件 [ 见 (8. 4) 节 习题 17)， 


7.4.2 例 在 定理 (5.7.17) 中 已 经 证 明 ，M,， 七 的 向 量 范 数 G(:) 能 使 条 件 
GOADGIAD) OCA BS ol A AL) 
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数 ， 在 这 个 证 明 中 ， 决 定性 的 一 步 是 证 明 ， 如 果 GC ) 满 足 这 个 关于 谱 半 径 的 不 等 式 ， 则 有 某 
个 有 限 常 数 c>0， 使 得 GADAA) GUA, cc| AlA A 灿 ， 而 证 明 它 的 关键 是 乘积 AlAs 
…Ai: 的 奇异 值 分 解 。， 其 细节 在 引 理 (5. ?7.16) 中 ， 


7.4.3 例 假定 想 解 线性 方程 组 Ax= 二 6， 其中，AE MM 和 BEC" 是 已 知 的 ， 人 有 秩 ， 如 果 
和 A 二 YEW" 是 A 的 奇异 值 分 解 ， 则 YS3W r==b， 或 

ZW r= Vb (7. 4. 4) 
如 果 m 汪 上 ， 则 三 的 后 mr 一 大 行 是 0， 国 此 ， 如 果 看 这 种 情形 下 有 解 ， 则 必须 (同时 也 只 须 ) 使 
V' 上 5 的 后 mr 不 个 元 为 零 ， 杆 是 ， 方程 组 在 mw 上 时 有 解 ， 沼 是 代 当 5 与 六 的 后 mm 一 点 个 左 奇 
异 向 量 正 交 。 如果 上 满足 这 个 相 容 条 件 ， 叉 如 果 V 一 [ww | 利 钱 二 [www,]， 则 (7. 4.4) 
说 明 


(W* rr) = [0 ， 
TF] ok J 


因而 向 上 黄 
2 
二 > Ew, 【7.4.5) 
| 了 


是 解 。 因 为 对 所 有 了 Atw 一 VE ww,) 二 0， 所 以 ，A 的 后 # 一 个 右 奇 异 向 址 (如 果 有 的 
话 ? 的 任意 线性 组 合 都 在 A 的 零 空间 中 ， 央 而 对 性 意 c. ，…，crEC， 向 地 
二 Ss ee, + >») Cy, 

都 是 Ar 一 的 解 ; 当然 ， 如 果 及 =， 就 不 会 出 现 这 后 一 个 和 式 ， 央 为 向 量 组 {vw} 是 标准 正 交 
组 ， 所 以 当 所 有 ,一 0 时 ， 就 得 到 有 具有 极 小 i; 范 数 的 解 ， 值 得 指出 的 是 ，4 的 后 如 一 上 个 左 奇 
异 问 量 张 成 44 的 零 空 间 ， 它 与 A 的 零 空间 相同 ， 因 此 ， 要求 5 与 4 的 后 m 一 上 个 奇异 向 量 
止 交 与 要 求 5 与 4' x 二 0 的 每 个 解 正 交 是 - 回 事 ， 

练习 ”如 果 V' 的 后 w 一 k 个 元 不 全 为 零 ， 则 方程 组 Ax 二 5 是 不 相 容 的 ， 央 而 根本 没有 
解 ， 但是， 为 了 某 些 日 的 。 只 需要 有 * 晓 小 一 乘 * 解 就 可 以 了 ,这 个 解 是 使 1 Ax 一 5 | 达到 极 
小 的 ， 上 其 有 极 小 7, 范 数 的 向 明 *.。 证 明 (7.4.5) 给 出 这 样 一 个 最 小 二 乘 解 . 


7.4 和 例 用 本 矩阵 的 纯 量 倍 对 某 个 矩阵 AE M, 的 最 佳 最 小 二 习 逼 近 是 什么 ? 我 们 知道 ，Mi， 
上 的 2 范 数 是 由 内 积 [4，B]=tr AB* 诱导 的 ， 还 知道 ,如果 UU 是 西 第 阵 ， 则 
UR=EU,U]=trUU" = 了 = 
对 任意 cEC 和 任意 西 算 阵 UE MM,， 有 
FEA- UB= [A A DU] = A 2RetcLAUD) + nl el 
当 c 二 LA，UJ/n 时 它 达 到 极 小 ， 央 而 


1 一 必用 > 1AB 1 [AD 
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zfA)= max 1[A,U]|. (7.4.7) 
[有 


囊 刀 融 
就 得 到 一 个 与 数值 半径 r(A) 类 似 的 量 . 对 于 r(A)， 内 和 祖 的 极 大 值 不 是 针对 酉 殉 阵 来 让 的 ， 而 
是 虚 般 所 有 Frohenius 范 数 为 1 的 秩 1Hermite 得 阵 ， 但 基 ， 与 数值 半径 不 同 的 是 ， 师 数 wtA) 
是 M, 上 的 镍 阵 范 数 [ 见 习题 3 和 例 (7. 4. 54) ]. 
要 确定 &A) 的 值 与 欲 并 的 焉 答 阵 并 不 困难 ， 设 和 的 奇异 值 分 解 星 和 4 一 YE 多 ， 则 
二 ) 一 Dax, ELA, | = a | [vew’ ,0 i! 


一 max | tr VEW’'U' |= max [ir SW LV | 
本 总 阵 Fr 所 


= max | [tr ZU | 一 max | Bow | 
EE 西向 隆 


< 1 
< Rl [< 3 
但 是 ， 如 果 及 = PU 是 A 的 极 形 式 ， 则 
[AUJ= PUT =urP= do. 
1 


因此 ， 所 给 出 的 a(A) 的 上 界 是 可 以 太 到 的 ，wCA} 二 gy (4) 1 十 aa) 区 如 果 4=PU 必 各 
的 楼 形式 ,有 旦 mw ，…， a 昨 它 的 奇异 值 ， 则 用 一 个 本 系 阵 的 倍数 对 4 的 最 佳 最 小 二 乘 逼 近 
可 由 


， (ol 十 … 十 oo 
给 出 ， 如 果 给 定夺 恒信 分 解 A 一 VS 殷 " ， 则 UV 久 ， 该 湖 近 的 汝 其 是 
[4-0] = al T1001 = De (Ds), 
只 有 当 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 


(Do) < OH) (Be) 
是 等 式 了 时 误差 直 为 0， 国 此， 只 有 当 A 的 所 有 奇异 值 都 相同 时 ， 各 才 豆 以 用 一 个 本 矩阵 的 依 数 
来 冠 全 通 近 ， 


748 例 假定 A，BE M,, 是 给 定 的 第 阵 ， 而 我 们 想 知 道 ， 基 否 可 以 通过 "旋转 "B 来 得 到 AA; 
即 A=UB 对 某 个 西 矩阵 UE Mi 成 立 吗 ? 更 一 般 地 ， 如 果 考 上 处 已 知 和 矩阵 B 的 所 有 可 能 的 * 旋 
转 "UB， 在 最 小 站 乘 意义 下 ， 可 以 怎样 充分 地 通 近 A? 这 个 问题 看 因子 分 析 中 称 为 求 B 的 一 个 
“强行 (preerustean) 变 换 ? 癌 题 . 

要 做 的 计算 与 上 例 中 的 计算 是 其 似 的 ; 我 们 试图 选择 使 A 一 UB |, 达到 极 小 ， 如 前 ， 
计算 

14…UB 必 = [A- UB,A—UB]= | Al- 2ReL4DB] + Bl. 

于 是 ， 必须 求 使 Re[A，UB]= Re trAB*U' 为 极 大 的 两 矩阵 D， 如 果 AB =VEW" 是 AB 的 
寺 异 值 分 解 ， 则 
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Re tr AB'U’ = Retr VEW’U* = Re tr EW°*U*V 


= ReD a (AB' DR 
1—1 


其 中 了 =1 ] 一 W “UV 基本 和 引 阵 ， 当 所 有 二 1， 即 当 U 一 VW ’* 有 时， 这 个 和 取 极 大 ; VW?* 正 
好 晨 AB' 的 极 分 解 的 西部 分 , 
肉 此， 用 形 如 UUB 的 年 阵 对 4EM 的 最 佳 最 小 二 乘 通 近 由 UB 二 (VW " )8 给 出 , 其 中 8 
Ms， 而 UE M, 蚌 西 咎 阵 ，AB* 一 VE3W' 是 AB' 的 奇异 值 分 解 ， 或 AB* = 二 PCVW'*) 是 
4 的 极 分 解 ; 我 们 并 不 需要 分 别 知 道 Y 和 玉 ， 这 个 通 近 的 误差 由 
min{ A- UB | :DGEM。 是 酉 失 阵 ?一 | A- CVW |。 


= [AHB+1BH-2> waB 1 
=| 


给 出 ， 其 中 {ocAB' )} 是 AB" 的 奇异 值 的 集合 ， 
如 果 想 知道 4 是 否 恰 好 是 B 的 转动 ， 则 一 个 明基 的 必要 条 件 是 外 4: = B81， 而 其 必 
要 充分 条 件 是 
1 4 有 = BBE- Daap.), 


其 中 to,tAB* )} 是 AB 的 奇异 值 的 集合 
最 后 ， 如 果 考 虑 wm 二 4 及 B= 的 特殊 情形 ， 便 有 以 下 事实 : 用 西 垂 阵 UE MM 对 结 定 内 阵 


所 EM, 的 最 佳 最 小 _ 乘 允 近 由 U 一 VW ' 给 出 ， 其 中 A=VSW' 是 A 的 奇异 值 分 解 或 A 二 PU= 


PCVW ”) 基 4 的 报 分 解 ;逼近 的 误 关 是 


A- VW Bo Atl T2200A) 


= = Ds (a2 Do) = Dla) 1) ， 


其 中 totA)} 是 及 的 奇异 值 的 集合 . 
如 同上 例 中 的 讨论 部 分 ， 在 所 和 西 矩阵 了 上 求 使 Re trAU 为 极 大 的 问题 的 解 ， 为 了 以 后 
参考 方便 ， 把 这 个 结果 概括 成 下 述 定理 . 


7.49 定理 设 AEM, 是 给 定 的 矩阵 ， 有 是 4=VYS 多 是 和 的 硒 异 值 分 解 ， 那 么 ，( 妇 问题 
maxiRe tr AUD EM, 是 西 定 阵 } 
有 解 U 二 WV" ， 且 极 大 值 是 oA) 十 … 二 otA)， 其 中 io,(A}} 是 入 的 奇异 值 集合 。ib} 存 在 西 
矩阵 UE M, 使 得 4UE M, 是 半 正 定 Hermite 矩阵 ， 西 矩阵 U 是 使 (a} 中 间 题 达到 极 大 的 掉 阵 ， 
当 且 仅 当 AU 是 六 正定 给 阵 ， 如 果 4 是 非 奇异 第 阵 ， 则 U 是 唯一 确定 的 ，AU 的 特征 信和 是 及 
的 奇异 值 ， 
证 明 : 计算 


Re tr AU = Re tr VEW' U = Re tr S(W’'UV) = - DRe sw DV,, 
它 只 有 当 所 有 (多 "UVY) 二 1 时 才 取 极 大 值 ， 因 为 证 UV 是 西 矩 吃 ， 这 又 当日 仅 当 WUV=1 
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或 UU=WV' 时 才 成 立 ， 对 于 口 的 这 个 选择 ，AU=VEW” WY 二 VEV ,六 因为 了 = diag (a， 
go) 且 所 有 6, 法 90， 所 以 AU 是 六 正定 Hermite 矩阵 ， 如 果 UEIM, 是 使 AU, 为 半 正 定 和 矩阵 
的 任 一 画 矩 阵 ， 因 为 奇异 值 是 西 永 变 的 ， 扬 以 AU, 的 特征 值 是 A 的 奇异 值 ， 对 4 是 非 奇异 的 
情形 ，C 的 唯一 性 可 由 (7. 3.3) 的 唯一 性 部 分 推出 . 

对 于 任意 抢 阵 4E 邮 ，44 以 及 4 都 是 半 正 定 抢 阵 ， 并 且 tr 44 二 tr 由 4 一 下 (4) 十 
oo， 因 生 与 和 有 相同 的 帝 异 倩 ， 所 以 tr 44 可 看 作 4 和 的 相应 奇异 值 的 潍 
祝 之 和 . 这 个 简单 的 论断 可 以 推广 到 任意 一 对 和 矩阵 4 和 ， 只 机 乘积 AB 和 BA 有 定义 且 为 半 
正定 集 阵 ， 这 个 结果 对 研究 几 种 类 型 的 抹 阵 最 优化 问题 有 用 . 


7.4.10 定理 设 AEM,,， BEM 有 gq 二 mintm 可 设 om(4)，…，m(A) 和 上 (DB)，…， 
os《B) 分 别 表示 A 和 8B 按 递 威 闫 序 排 列 的 奇异 值 。 如 果 ABE MM, 和 BA EM, 是 半 正 定 矩 阵 . 
则 存在 整数 1， 2 ， "ss 4 的 一 个 排列 r， 使 得 
tr AB = tr BA 一 Do Aye (B). {7.4.11) 
1 二 ] 
证 明 : 如 果 办 =a， 且 上 和 日 都 是 半 正 定 矩 阵 ， 又 如 果 4 与 B 可 交换 ， 则 它们 可 以 同时 
西 对 角 化 为 A=-UAU 和 B 一 UMU' ， 其 中 ,UE MM 基 西 短 阵 ，A 一 由 agC，，1)， 导 一 
diagfpl， "fjxm)， 且 所 有 有， Au 表 是 非 代 的 ， 这 有 时， 有 


TAB 一 CA UMD ) = tr UAMU"* = tr AM = Sag. 
r 一 上 


因为 特征 值 4， 上 也 是 A 和 旦 的 奇异 值 ， 记 以 在 m 一 n 的 特殊 情形 ， 定 理 得 证 . 
不 失 一 般 性 ， 假定 m 入 Xn， 因为 ， 如 果 贡 守 xn， 只 要 在 定理 的 手 述 中 互 换 A 和 B 就 可 以 了 ， 
为 了 证 明定 理 的 一 般 人 情形， 只 领证 明 ， 对 任意 一 对 使 得 m 访 # 以 及 4B 和 BA4 都 是 半 正 定 
所 阵 的 和 EM 和 五 EM so， 存在 西 钨 阵 YE AL, 和 有 标准 正 交行 的 定 阵 YE MM, ,使 得 变换 
有 A 一 YAV 和 B=V'BY (7.4,12) 
能 得 到 一 对 可 交换 的 Xn 灶 正 定 知 阵 让 和 户 ， 在 这 种 情形 ， 由 上 述 结论 可 知 
tr AB= tr ABYY’ = trY' ABY = tr(Y’ AVI BY) 


= oolY 4AVoo(Y BY) = DalAyen (B). 
1=1 ™! 


注意 色 二 A=V'A YY AV=V' MAV=(AVI' (AV)， 二 是， 让 的 奇异 值 与 AV 相同 ， 
因为 [AD(AV)' 二 4A ， 所 以 它 又 与 4 的 奇异 值 相 同 ， 同 理 可 证 户 的 奇异 值 与 中 相 同 ， 
由 此 可 得 


tr AB = -oo 


这 正 是 所 要 求 的 ， 现 在 分 三 步 来 证 明 ， 存在 形 如 (7 4. 12) 的 变换 ，。 且 上 其 有 所 要 求 的 性 质 . 

《1) 设 和 A 和 B 送 全 定理 的 假设 ， 由 (1. 3. 20) 可 知 ，BA 的 特征 值 与 4B 的 相同 ( 重 特征 值 按 
重 数 计算 )， 再 加 上 4 一 m 个 零 特 征 值 。 如 时，…， 4。 是 4B 的 特征 值 ， 有 是 A 二 diag(X,，…， 
4m) :因为 由 假定 可 知 , AB 和 BA 都 是 Hermite 矩 阵 , 所 以 有 西 和 矩阵 U E M6, 和 VE 1M 使 得 


| 
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和 A 0 
48=LAD 和 fA= v|? ov 。 


车 VY 写成 分 拨 形 式 V=[W Is]， 其 中 WEM 且 EM 则 V 是 具有 标准 正 交 列 的 矩 
阵 ， 内 而 ViV 二 1EM,, 十 基 A=U' ABU 自 BA=VAV? ， 吉 BA 二 (VIU' }AB(UVY )， 设 
YUW EM.,， 并 且 注 意 到 YY 二 UViVDU 一 UU' 二 J， 则 站 有 标准 正 交 行 昌 BA = 
YABY， 令 A=Y" AEM, 和 上 B=BYE M,, 算出 AB=Y* ABY=BA 及 BA=BYY' A=BA; 
根据 假定 ， 乘 积 34 是 玉 正 定 和 矩阵， 因此 有 形 如 (7. 4. 12) 的 变换 (其 中 V=1)， 它 使 我 们 得 到 
一 对 可 变换 的 #*Xz 算 阵 ， 呈 它们 的 乘积 是 半 正 定 和 矩阵 ， 但 是 ， 单 项 和 和 请 可 能 不 屋 半 正 定 矩 
阵 ， 不 过 ， 我 们 可 以 进步 要 求 形 如 (7.4. 12) 的 变换 达到 这 个 条 件 . 

(2) 不 失 一 般 性 ， 现 在 可 以 假定 ，m= 二 x，A，BE M, 可 交换 ， 有 日 乘积 AB 是 半 正 定 矩 阵 . 
如 洒 (APIz 一 Ar， 且 天 0,， 则 (4B)04z 一 ABAr 一 AABr=A(4Bc 一 Ar 一 Au(Ar)， 所 以 
Tlermite 答 阵 AB 的 每 个 特征 空间 在 4 作用 下 不 变 ， 同 理 可 证 ， 这 每 一 个 特征 空间 也 在 如 的 作 
用 下 不 变革 此 ， 刀 果 已 =[ 和 …z] 是 以 49 的 特征 向 量 为 列 构成 的 西 矩阵 ， 旦 相应 于 AB 的 
问 一 特征 值 的 所 有 特征 向 晤 相 邹 地 排放 在 一 起 ， 则 DT AU 和 U* BU 一定 都 是 分 块 对 角 外 
阵 , 目 


A=U'AU= diaglAhi, A A), B=U’B= diag(B,B,,..,B.), 
其 中 A,，B,E M， ，] 近 下 过 站， 十 二 一 和 且 东 个 和 昌 一 BAATEM ， 另 外 1， As， 
…，% 是 半 和 正定 抑 阵 4 的 不 同 ( 非 贡 ) 特 征 值 . 

(3) 不 失 一 般 性 ， 现 在 可 以 候 定 ，m 一 n，AA，BE M, 可 交换 ，4B 一 ATI， 且 1 六 0， 如 果 
0, 则 A 和 B 部 基 非 奇异 盾 阵 ,日 BAA !， 利 用 (7，4.，9) 求 西 答 了 泗 UE M, 使 得 3=AD 是 
六 正定 矩阵 ， 另 一 方面 ， 因 为 A>0， 所 以 BU B 一 XAU* A =ACAD)-1 也 是 半 下 定年 阵 ， 央 
而 (AU) 是 举 正定 知 阵 ， 此 镍 ，(U* BYCAD 二 UP AU 一 41 二 AB=(AUD CU' B), 所 以 A 与 
B 可 交换 ， 这 是 形 如 (7，4，12) 的 变换 ， 因 此 ， 如 果 i>>0， 就 完成 了 证 明 . 

如 此 2 二 0， 则 48 一 B4 一 0， 再 选择 酉 矩阵 厅 使 得 AU 是 半 正 定 秽 阵 ， 于 是 0-- AB 二 
(DC 二 (BA 一 OU=0， 因而 4 和 [器 可 交换 ， 且 Hermite 短 阵 AU 的 每 
个 特征 空间 在 UU" B 作 用 下 不 变 ， 车 全 一 [rw;…w,] 是 以 AU 的 特征 向 量 为 列 构成 的 丁 矩 阵 ， 且 
相应 于 AU 的 同一 特征 值 的 所 有 特征 向 量 相 邻 地 排放 在 一 起 ， 则 W" (CADW 入" (UY B)W 
都 是 分 央 对 角 矩 阵 ， 且 

W' CADIW = diagtA1 se AI W' (U' BYW = diag( Bi , B,), 
4 和 B, 是 问 阶 第 阵 ， 而 4 一 41， 1 二 1， 2 rr 其 是 和 4， 和， 是 半 正 定 矩阵 AU 的 
不 同 ( 非 负 ) 特 征 值 .对 所 有 ;一 1，…，r， 我 们 有 4B,= BA4A,=0， 如 果 六 天 0， 则 4 和 
B, 二 0 是 一 对 可 交换 的 半 正 定 算 阵 ， 这 正 是 所 要 求 的 ， 如 果 .一 0， 则 B, 不 一 定 是 零 策 阵 ， 但 

， 存 在 西 簿 阵 U, 使 得 U. B, 是 半 正 定 斥 阵 [应 用 (7.4.9) 于 B* |， 央 而 ， 在 这 种 情形 ， A,U, 
onU: B, 构成 一 对 由 形 如 (7. 4. 12) 的 变换 得 到 的 可 交换 半 正 定 婚 阵 ， 这 样 ， 对 所 有 可 能 情 
形 都 进行 了 和 验证 ， 口 


7.4.13 例 作为 (7.4.8) 中 旋转 问题 的 变形 ， 滩 A， BE M,, 是 给 定 的 矩阵 ， 并 旦 我 们 希望 确 
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， 是 否 可 以 通过 B 的 两 侧 * 旋 转 " 来 得 到 4;， 也 就 是 4= UV 对 茜 黄 个 西 延 阵 UEM,,， VE 
M, 本 更 - - 般 地 .如 果 考 虑 已 知 和 矩阵 吕 的 所 有 可 能 的 两 侧 * 旋 转 "UBV， 在 最 小 一 乘 意 义 
下 ， 可 以 怎样 充分 地 允 近 A? 

如 前 ， 我 们 试图 选择 使 上 A 一 UBV | 为 极 小 的 西 矩 阵 UE MM 和 VEM,， 还 和 前 面 一 样 ， 
算出 

Ia-—UBVI=[A—UBYV,A~UBV] = 1 4 有 一 2ReLA.DUBY]JA | Bl, 
因此 ， 必 须 求 鸽 Re 和，DBV] 一 Re tra 六 有 TD 为 棚 太 的 两 憩 阵 DUEM， 和 VE M,， 佑 这 个 
问题 丰 裤 大 值 的 西 征 阵 U,，WW … 定 存在 (但 不 一 定 唯 一)， 这 是 内 为 邮 , 中 和 而。 中 本 和 托 阵 的 集 
合 是 紧 集 ， 艾 紧 集 的 笛 卡 于 滁 积 也 是 紧 集 ， 使 上 述 问 题 为 极 大 的 矩阵 CD ，Wm 对 仔 意 本 矩阵 呆 
EM, 右 性 质 
Re trCAVY BU > Re tr(AV? DJD 
于 是 ， 由 (7,4.9) 可 知 ，AV? BUY 是 半 正 完 矩 阵 ， 同 理 可 证 ， 对 任意 西 征 阵 V 全 时 ,， 
Re Ar 及 了 etrB UY AV SB Retr BU AV 

干 是 、 仍 由 (7. 4.9) 可 知 ，B* Us AW 是 半 正 定 征 阵 ， 这 样 ， 两 个 矩阵 AV; EM, ,和 了 UP € 
Mn。 都 适合 定理 (7.4. 10) 的 假设 ， 国 为 奇异 值 是 西 不 变 的 ， 因 此， 如 果 g 二 min{m，x})， 则 对 
整数 1，…，4d 的 某 个 置换 r、 有 

maxfRe trA 有 TI， UE M, 和 VEM, 荐 西 拓 阵 } 


了 这 
一 Retrhr 有 下 = Do AV Dae tB UO) = oAyoe (By, 
r=1 1 一 上 


不 失 一 般 性 ， 我 们 把 奇异 值 44)，…，m (4 和 上 (0，…， mm(B) 按 递减 硕 序 排列 ， 如 果 曾 
换 T 不 是 恒 等 置 措 ， 则 有 适合 [| 的 指标 使 4,,、 (BY.gr0,) 《万 )， 并 且 容 易 验 证 ， 如 果 
所 作 置 换 互 措 这 两 个 奇异 值 的 位 置 ， 则 和 
Va A th) 
不 会 碱 小 ， 事 实 上 ， 新 和 和 值 与 昌 和 值 之 差 是 
[a, (4) —&, (CA) Lg. (B) -a (BYE 0. 

峙 此 ， 对 和 恒 等 置换 rc。 上 述 和 达到 极 太 值 .并且 可 以 得 出 

maxi Re trAV*B'U* ,UE ME MM, 是 两 算 阵 } = Sot Ayo.cB), C7,4.14) 


其 中 A 和 B 的 奇异 值 都 按 递减 须 序 排列 . 
把 这 个 结果 用 到 当初 求 极 小 值 的 问题 中 ,对 A，BE Ms 9=min{fm; nt ， 求 得 
mini 和 A UBV :Ui Ee AT。 和 V 和 所 MM, 是 西 矩阵 } 


=[ AB-2D 0B + BB] 
r= 


了 
=[ DacA)- 2 F000) + ep] 
3 一 ] 一 5= 1 
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=[ Dah) oH] (7.4.15》 
1 1 


特别 是 , A 是 B 的 两 侧 " 旋 转 ”"， 当 且 仅 当 和 A 和 有 相同 的 奇异 值 集 合 . 
练习 如 果 吾 = 二 《7.4 15? 说 明和 什么 ? 试 与 例 (7. 4.8) 末 尾 的 结果 相 比较 ， 如 果 BB 是 秩 上 
的 对 角 抵 阵 ，(《7.4. 15) 说 明 什么 ” 斌 与 例 (7.4 1) 中 的 有 关 说 明 作 一 比较 


7.4,16 例 作为 利用 瘟 异 值 的 另 一 个 例子 ， 我 们 考虑 肇 划 矩 阵 的 酉 不 变 范 数 的 问题 ， 它 是 存 
(5.6) 节 中 提出 来 的 . 

定义 ”MM,.+ 上 的 向 量 范 数 上 || 称 为 下 不 变 的 ， 是 指 

DAY = 141 

对 所 有 AE HM,., 和 所 有 西 盾 阵 UE IM,,，VE M, 成 立 . 

如 果 AE M,,,, 是 给 定 的 算 阵 ， 月 A 二 VEW" 是 A 的 奇异 秆 分 解 . 则 上 上 A= | VEWw* 上 = 
上 到 上 对 任意 本 不 变 范 数 全 十 成立， 因此 ， 某 个 阶 数 的 抵 阵 的 酉 不 变 范 数 只 与 该 矩阵 的 奇异 值 
集合 有 关 . 

两 个 熟知 的 两 不 变 范 数 的 例子 是 Frobenius(Euclid) 范 数 和 谱 范 数 . 如果 X=[z]EM， 
的 奇异 值 是 #6 写 g; 宇 之 gy 宇 0 (gq 二 minim，n})}， 则 


I xl:=( (Don 上 《2 ) )”， 


|ix |， 一 Max "I 下 一 [ac XT = = Imax{a gs}, 


对 于 M,,, 上 的 一 般 本 不 变 范 数 ‖ "| ， 它 对 其 自 变 其 的 奇异 值 的 依赖 关系 是 容易 确定 的 . 
为 方便 起 入， 假定 mn 设 4=diag(r za ，…，7) EM ， 然 后 定义 分 块 算 阵 
X=[A0]. AE M,, 0€ MM,» 
因为 XX 一 diag( | 上，|[ zo |，…，| x | *)， 所 以 于 的 奇异 秆 集合 是 {0,}={ | x | 
如 果 定 义 函 数 g，C" 一 RR' 为 


EC = grirnyra)') = XX, 

列 函 数 gC*) 从 范 数 ' 上 继承 了 某 些 人 性 质 ， 

(7.4.17) gl7) 守 0 对 所 有 EC” 成 立 ， 因 为 上 下 上 六 对 所 有 号 E M6 成立. 

(7.4. 18) gtx) 一 0 当 且 仅 当 =0， 因 为 上 关上 =0 当 自 仪 当 外 =0. 

C7,4.19) g(ar) 二 | a| g(x) 对 所 有 .rEC” 和 所 有 waECe 成 立 ， 因 为 ax 一 | | 
对 所 有 aEC 和 所 及 EM,.,, 成 立 . 

(7.4.207 gtz 十 让 和 E57) 十 g(y) 对 所 有 wx，yEC" 成 立 ， 因为 上 入 十 丢 上 叉 十 中 
对 所 有 罗 ，YE M, ,成 外. 

这 四 个 性 质 说 明 g(*) 一 定 是 C" 上 的 向 量 范 数 ， 但 是 g(*) 另 有 两 个 附加 性 质 . 

人 (74 24) 正如 (5.5.9) 中 所 定义 的 那样 ，g() 是 C" 上 的 绝对 范 数 ， 也 就 是 说 ， 如 果 


+=[x,JEC, Hy=[y,J=[ | x,| jEC, gC)=g(y). 这 是 央 为 g(x) 二 上 着 只 与 尖 
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二 的 奇 中 和 什 5, 二 | x， 有 关 ， 

(7, 4. 22) 如 果 PE IM 是 置换 和 矩阵， 则 gtPxr) 一 glx) 对 所 有 EC” 成 立 ， 这 是 因为 义 二 
-A | 的 奇异 值 集合 与 | PA 0 相同 ， 这 又 因为 (P4) (PA) 二 六 P'PA 二 AA， 陋 数 g(r) 内 旦 
xz 的 各 分 量 绝 对 秆 的 集 令 的 明 数 。 无 坷 考虑 它们 的 顺序 . 

练习 ” 试 计算 矩阵 和 = [4A10]E Mo 的 一 个 明显 的 奇异 值 分 解 ， 其 中 A= diagtri，…， 
-cu)， 刚 才 讨 论 了 这 样 的 奇异 值 分 解 . 

练习 ”如果 宇 xn， 设 和 [410] 7， 其 中 几 =diag(r EM， 且 和 定义 区 Cr) 一 
| Xe 如果 有 "| 中 半 上 的 两 不 变 范 数 ,， 证 明 ，g(*) 是 C" 上 的 绝对 问 基 范 数 ， 且 
g(Px) 一 g(r7) 对 所 有 rEC 和 每 个 兽 换 年 阵 已 EM 成立 . 

练习 直接 证 明 ， 由 Frobenius 范 数 和 谐 范 数 诱导 的 向 景 范 数 延 合 上 上 述 47.1.17) 
(7. 4. 22) 六 个 性 质 , | 


7,4,23 定 祥 卫 数 &0); Cr 一 R 称 为 对 称 度 规 函数 ， 当 由 仪 当 它 适合 上 述 {7.4. 17) 
(7, 1.22) 六 个 性 质 ， 即 当世 促 当 &( 是 绝 对 向 量 范 数 日 gt) 屁 其 自 变量 的 请 坐标 的 置换 不 恋 
声 数 . 

我 们 已经 看 到 ，M,, ,上 的 每 个 酉 不 灾 池 数 诱导 . -个 对 称 度 规 冰 数 ， 揭 有 趣 的 是 其 道 命题 也 
成 立 ， 下 面 的 定理 说 明 ，MM,.; 上 的 函数 NG) 是 西 不 安 范 数 ， 当 | 几 仅 当 NA4) 是 4 的 奇异 值 的 
对 称 床 规 困 煞 . 


7.4.24 定理 设 上 "i 是 MM,, 上 的 西 不 变 范 数 ， 并 且 9 二 minim， rn}, 设 xx 一 fx,1&EC* 和 已 二 
diagCriy sy 当 六 和 时， 设 六 三 [ 久 ，0] EM 或 当空 n 时 设计 二 [X10]' EM,,. 
设 8: CxR' 定义 为 s(x) 三 | XX.， 则 g(*) 是 对 称 度 规 了 水 数 ， 反 之 ， 如 果 8: C 一 及 是 纵 定 
的 对 称 度 规 旺 数 ， 久 如 时 || : Mi 一 RR 出 二 g (Le ，…， gsj 来 定义 其 中 gq，…， 
os 是 A 的 奇异 值 ， 则 1 上 是 M6, 上 的 西 不 变 琐 数 ， 

证 骨 : 前 一 个 论断 已 经 证 明 。， 庆 十 逆 命 题 ， 我 们 注意 到 ， 因 为 g(,) 是 其 变量 的 庄 分 量 的 
置换 不 变 畏 数 ， 所 忌 目 :是 M ,上 有 了 明确 定义 的 孜 数 ， 由 于 矩阵 的 奇异 值 集合 是 本 不 变 的 ， 
所 以 , 对 于 所 有 西 撼 阵 UEM, 和 VEM,， 还 有 上 UAV | 一 1 Al. 因为 g(*) 是 向 量 范 数 ， 所 
以 ,对 所 有 六 EM,, 都 有 | 太 | 涯 0， 并 旦 1 六 =0 当 且 仅 当 g(a ， 66] 二 0， 痢 这 及 当 
电 仅 当 所 有 sa 一 0 才能 成 立 ， 这 是 因为 gC) 是 正定 的 (7. 4.18)， 但 是 零头 阵 是 所 有 奇异 秆 都 是 零 
的 仅 有 托 阵 ， 因 而 十 数 | 尽 正 定 的 ( 见 5.1.1(1a)， 因 为 atcA)= |e|atA)， 所 以 | eA = 
gela ,|eclsjD)= 1c; gia oo 一 ci41， 内 而 :中 也 是 齐 次 的 . 
至 此 . 己 经 证 明了 ， 用 对 称 度 规 痛 数 这 种 方式 诱导 的 任意 函数 上 :| 是 M. ,上 的 准 范 数 [多 
(5, 4)]， 剩 下 要 证 明 的 是 | 外道 合 二 角 不 等 成 ， 为 此， 只 需 证 明 儿 | 是 准 范 数 的 对 倡 范 数 ， 
[参看 (5. 4. 12) 下 面 的 讨论 ] 因 而 它 实际 土 也 是 范 数 . 

首 虑 CC 上 范 数 g( 的 对 偶 范 数 pg?()， 

8°(9) = maxRe 了 (7. 4. 25) 
内 为 gC 是 ( 淮 ) 范 数 ， 所 以 了 症 数 g*(') 一 定 是 范 数 ; 因为 gC) 适合 (7.4.21)， 所 以 ， 


二 3 
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(7. 4.2] ) 如 果 EE 二 diagle，…，e*%)， 朋 所 有 ER， 则 


go (Ey)= maxRe (Ey)* r= maxRes’' (Er)= max Re YI 
glry- 1 MT? 一 上 ACEr) 一 上 


= maxRe 入 了 工 一 gwv). 


wirl 1 


因此 如 5) 也 呈 对 称 度 规 画 数 ， 从 而 如 5) 也 适合 (7.4. 21)， 
《7.4.22 ) 同 理 可 证 ， 如 果 PE M, 是 置换 上 矩阵， 因为 &(*)? 适 合 (7 本 22)， 所 以 


a itPy)= maxRe(Py)' r= maxRey Prr 一 max Rey'r 
' ta 1 sir) 1 KAPr} -1 


= maxRe yr pg (Cy), 


这 样 ， 我 们 可 以 在 M, 上 定义 与 对 称 诬 规 函数 g?(:} 相 关联 的 函数 -| 
1 4 ge, 6, 1 ), 
其 中 a. …，o 是 入 的 奇异 值 ,，[ 这 里 . 厂 意 汉 用 了 一 个 记号 ，| 汪 "上 "通常 表示 范 数 上 .| 的 对 
偶 范 数 ; 尽管 还 不 知道 上 外 是 范 数 ， 不 过 将 证 明 省 是 落 数 ， 并 且 证 明 ， 当 | 中 "用 对 称 度 规 
范 数 定义 时 ， 它 就 是 对 偶 范 数 . ] 我 们 已 经 证 明 这 个 函数 ， 上? 是 MM, 上 的 准 范 数 ， 因 为 它 是 用 
对 称 度 规 隧 数 ga?(，) 定 义 的 
现在 计算 上"? 的 对 偶 ， 根 据 C5. 4. 12)，| 中? 肯定 是 夺 ,,, 上 的 范 数 ， 我 们 知道 ， 算 阵 
BE Ms 适合 B81? 一 1， 当 且 仅 当 B 的 背 异 什 分 解 是 8B 一 V5W* [其 中 ， 丁 矩阵 vEAM 和 和 钙 
EM diagtor, ,oj gr([o，…， 1) 一 1， 对 于 每 个 给 定 的 矩阵 六 EM,,， 有 
CA ?= max Re[A,B|— max RetrAB 
BB 一 1 


hl? 
= max{Re tr A(VEW')’ .VEM, 和 WE M, 是 本 矩阵 ， 
ZE diagts er, so)}, tl 
gos se] ) = 1}. 
对 于 适合 上 述 约束 条 件 的 每 个 对 角 和 矩阵 ， 我 们 可 以 利用 (7. 4. 14) 计 算 这 个 极 火 值 ， 并 且 能 在 
酉 矩阵 VW，W 的 所 有 选择 上 达到 机 大 值 ， 


(| AND? 一 max| Do ta) | 5 [a (Ls sd) = 1}. 
1-1 


但 是 ， 因 为 所 有 4A) 六 0， 由 定义 (5.4.12) 旺 然 可 知 ， 这 个 最 大 值 下 好 就 是 在 点 Fr 《AD 
mt4)] 取 值 的 g?(*) 的 对 侦 范 数 。 然 而 ,对偶 定理 (5. 5.14) 保 证 ， 范 数 的 对 侦 的 对 惕 是 原 范 
数 ， 因 而 
(CAN = Cg Lo (A ,og ( AY]) = glLo (A), a (tA) i) = Al. 
十 是 ， 对 所 有 AE Ms。，1 4 二 (及 ?32 它 保证 是 :上 实际 上 是 落 数 ， 因 而 它 适合 一 角 不 
等 式 ， 这 个 结论 也 说 明 旗 用 这 个 记号 是 合理 的 ， 这 是 因为 ， 由 对 倡 定理 可 知 ，( |‖ 4 1 2 一 
《CAL 33)? 二 上 4A?， 因此， 用 对 称 度 规 函 数 g?(-) 定 义 的 上 .i ?确实 与 范 数 | .| 的 对 偶 
范 数 相同 . 口 
C” 上 的 对 称 度 规 瑞 数 的 一 个 熟知 的 重要 例子 是 1, 范 数 族 (5, 2, 4) 


groomsm)) = rl = (7 ni}, 1 p<. 
i=] 
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当 它 应 几 于 炬 阵 的 奇异 值 时 、 硅 如 定理 (7. 4.2 拉 中 所 描述 的 ， 各 种 i， 范 数 诱导 了 M,., 上 的 各 
种 西 不 变 范 数 ， 称 为 Schatten pp 范 数 ， 力 二 2 的 情形 是 Frobeniust Euclidean) 范 数 
EA, ™ [2,0 AY]| 

P* 避 的 籽 限 情 撒 是 谱 范 数 

1 A = max{g, (A)), 
而 一 1 的 情形 必 迹 范 数 

NAN:— Boca 
在 和 例 (7. 4.6) 中 ， 当 考虑 用 一 个 枯 矩 阵 的 纯 量 倍 米 通 近 方 阵 的 问题 时 自然 可 出现 迹 范 数 ， 

C" 上 的 另 一 类 对 称 度 规 耳 数 族 看 (7. 4. 44) 中 给 出 ， 它 们 也 诱导 出 迹 范 数 和 谐 范 数 . 
7.4.26 例 奇异 值 在 推导 Wielandt 不 等 式 中 起 着 重要 作用 ， 这 个 不 等 式 给 出 了 非 奇异 方 阵 关 
于 谱 范 数 的 条 件数 的 几何 意义 ， 

设 AEM, 是 非 奇异 矩阵 ， 设 B 王 A 作 AE JM,， 且 几 a 实 … 之 ga, 这 0 表示 A 的 奇异 值 ， 正 定 窍 
阵 BB 的 奇 愉 值 ( 按 约 定 的 递增 顺序 排列 ) 呈 0< 才 和 琶 ， 设 x，yE C' 是 任意 - -对 标准 
正 交 向 景 ， 定义 C= 上 ry]* BiryjEM,， 且 几 0<y 吉 y 表示 纪 的 特征 人 秆 ，r=2 的 Poincars 分 
离 定理 (4. 3, 16) 说 明 

CB =o SUC = BD) od k= 1,2, 


或 
a 和 0 
际 应 用 来 说 ， 在 这 些 椒 等 式 中 ， 值 得 注意 的 关系 是 
5 《7.4.27) 
其 中 ， 如 果 z 和 y 是 8B 的 相 讼 于 其 特征 值 分 别 是 A 的 最 大 和 最 小 奇异 值 的 平方 的 标准 正 交 特 
秆 向 址 ， 则 第 一 个 和 最 后 一 个 不 等 式 是 等 式 , 


经 计算 ， 
| x Byl|’: 1 《7 Bo{y’ By)—| rc’ By|! 
Cr' Bryty’ By) Cr’ Bx Fy By — (tr Br—oy’ By)’ 
加 _ 4detC | 
(tr (天 一 (人 有 一 (7 4. 28) 
dy 之 47 yz 
Tn (i Bry * By)? 


其 中 等 式 成 并 当 且 仅 当 x，wEC” 是 标准 下 交 向 量 几 x4" Br 一 By， 我 们 把 这 个 不 等 式 变 成 等 
价 的 不 等 式 
J x By 1 1 六 (二 闪 ) - (1) 
(Cr Brjty’ By) 《7 十 3 入 十; Y/N 二 1 

(7.4.29) 中 的 上 界 基 比 秆 六 7) 的 单 增 丽 数 [ 这 可 用 当 rr>0 时 明 数 六 ) 二 (一 7(1 十 1) 的 导数 
为 正 的 事实 来 证 明 ]， 根 据 (7. 4. 27}， 这 个 比值 有 上 界 H/o:， 因 前 

| 3 22 1, el 

二 全 ($F) 加 (5) ’ 


(7. 4. 29) 


?7,4.30) 


到 4 引 
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其 中 ， 引 进 了 下 参数 x 二 x(A)=g /ar a 上 4 ! 汪 守 1， 它 是 4 关于 谱 范 数 的 条 件数 ， 如 果 
ai， as 和 EC 分 别 是 相应 于 特征 值 ci 和 6 0 标准 正六 等 征 问 量 又 如 果 = C0 十 uw}/Y2，y 二 
Ca 一 /2， 则 {x，y} 是 标准 正 交 组 ，x" Bx 二 y* By= (gt 十 g)/2,， 自 谨 By= (6 一 gi)/2， 
这 时 (7. 4, 30? 中 取 等 号 . 

用 cot(8/2) 一 定义 第 一 象限 中 的 角 上 ， 于 是 


gl eco/2)—1 cos (0/2)- sin: (9/2) 
， x Fl ceottt92) 十 1 eeos2f8/2 十 sin2(872) 


并 且 (7.4 30) 可 写成 形式 


一 coDs 昌 ， 


一 . < Sz 。 - 


如 果 我 们 注意 到 这 个 不 等 式 的 和 边关 于 和， 是 和 次 并 次 的 ， 导 么 最 后 可 以 用 而 种 等 人 的 形式 
投 述 以 iclandt 不 等 式 ， 


7.4,32 定理 设 AE M, 旦 其 有 谱 条 件数 x 的 某 个 非 奇异 托 阵 ， 且 用 cot{912) 二 定义 第 -- 象 
限 中 的 角 2， 则 

| 《Ar Ayy | cos8 1 Ar | | Ay |; (7, 4, 33) 
对 每 对 正 交 向 量 x ，yE C" 成 立 ， 其 中 人 4， 三 vw" 表示 Euclid 内 积 ， 而 上 uw 二 (uw' w+? 表 
示 Euclid 范 数 ， 男 外 ， 存 在 一 对 标准 正 交 向 其 +，vEC 使 (7，4.，33) 中 的 等 式 成 立 ， 


7.4.34 定理 设 BE M, 是 具有 特征 值 0< 才 和 芝 … 才 4, 的 某 个 正定 短 阵 ， 则 


IrByl a (i Fh 


对 每 对 正 交 向 量 zx，y€C* 成 立 ， 此 外 ， 存 在 一 对 标准 正 交 向 量 >，yEcC 使 得 (7.4. 35) 中 等 
式 成 立 ， 

证 明 ; 在 567.4 31) 中 作 代 换 B= 二 入 A 便 得 到 相等 式 (7.4.33)， 存 (7.4.30) 中 作 代 换 st = 
he-r1， 并 且 考 虑 到 每 个 正定 矩阵 B 具 有 形式 B= 二 AA， 其 中 AE M, 为 革 个 非 奇 异 矩 阵 ， 由 此 
得 到 不 等 式 (7. 4.35); 可 以 取 A 二 B!*， 我 们 已 经 知道 (7. 4. 30) 中 的 等 式 对 一 对 标准 正 交 向 量 
成 癌 

练习 ” 证明,，(7.4.35) 是 -- 般 的 Cauchy-Sehwarz 不 等 式 的 改进 , 它 是 | x By| = 
| Cytx? | 夸 上 Cz 上 Cy bi， 其 中 C=B*?， 不 过 Cauchy-Schwarz 不 等 式 通 应 于 所 有 向 基 
偶 +，y， 曾 (7. 4.35) 只 适用 于 正 交 向量 偶 ， 如 果 一 %,， 会 出 现 什么 情况 ? 

Wielandt 不 等 式 的 形式 (7. 4. 33) 直 接 导 出 谱 条 件数 的 一 个 有 用 的 玫 何 和 解释， 如 果 +，yE€ 
C" 是 任意 - -对 标准 正 交 向 量 ， 则 不 等 式 


| ‘Ar,Ay) | 
EE 


左近 是 非 零 向 基 Ar 与 4y 间 的 较 小 的 Euclid 角 的 通常 余 藤 .这 个 界 说 明 ，4x 与 Ay 间 的 较 小 
角 至 多 是 8 民 A)， 其 中 民 A) 用 cotL9CA)/2] 二 x{ 及 ) 来 定义 ， 因 为 在 这 个 界 中 可 以 取 等 式 ， 所 
以 已 经 证 实 ， 当 x 和 y 取 遍 所 有 可 能 的 标准 正 交 间 量 时 ，8(A} 可 几何 地 解释 为 Ax 与 Ay 间 的 


中 (ze Br)(y’ By) 《7. 4. 35) 


cosp {7.4.36) 
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最 小 角 ， 这 一 论点 已 在 (5.8) 节 和 (6.3) 节 讨论 过 . 
众所周知 的 长 antorovich 不 等 式 容 易 从 Wielandt 不 等 式 推出 ， 对 任意 xEC"， 定义 
y= | zl x — Cr Bir)z, (7. 4. 37) 
并 有 日 注意 到 x"y 二 0。， 经 计算 ， 
By 一 中 Cr Br 
下 
一 一 (3 , 
因为 BB， 因而 B "都 是 正定 年 阵 ， 我 们 一 定 有 y* By 之 0， 因 而 y* Bx 一 x* By 魏 0. 把 不 等 式 
(7. 4, 31 写成 形式 
| x’ By | A cos:0(r' Br)(y’ By). 
然后 特意 选择 适合 C7, 4.37) 的 一 对 +，y 代 人 上 式 便 得 
| x By ||: (cos tr’ Bri(r’ Br)(— 7* By). 
在 r By<0 或 二 By 一 0 两 种 可 能 情形 ， 这 葡 洱 ， 对 任意 rEC" ， 有 
—x* By=—[izx|} CBir(lr’ Br)] (cos)(r’ Br)(tr’ Br), 
或 (si 的 (rr Blin [rli. (7. 4. 38) 
应 指出 的 是 ， 如 果 二 而 十 凡是 召 的 相应 于 它 的 最 小 特征 值 和 最 大 特征 值 的 单位 正 交 特征 向 基 
的 各 ， 则 (7, 4, 38) 居 等 式 ， 这 就 活 导 出 Kantorovich 不 等 式 的 两 种 形式 ,它们 与 Wielandt 不 等 
式 的 两 种 形式 相对 应 . 


7.4.39 定理 没 AEM, 是 共有 谱 条 件数 的 某 个 非 奇 异 和 矩阵 ， 且 用 cotC0/2) 一 定义 第 一 象 
限 的 和 站 则 


| li sing| Ar st CA Tell (7. 4. 40) 
对 所 有 >z&f 成 立 ， 此 和 外， 存在 单位 向 量 x 使 (7. 4, 40) 为 等 式 . 


7.441 定理 没 BEM, 是 具有 特征 值 0<4 所 入 太太 的 某 个 正定 年 阵 ， 则 
人 A 
二 


对 所 有 xzE€C" 成 立 ， 此 外 ， 存 在 单位 向 量 z 使 (7.4, 42) 为 等 式 . 
证 阴 ; 将 B=4'4 和 伐 人 (7.4.38)， 并 且 能 想到 


Cx" Bri(x’B!7) (C7, 4. 42) 


| zl 


了 2 心 一 4 4 4 

sind = 1—cosh = 1 全) = 
便 可 从 (7. 4.38) 推 出 这 两 个 结论 ，(7.4. 40) 和 (7. 42) 中 可 能 取 等 式 的 理 实 可 以 从 (4. 4. 38) 中 
收 等 式 的 情形 推出 . 


7.4.43 例 有 时 可 能 要 证 明 某 些 对 所 有 酉 不 变 范 数 都 成 立 的 关于 和 矩阵 的 范 数 不 等 式 ， 证 明 的 
关键 在 于 兴 识 到 用 
Ba(7) 一 maxt| zt | 十 十 | 和 守 让 芝 和 人 
(7. 4. 44) 


445 


316 人 第? 章 


定义 的 C 上 的 特 吻 对 称 度 规 阴 数 g([x;;，，…，x,] 的 基本 作用 ， 当 把 它 详 用 于 矩阵 的 奇异 值 
时 ,正如 定理 (7. 4. 24) 中 所 描述 的 ， 这 个 特殊 的 对 称 度 规 顺 数 族 诱 导出 M,,. 上 的 西 不 变 范 数 
族 ， 称 之 为 焚 改 上 范 教 . 有 一 1 的 情形 是 谱 范 数 ， 而 上 =mintm，z2 的 情形 是 迹 范 数 . 

7.4.45 定理 设 r=[zr，y= 一 [EC 是 给 定 的 向 量 ， 则 SOCcs sy 对 上 的 所 和 对 称 诬 
规 函 数 8 (0 成立 ， 当 是 公 当 呈 ( 人 ER 对 用 1，2，…:， 成立 ; 其 中 避 人) 是 (7.4. 447 中 
所 定义 的 特殊 对 称 度 规 函 数 . 

证 明 : 因为 每 个 gy(*) 是 对 称 度 规 隐 数 ， 条 件 的 必要 性 是 昆 然 的 ， 为 了 证 明 充 分 性 ， 假定 
B81(T)SBi(y) 对 上 一 1 ，2，…， nn 成立， 且 设 g(') 是 给 定 的 对 称 度 规 沙 数 ， 由 十 对 称 度 规 函 数 
荐 其 自 变 基 的 分 基 的 置换 本 变现 数 (7. 和 4 22)， 为 方便 想见， 不 失 一 般 性 ， 我 们 可 以 根 定 了 + 和 
的 分 量 的 绝对 值 都 排 战 递增 流 序 ， 

[ll 
于 是 上 (SB 对 所 有 & =1，2，…，2 成立 的 概 定 等 价 手 2 个 不 等 式 的 组 


| x | 委 | Nr | ， 


| mi | 十 | | | 二 | 加 |， 
: C7. 4, 46) 
| x +t | 
| [tl rt | CC#) 


这 些 不 等 忒 与 关于 优化 概念 定义 的 不 等 成 组 04, 3. 24) 亲 的 类 似 之 妊 不 仅仅 是 表面 的 . 

如 果 这 些 不 等 式 中 的 最 后 一 个 不 等 式 (* } 不 是 等 式 ， 通过 缩小 分 其 y, 的 绝对 信 来 修改 » 
直到 或 者 (a) 不 等 式 ( * }) 是 等 式 , 或 者 (5) | 2 | 缩小 成 零 ， 和 如果 (如 出 现在 (a 之前， 对 下 一 个 
分 景 % 重复 这 个 步骤 ， 如 此 做 下 去 直到 (a) 出 规 ， 其 结果 将 产生 一 个 修正 问世 y 一 [y']， 使 得 
对 i 二 1， :RR 有 i119 | 六 1 3 |， 对 所 有 =]， ,nn， 有 (7) 忒 gi(y)， 且 (x#) 中 等 式 成 
立 ， 由 于 绝对 范 数 也 是 音调 范 数 (5.5,10), 我 们 有 g(y 之 gly)， 因 此 ， 如 果 我 们 能 证 明 
B(x) 二 gty} 对 适合 不 等 式 组 (7. 4. 46) (其 中 的 (x ) 是 等 式 ) 的 任意 x，yEC" 成 立 ， 那么 可 以 得 
知 ，g() 入 gty) 灶 适合 一 般 的 (7. 4.46) 的 任意 x，yEC' 也 成 立 . 

假定 ( * ) 为 等 式 的 (7. 4. 46) 成 立 就 是 假定 问 基 一 | | =[-- | zx | ]ER' 优化 向 量 一 | vy | 
一 [一 | 3 | JER" 4.3.24), 遇 在 这 种 情形 ， 我 们 知道 存在 双 随机 和 矩阵 SE M, 使 得 一 | x | = 
St 一 | y 1) 或 iz| 二 S ;yy | (4.3.33)， 央 每 个 双 随 机 年 阵 是 有 限 多 个 置换 矩阵 的 是 组 台 
(8, 7, 1)， 我 们 可 以 把 S$ 写 成 $=@ Pi 十 … 十 awPw， 其 中 ,a 守 0, gj 十 … 十 ey 二 1]， 且 和 僚 个 P 
EM 是 置换 答 阵 ， 这 时 ， 有 

gtr)= gt|j x |) 


3 


四 ™ 
= gSIyD)=g(OaPlyl)E Detably|)— Dag(t|ly|)= gt) y)) 
1=] 4 一 | 


一 gly), 
这 是 因为 EC? 是 绝对 向 量 范 数 ， 且 gt*) 是 其 自 变 匡 的 分 量 的 置换 不 变 也 数 ， 国 
定理 的 意义 在 于 ， 为 了 使 邮 , 上 的 每 个 本 不 变 范 数 | 有 1 4 近 1 上， 必须 而 基 只 顷 
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这 个 等 式 对 扫 钥 范 数 成 立 ,， 下 一 1，2，…，minirm A}. 


7.4.47 推论 没 A，BE M., 是 分 别 具 有 奇异 人 a (CA) 守 … 守 os (A 全 0 和 a (BI 这 vo, (8B) 
之 0 的 基 两 个 年 阵 ， 其 中 9 一 minfm，z， 要 使 1 4 过 1 有 和 对 人 上 的 等 个 西 不 变 范 数 | 
成 立 ， 其 充分 条 件 是 对 所 有 :二 I，2，…，g 有 
oA) Eo.(B), (7. 4. 48) 
而 其 必要 充分 条 件 是 
ol (A) So {BB), 
otA) tatA) a(B) +o(B), 
: {7.4. 49) 
oA oA + (tA) Ea(B) + atB). 

证 明 : 所 需要 的 关键 论断 是 ，M.. .上 的 西 不 变 范 数 是 其 自 变 蔚 的 奇异 值 的 对 称 度 规范 数 
47.4.24) 《7 4 48) 的 充分 性 内 要 求 对 称 度 规 函 数 是 单调 范 数 的 事实 (5, 5. 10)， 而 关于 不 等 式 
组 (7. 49) 的 更 为 明确 的 论断 证 是 前 一 个 定理 的 内 容 . 口 

为 了 应 用 惟 论 (7. 4, 47) 证 明 范 数 不 等 式 ， 重 述 下 面 的 事实 常常 是 有 用 的 ， 诸 Hermite 后 阵 
之 和 的 有 序 特征 值 组 成 的 向 其 优化 各 矩阵 的 有 库 特 征 值 组 成 的 向 量 之 和 . 


7,44.50 引 理 没 4， BE 是 其 有 有 序 特 征 傅 和 (4) 袜 交 扫 0(4) 和 (过 二 (3) 的 
Hermite 拭 阵 ， 叉 设 和 (4 开 ) 委 一 去 ls(4 一 及 表示 A-- B 的 有 序 特征 值 ， 则 向 量 

ACA) —ACB) — [ACA) .CB)] 
优化 向 量 4(4& 一 B= 二 [2,04 一 B) ]; 即 


* 
min{ > a, 54) 一 和 (有 让 :1 过 站 过关 二 六 ?六 a _B) 
;= ‘=1 


对 到 二 1]，2，…， 7 战 立 ， 其 中 等 式 对 上 = 成立， 

证 明 : 定理 (4. 3. 27) 说 明 ， 由 A 一 B+B= A 的 特征 值 组 成 的 向 量 %C64) 二 A(CA 一 B) 十 B) 
二 [ACA 一 如 二 BB) 优化 向 量 4C4 一 BY ACB) 一 [4A 一 B) 十 4,(B)]， 它 等 价 于 向 量 A(A) 一 
24B) 优 化 向 晤 A(A 一 B), 口 

以 (7,4.47) 中 的 条 件 及 上 述 引 理 为 工具 ， 常 常 可 以 把 关于 范 数 或 谱 范 数 的 通 近 定理 或 不 等 
式 担 广 到 整个 西 不 变 范 数 类 . 

例如 ，(7. 4. 15) 说 明 ， 刘 果 A，BE M,. 是 分 别 具 有 有 序 青 异 值 ol (A) 守 -… 守 go,(A) 汪 0 和 
(BB 之 … 空 ,4B) 安 0 的 某 两 个 矩阵 ， 且 gq 二 min{m，#}， 则 


» 
AB (oA) BT) 
1 一 | 


表示 这 个 下 界 的 另 一 种 方式 是 

1A—Bl: 守 | 2A) — 3B) |;, 
其 中 ,A 一 V3(A)Wr 和 BB 一 V3(B)W; 是 奇异 值 分 解 ，z(A) 和 2(B) 的 "对 角 线 "上 的 相应 
奇异 值 按 从 最 大 到 最 小 的 顺序 排列 ， 这 种 不 等 式 的 另 一 个 例子 是 (7. 3. 8(a))， 它 是 关于 谱 范 数 
的 . 《7. 4. 15) 推 广 到 所 有 酉 不 恋 范 数 就 是 取 这 种 形式 ， 
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7.4.51 定理 设 肪 ，BEM, ,是 上 共有 奇异 值 分 解 A 一 VECA2WIY 和 上 二 V3LBJYW; 的 某 两 个 
和 矩阵， 其中 ， 玉 YEEM 入 ，W;€M, 是 两 矩阵 ， 而 5344) 和 304B) 的 "对 角 元 "者 按 递 减 
顺序 排列 ， 如 A 一 B81 宇 上 CA BSCB) | 对 MM, 4 的 每 个 西 不 变 范 数 上 :| 成 立 ， 
证 阴 ; 设 9g 二 minfmr， nl}， 利 用 (7.3. 站 拒 太 的 夺 异 值 
GA) 人 0 
与 Hermite 簿 阵 


~ 0 A 


0 
前 g 个 十 正 特征 倩 灶 应 起 来 ， 访 的 二 个 有 序 特 征 值 姨 
TIA) EE GA) a A 一 二) 


对 丸和 入 一 性 也 可 以 作 类 似 的 对 应 ， 和 A 让 与 的 有 序 特征 值 的 差 是 上 [a CA) 一 gC(B)],，…， 
上 Lot 一 or 局 及 (| mm 一 nn | 项}0.， 虽然 如 何 排出 这 个 序列 的 硕 序 一 般 是 不 清楚 的 ， 伺 

,按照 这 个 序列 的 顺序 ，g 个 最 小 的 元 是 {一 ot) 一 ga,(B) | )， 把 引 理 C7. 4. 50) 应 用 于 访 ， 
和 丰 - 吾 便 使 我 们 确信 


Ca 上 
Dam oA-a BIA 
，] 7 一 1 


对 一 1，…， 9 域 丫 ， 它 等 价 于 


2 闭 H 


此 上 
2 有 max[ > 1o04) (BD) 
:一 上 站 时 ’ 


对 让 一 1 下 成立 ， 因 为 {| go (和) 一 go (BY 是 St4) 一 SCB) 的 奇异 值 的 集合 
(7- 二 4 人 保证 ‖ 和 一 世上 衬 下 za 一 到 时) ‖ 对 任何 西 椒 变 范 数目 中 成 袜 ， 口 


7.4.52 例 定 翰 (7.4. 51} 的 一 个 推论 是 ， 对 十 在 例 (7.4. 上 中 所 卷 虑 的 关于 Frobenius 范 数 水 
某 个 韦 阵 AE MM, 的 (在 最 小 一 莱 意 义 下 的 ) 最 佳 秩 这 近 问题 作 推 ， 则 果 | ,是 西 不 变 范 数 ， 
又 如 果 BE MM 有 秩 走 ， 则 (BB 守恒 守 g (BB) 0 一 6 1(B) 二 … 一 g,(B)， 于 是 ， 
[a Bl | 3) —2B)1 
= |‖ diagtoa CAY -og (BY so A) — gl Bo CA), yo, CA)) | 
| diag Oe O00 CGAY ,on 6, (14)) | ， 
其 中 ， 我 们 用 到 了 对 角 矩 阵 的 加 不 变 范 数 基 单 油 范 数 的 捉 实 ， 这 是 因为 它 是 诸 对 角 元 的 对 称 度 
规 钞 数 ， 另 外 ， 当 BB 二 VEW* 时 可 能 取 等 式 ， 其中， A 一 VE CAJW' 是 A 的 奇异 值 分 解 ， 曾 
E= diag[o (tA, os glA), 0 oo, D1]. 
有 因此， 对 任意 六 EM, 和 秩 为 有 的 任意 BE M,， 关 于 企 意 西 不 变 范 数 有 下 界 
A -BI IdiaglO ,OotA) ng (CA) 
oAY | diag(Os sd ,i 1) | 
‘最 后 :~ 个 表示 式 的 对 角 线 上 有 上 项 零 )， 其 中 ,第 一 个 不 等 式 可 以 是 等 式 ， 而 第 一 个 不 等 式 一 
般 不 腾 等 式 ， 第 二 个 不 等 式 ( 如 果 4 是 非 奇 异 夭 阵 ， 该 不 等 式 完全 可 以 从 对 称 度 规 函数 的 单调 
性 推出 ， 耐 如果 汪 基 奇 异 矩阵 ， 则 结论 是 明显 的 ?有 以 下 优点 ; 它 对 范 数 的 依赖 关系 只 是 友 的 
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明 数 而 不足 和 的 责 数 特别 基 ， 这 说 明 ， 对 任意 非 奇 异 您 阵 4E M, 和 任意 西 不 变 范 数 :| 有 
最 太 下 界 

AB oc) | diagtO ,0.1) | ， {7.4.53) 
它 对 入 与 任意 奇异 军 阵 及 问 的 距离 成 立 ， 即 入 到 奇异 第 阵 所 组 成 的 闭 集 的 最 小 距离 ( 关 地 西 不 
变 范 数 | |) 是 wa) | diagt90, .0,1)1. 
7.4.54 例 我 们 可 以 利 出 对 称 度 规 因数 的 性 质 给 出 M, 上 的 西 不 变 范 数 足 矩阵 范 数 的 简单 特 
征 ， 如 果 | |I 娠 M，F 的 两 不 变 矩 阵 范 数 ， 则 从 推论 (5. 6. 35) 得 知 ，| 4 裕 m (4) 对 所 有 入 EM 
成 立 ， 利用 定理 45.6.9) 和 上 的 每 个 瑞 不 变 范 数 是 自 伴 范 数 的 事实 (见习 题 2)， 用 论断 


[zt4 下 =p4AsAA 发; 全 44; 一 | 4 也 可 以 直接 证 明 上 述 结论 ， 另 -方面 设 :…| 


是 使 | 4 :se Ca? 对 所 丰 AE AM。 都 成 立 的 而 ,上 的 西 不 变 范 数 ， 义 设立 是 由 | .人 诱导 的 C 上 的 
对 称 度 规 函 数 . 利用 7.3 节 习 题 18 中 给 出 的 类 似 于 Wey| 不 等 式 的 关于 奇异 值 的 乘法 不 等 式 以 
及 8 是 单 润 匈 数 的 事实 便 可 推出 
| 4AB 1 geo (AB) ,est AB), ,a (AB)) 

< go Ao tB mn By so Ao (BB}) 

一 

二 04 iB 13| 1B 
因此 ，Ad, 上 的 本 不 变 范 教 人 + 是 短 阵 范 数 ， 当 且 公 当下 Al ( 肪 ) 二 | 站 避 对 所 有 半 E 肝 ,成 
立 ， 特 唱 是 ， 所 有 殉 圭 天 范 数 ，R 一 1，2，…，n， 以 及 所 有 Schatten p 范 数 ，p 衬 1!、| 它 们 分 
别 是 出 (7. 二 和 中 的 对 称 度 规 图 数 及 (5. 2. 4) 少 导 的 ] 昆 矩阵 范 数 .这 个 特征 的 另 一 个 推论 是 ， 
M, 上 的 西 不 变 竹 阵 范 数 所 组 成 的 集合 是 本 全 ，1Md, 上 的 所 有 扼 阵 范 数 所 组 成 的 集合 不 是 凸 集 
[参看 (5.6) 节 习题 9 
习题 

1 证 和 EM 的 巷 &>>0、， 假定 求 一 个 秩 为 站 二 的 下 阵 Al1E M ,要求 能 按 Frobenius 范 
数 最 件 通 近 4， 说 明 这 可 以 按 下 述 方式 进行 : 

设 4=YVE 是 和 的 奇异 值 分 解 . 设 5, 除了 仅 联 a， …， ar 而 其 所 余下 -到 个 “对 角 ” 
元 为 等 以 外 ，Z1 与 了 是 相同 的 ， 于 是 六 三 VE1W ' 有 所 要 求 的 性 质 ， 提 示 : 利用 (7. 4. 135)， 注 
意 到 (7.4,52? 证 明了 所 给 通 近 不 仅 半 于 Frobenius 范 数 是 “最 佳 " 的 ,而 且 关 于 所 有 西 不 点 范 数 
也 是 “最 佳 " 的 . 

2. M, 上 上 的 范 数 称 为 自 伴 范 数 ， 是 指 | 41 一 14 | 对 得 个 AAEM 成立， 试用 定理 
(二 34) 证 明 ， 对, 上 的 等 个 第 林 变 范 数 是 自 伴 范 数 ， 试 给 一 个 是 自 伴 范 数 调 丰 是 西 不 变 范 数 
的 例子 . 

3， 试 用 定理 (7. 4.10) 和 向 (7.+. 的 的 方法 来 确定 ， 用 -个 具有 标准 正 交 行 的 矩阵 YE M,， 
的 纯 基 倍 对 -个 给 定 吓 阵 4AE 邮 ,. (其 中 广安 三 的 最 佳 最 小 一 乘 和 逼近 ， 提 示 : 证 明 ， 这 样 的 算 
阵 Y - 定 有 形式 了 二 VDW， 其 中 VEM, 和 WE HM, 是 两 托 阵 ，D=[10EM IEM， 而 
De Ms- 极 小 化 一 cY 鼎 的 问题 与 极 小 化 上 中-… (Re tr ay pp 旦 相同 的 ， 如 时 
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AVI 基 A 的 奇异 值 分 解 ， 说 明 这 个 极 小 化 问题 上 杰 为 求 
max Re tri2WD VW Ee M, 和 WE MM, 是 西 掉 阵 })， 

然后 利 几 定 理 (7.4.10) 解 这 个 如 同 例 (7,4.13) 中 的 问题 ， 涪 明 这 种 情形 上 下 的 误差 值 与 例 
(7.4.6) 有 相同 的 形式 ， 

4， 考 虚 对 角 知 阵 A，BE AM， 证明 所 有 可 能 的 排列 * 可 以 出 坝 在 (7. 4.11) 中 ， 

5， 和 者 记 17.4. 7 中 定义 的 函数 wt 太 }， 证 明 

utA) < yn Al; 

对 所 有 AE ji, 成立， 且 这 个 界 是 可 达到 的 .试用 定义 直接 证 明 CA) 是 M, 上 的 向 量 范 数 ， 并 
且说 明 为 什么 x(4) 实 际 上 是 MM, 上 的 撼 阵 范 数 ， 提 示 : 和 参看 例 (7. 4. 54). 

6. 证 明 ， 如 归 AE MM, 是 非 奇异 丸 阵 ， 目 xtA) 一 | A |, 和 A 下 是 4 关 于 谱 范 数 的 条 件数 ， 
则 wxCA}=a/o,， 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 之 比 ， 这 如 何 辣 估计 «(CA) 社 | 4474, | 作 比 较 ? 

7, 证 明 Kantorovich 不 等 式 (7. 4. 42) 中 的 常量 必 和 种 4, 的 儿 何 平均 值 与 14， 和 的 算术 平 
均 利 之 比 的 平方 . 

8. 设 4E 邮 ,是非 奇异 Hermite 第 阵 ， 试 用 Kantorovich 不 等 式 (7, 4. 40) 证 明 
国 上 ar 中 Ar ote_l1 人 | )， 


oT | 


me Lr: 2a1 6, 2 


其 中 司空 … 之 gs >0 昨 入 的 奇 皆 值 ， 证 明 5 种 分 知 蚌 上 的 诸 特征 情 的 最 大 绝对 值 和 最 小 绝 
对 值 ， 并 且 证 明 


人 te 


其 中 «是 A 的 谱 条 件数 .给 出 一 个 向 量 z 使 上 述 极 大 值 可 达到 .利用 赠 条 件数 以 及 它 与 上 面 所 
定义 的 极 大 秆 的 关系 ， 说 明 为 什么 有 
#1) 
直接 证 明 这 个 不 等 式 ， 提 示 : 证 明 对 于 r 定 ]，f(iz) 一 + 一 [x 十 (1/x) /2 是 增 丽 数 . 

9. 设 庆 ， hh，…， 是 x 个 给 定 的 正 实数 ， 试用 Kantorovich 不 等 式 (7. 4. 42) 证 明 ， 如 打 
my， ws 是 非 负 的 ， 且 其 和 为 1， 则 


HH n 


a (hans + A 
(DD 


19. 证 明 ( 属 于 Greub 和 Rheinboldt 的 )Kantorovich 不 等 式 (7. 4, 42) 的 下 述 推广 , 设 8，C 
EM 是 交换 的 正定 矩阵 ， 分 别 有 等 征 值 0 二 必 委 和 … 拉 1 和 0 各 芒 … 过 ps， 则 


» of A A 。 
和 "tr" B: "CY 
《 T) 裤 Gm nT JE (Fr) 


对 所 有 rE C" 部 成 立 ， 提 示 : 因为 对 某 个 两 征 阵 UEM 有 B=UAU? 和 C=UMU*， 先 用 y= 二 
Ux 与 所 要 求 的 不 等 式 ， 然 后 用 x 一 (CAM) 写 不 等 式 ， 于 是 代 B 一 AM :应 用 (7. 4.41) 吕 证 
明 所 要 求 的 不 等 式 成 立 ( 日 可 取 等 式 )、 并 且 对 于 指标 1 所 j 关 & 才 x 的 某 个 选择 有 形 如 


CA FF Ara) 
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的 常数 ， 证 明 这 个 形式 的 最 小 常数 当 ) -1 和 大 =n 时 出 更， 但 是 ， 这 最 后 的 惟 广 不 等 式 不 可 能 
服 等 号 . 
11. 简化 Kantorovich 不 等 式 (7.4. 42)， 证明 ， 若 BE M, 是 正定 矩阵 ， 则 对 所 有 xzEC" 有 
tr Bo Bir | rlt, 
更 一 般 地 . 车 BE M, 是 正定 短 阵 ,证 有 明 ， 则 对 所 有 +，wEC" 有 
Cr Betyw By) (try), 
其 中 等 式 对 x 一 BB 'y 成 立 ， 由 此 得 出 对 所 有 .rE C" 有 


LOA 二 AD 3 


EE (Cr" x). 


(= 
提示 ; 如 果 1 之 0， 证 明 
| 人 wo( 兰 || < 上 S31 | x, 2) ){ 
i=1 


然后 记 了 一 UAU. 
12. 设 BE M. 基 王 定 禾 陈 ，yEC' 是 任 一 非 零 疝 量 ， 且 定义 


jiB,y) =min|E re C0”, rx"y 闫 0. 


证 明 (8B8B，y) 是 有 意义 的 ,然后 利用 习题 11 证 明了 (B，y) 二 1/y" 585'y， 证明 f 其 有 起 加 性 性 
质 ， 即 对 所 有 yE C" 和 所 有 正 宪 年 阵 4，BE M, 有 

fAL BN fA vy) FFB,y) 
现在 设 ;一 e,，v, 是 第 i 个 标准 单位 基 向 量 ， 然 后 推出 Bergstrom 不 等 式 


deitA 二 By) . detA ] det 月 
det(A, 十 一 det A, det HB," 


对 件 何 正定 矩阵 A，BE MM 成 立 ， 其 中 AGE MM 表示 划 去 4 的 第 i 行 和 第 i 列 得 到 的 A 的 主 
于 矩阵 ，B, 的 意义 类 似 ， 这 种 接近 于 Bergstrom 不 等 式 的 方法 是 有 着 广泛 上 用途 的 所 渭 拟 线性 
化 方法 的 … 个 应 用 实例 ; 拟 线 性 化 是 把 一 个 所 考虑 的 量 的 非 线 性 两 数 表 赤 成 另 一 个 函数 的 约束 
极 值 ， 而 这 个 新 销 数 线性 地 (或 许 只 是 加 性 地 ) 依 赖 于 所 考虑 的 量 ， 在 (7., 4, 24) 中 的 关键 步 又 
《证 明 用 奇异 值 的 对 称 度 规 函数 定义 的 M,., 上 的 准 范 数 实际 是 -个 范 数 ) 号 用 (5. 4. 12) 中 的 拟 
线性 化 完成 的 . 

13. 对 于 任 一 复数 *， 不 等 式 | xz 一 Re zz | 所 | x 一 .r | 对 任何 实数 x 成立 ， 这 个 不 等 式 到 方 
阵 AE MM, 的 看 似 合 理 的 推广 是 


| AA- 二 (A + AA) 


i = ln 


| 


对 所 有 Hermite 年 阵 日 EM 成立， 证 明 ， 这 个 不 等 式 对 所 有 西 不 洗 范 数 | .| 以 及 更 一 般 地 对 
所 有 自 伴 范 数 成 立 ， 贞 此 得 出 ,基于 |.|‖ ?从 一 个 给 定 和 矩阵 AE BM 到 由 币 , 中 的 Hermite 逢 


阵 组 成 的 闭 集 的 耻 离 是 亏 A 一 本 1， 提示 : 4 5 (CATA ) =} FA ID CH 一) | 
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去 了 1 一刀: 二 ; | H—A |. 


| 
| A- ; (4A 十 二 1 


14. 对 任意 复数 >， 有 不 等 式 | Re x ;所 |z|. 证 明 它 的 明星 推广 1 (4 十 本 72 委 1 4 
对 所 有 4E .和 所 有 本 不 变 { 甚 至 自任 ) 范 数 用 | 成立 . 


15, 设 AE M 是 给 定 的 ,入 … 三 1, 是 二 (A 十 A ) 的 有 序 特征 值 ， 又 设 之 … 之 0, 是 A 
的 有 序 奇 措 入。 说 明 为 什么 不 等 式 
(4 + A])E eA) ke len 
可 以 看 作 关 于 复数 的 不 等 式 Re zs | = | 的 一 个 推广 ， 这 个 不 等 式 是 说 ，A 的 第 个 最 大 坷 民 
值 大 于 或 等 二 (A 十 A ) 的 第 不 个 最 大 特征 入， 提示 : 车 v 是 Euclid 单位 向 景 ， 则 


了 (A+A Dy = Rey’ Ay SE | Ay J;, 


用 Courant Fischer 定理 (4. 2, 11) 表 示 4。, .1， 然 后 用 这 个 不 等 式 和 (7. 3. 10) 得 到 a. 

16. 没 AE MM 是 给 定 的 ， 闵 谈 "是 M 上 的 一 个 西 不 变 范 数 ， 利 用 (7. 4.51) 证 明 ， 
| A UI 衬 3(A) -1 对 任 一 西 拭 阵 UE MM 成立， 月 这 个 木 等 式 可 取 等 式 ， 由 此 得 出 
15(4 一 下 是 (关于 是 上) 共和 划 由 时, 中 的 西 甜 阵 组 成 的 紧 集 的 距离 . 

17. 没 AE JM, 有 奇异 值 分 解 和 A 二 VE(A)W  ， 义 设 上 " 川 是 全, 上 的 酉 不 变 范 数 .证 明 

za oT AUl 3A)+1| 

对 任何 此 知 阵 UE M, 成立， 提示: 让 明 ， 在 任 -- 西 第 阵 的 任 一 奇 辟 秆 分 解 中 有 (0) 一 I， 于 
是 从 (7-4.51) 青 接 推出 下 界 成 立 ， 关 于 工 界 ， 利 用 (7. 3) 节 16 题 中 类 似 于 Weyl 的 加 法 特征 值 
不 等 式 的 奇异 值 不 等 式 泪 明 a，, (A 十 (一 UD) 坊 g, (4) 二 ot 一 U)， 然 后 用 (7, 4 48)， 

18. 试 以 例 (7.4. 53)? 中 关 十 非 奇 异 和 矩阵 A 的 泵 等 式 为 指南 ， 求 上 A 一 B81 的 最 大 下 界 ， 其 
中 ，AE M, 是 给 定 的 秩 上 1 和 矩阵 ，BE M, 基 任 意 铁 有 < 矩阵 ， 丽 由 .| 是 酉 不 变 范 数 ， 

进一步 阅读 定理 (7.4,24)m 一 n 的 情 撒 的 最 初 原型 属于 Von Neumann; 可 参看 (5.4) 节 
引用 的 文章 。 Wielandt 和 Kantorovich 不 等 式 取 自 [Hou 64]， 并 且 作 了 改编 ，[Heou 654 ] 还 有 
许多 原始 资料 ， 在 关 的 推广 以 及 其 他 资料 可 参看 A，Clausing, “ Kantorovich-Type 
lnequalities, "Amer,， Math. Monthiy 89(1982)，、314-320， 习题 12 中 接近 于 Bergstrom 不 等 
式 的 方法 取 串 [LBB]， 它 用 -大 章 ( 还 有 大 量 的 参考 资料 ) 专 门 论述 由 工 定货 阵 引 起 的 渚 不 等 式 ; 
并且 对 拟 线性 化 方法 也 和 有 有 讨论， 还 给 出 了 许多 便于 .， 关 二 对 所 有 西 不 变 范 数 都 成 立 的 语 不 等 式 
的 其 他 资料 可 参 夺 [Mirsky; “Symmetric Gauge Funetions and Unitarily Invariant Norms,” 
Quart. 了 Math. Orford 11(2)(1960), 50-539 以 及 EK. Fan and A. J. Hoffman, “Some 
Metric Incqualities in the Space of Matriees,” Proc, Amer, Math. Suc. 6(1955), 111-1156. 
例如 ， 这 些 结果 如 何 应 用 本 统计 学 以 及 有 关 统 计 学 文献 的 其 他 资料 可 参看 0，R。，Rao， 
“Matrix Approximations and Reduction of Dimensionality in Multivariate Statistical Analysis,” 
Mudtivariate Analysis —V, Proceedings of the Fifth International Symposium on Multivariate 
Analysis, P. R, Krishnaiah, North-Holland, Amsterdam. 1980, pp. 1-22, 


7.5 ”Schur 乘积 定理 
-个 特别 简单 5 又 形 蕊 月 然 ?的 智和 阵 * 乘 法 "是 接 对 应 分 量 相 乘 ， 


7.5.1 定义 ”如 果 有 =[a, EM 和 和 了 一 | 记 ]EM 是 给 定 的 矩阵 ， 则 和 和 睛 的 Hadamard 乘 
积 是 盾 阵 A* B=fa,b, EM 
常常 称 Hadamard 乘积 为 Schur 乘积 .人 虱 所 阵 旭 法 一样 ，Hadqamard 乘法 是 可 交换 的 ， 央 
而 它 比 普通 矩阵 科 法 要 简单 得 多 . 
jTadamard 乘积 自然 可 以 从 几 种 不 同 的 观点 产生 出 来 ， 例 如 ，F 的 利 5 的 是 周期 为 2x 的 
连续 周期 晤 数 ， 允 如 时 


an 2 
ee 和 bh | ec)de, 


4 一 0， 士 1， 士 2，…， 则 着 积 
AD 一 | /0 pd 
有 三 角 生 
08， 


它 适 合 蛋 等 式 4 二 abi， 上 一 0， 土 !， 土 2，*…， 于 是 ，h( 四 的 二 角 拓 的 Toeplitz 捧 阵 是 / (9) 和 
的 的 三 角 目 的 Toeblitz 矩阵 的 Hadamard 乘积 : 
= 
如 果 1) 相 g( 外 都 是 非 负 实 值 随 数 ， 则 卷 积 有 (四 也 是 非 负 实 值 滑 数 ， 因 此 ， 如 (7. 0.5) 中 所 证 
明 的 子 样 ， 甜 阵 [a，,]， [5 ,J 以 及 [xi] 都 是 半 正 定 矩 隆 ， 这 屁 Schur 乘积 定理 的 一 个 实例 ， 
滚 定 理 基 说 : 遇 个 半 正 定 矩 阵 的 Hadamard 乘积 是 半 正 定 和 矩阵 ， 
又 如 ， 考 虑 积分 算 子 


四 
K(f 一 | Km fn dy, 


其 中 ， 核 (rz，y) 是 有 限 区 间 [a, 站 X[a, 加 上 的 连续 了 汕 数 ， 和 日 f€ Ca, 565]. 如 果 我 们 有 第 
一 个 核 豆 Cr，yw)， 则 可 以 考虑 ( 逐 点 ) 于 积 校 L(rx，y) 一 KCr，y)HCr，y) 和 相关 联 的 积分 
算 子 
LD=| Lr /dy = | kw I fdy. 
线性 上 映射 广 ~ 天 ( 户 日 然 是 矩阵 ”向量 乘法 的 极限 (把 积分 看 作 有 限 Riemann 和 的 帝 近 )， 并 是 
积分 算 子 的 许多 性 质 可 以 通过 对 抵 阵 的 已 知 结果 皮 适 当 的 极限 导出 . 从 这 个 观点 出 发 ， 积 分 核 
的 ( 逐 点 ) 乘 积 革 出 -个 积分 算 子 ， 它 是 业 似 于 禾 阵 前 Hadamard 乘积 的 自然 的 连续 形式 ， 
如 果 积 分 核 KGr，Y)? 有 以 下 性 质 ， 
| (Cry fr fndrdy 20 
对 所 有 jE Cca, 如 威 立 ， 则 称 Cx，w) 为 半 正 定 核 ，- -个 经 典 结 果 (Mercer 定理 ) 是 涪 ， 如 果 


[el 
1 
1 
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KCrz，) 是 有 限 区 间 [a， 5 上 的 连续 半 工 定 核 ， 则 存在 组 正 实数 (3,}( 称 为 "特征 值 ”) 和 一 组 
连续 陪 数 {BCr1( 称 为 “特征 阴 数 "} 使 得 在 La,， 5j]XxLa,， 585] 上 有 


Kirsy) = y， 2 
且 该 级 数 忽 对 一 致 收敛 . 
如 果 Cx， 六) 和 玉 (x，y) 是 同一 个 有 限 区 问 ia， 5 上 的 连续 半 止 定 核 ， 则 日 (x，y) 在 


La 了 六] xX La » 四] 上 也 有 钨 对 -- 致 收 襄 的 表达 式 


Hi,y) _ > EA 
el Er 


其 中 ， 所 有 的 ,>0、 根据 相应 级 数 的 直接 刁 法 ，( 玫 点 ) 乘 积 核 L(xr，v}= 二 K(x， WH(r, y) 
在 Ta，]X[a， 5] 十 有 表达 式 
Js) 一 >» OS 
了 = 上 


A 
它 也 绝对 一 臻 收 黎 .于 是 
| 上 Cry rryrFrsdrdy = > i 
因而 T(x， wy) 也 是 半 正 定 的 ， 这 是 Schur 乘积 定理 的 另 一 个 实例 ， 
练习 证明， 两 个 Hermite 矩阵 的 Hadamard 乘积 总 是 Hermite 矩阵 ， 但 是 ， 两 个 
Hermite 矩阵 的 普通 矩阵 汪 积 是 Hermite 矩阵 ， 当 有 目 仅 当 它们 是 可 交换 的 . 


下 2 
| 多 人 人 Cr)Rridrl 0, 


2 1 2 1 
练习 考察 抵 阵 4 一 | ， ,6-|， 3 | 证明 ，4， 日 和 4 ,日 是 半 正定 矩阵 ， 而 基 通 


的 条 阵 乘积 AB 不 是 半 正 定 和 矩阵 ， 但 是 可 以 证 明 AB 的 特征 值 是 下 的. 

在 这 里 引进 Hadamard 莱 积 的 主要 理由 是 ，( 不 同 于 普通 矩阵 乘积 ) 它 使 由 诸 半 正定 第 阵 组 
战 的 锥 不 变 ， 它 还 给 出 了 半 正 举 矩 阵 和 非 策 实数 问 的 另 一 种 类 伺 ， 我 们 从 一 个 具有 独立 意义 的 
论断 开始 . 

任意 矩阵 可 以 表示 成 _- 些 秩 1 征 阵 的 和 ， 其 中 被 加 和 抑 阵 的 个 数 等 于 该 矩阵 的 秩 ， 而 对 于 半 
正定 矩阵 ， 被 加 矩阵 也 可 以 选 为 半 正 定 矩 阵 ， 
7.$.2 定理 如 果 4E 人 ,是 秩 上 音 正 定 算 阵 ， 则 和 4 可 写成 形式 

和 A= 二 wv 二 二 wv, 
其 中 ， 生 个 专 EEC， 了 fw， } 是 非 雷 向 量 的 正 交 组 ， 
证 明 : 利用 谱 定 理 将 A 写成 4=UAU' ， 且 设 久 是 品 的 第 i 别 的 41 倍 . 国 
我 们 的 主要 结果 常常 称 为 Schur 来 积 定理 、 


7.$5.3 定理 如 时 4A， 总 和 邮 ,是 半 正 定 唐 阵 ， 则 4。 有 妖 也 是 半 正 定 纸 孟 . 此 外 ， 如 果盘 和 日 
者 是 正定 些 阵 ， 则 4“ 太 也 是 正定 矩阵 ， 

证 明 ， 利用 (7. 5, 2) 记 A 二 vw or 二 wv 和 B= wr | ve, 其 中 =rank A 
m 一 rank 站， 注意 到 


Ed 
Bo— Du 
共 中 /一 w* zw。 因为 和 A。B 是 ( 秩 1) 半 正定 祭 阵 之 和 和 ， 所 以 入。B 也 是 半 正 定 答 阵 , 


如 果 妨 和 上 B 部 是 正定 年 阵 ， 则 上 二 忒 二 n， 且 向 基 骨 {1w 1 和 {zw ;部 是 C" 的 正 交 菇 ， 尚 若 
点。 了 是 奇异 矩阵 ， 则 存在 某 个 非 零 向 基 使 得 (4。 3)r=0， 因 而 


rn, Br = Sx (Hate le us | = 0. 
男 一 方面 ， 每 一 项 必须 分 别 为 零 ， 因而 


| [em | | ro vw | = 0 
对 所 有 和 j 成 六 .这 说 明 ， 对 每 个 i， 向 晤 7。 ww 正 诡 于 所 有 向 量 志 / ，ws，…，w,， 因 此， 
二 0 对 所 有 ;1 二 1，2，…,， 成 羡 ， 特 别 是 ， 这 药 注 vx 一 0 对 所 有 i 一 1，… 上 成 六 ， 因 为 
这 意味 着 + 与 基 的 所 有 元 素 正 交 ， 所 以 .- 定 有 z=0， 由 此 得 出 4。 吾 一 定 是 非 奇异 和 矩阵. |] 
练习 ” 设 A，BEM,， 试 用 (7.5.3) 的 证 法 证 明 ， 当 A 和 8B 是 半 正 定 矩 阵 时 ， 总 有 rank 4 ， 
Bs (rank A)Crank B}， 特别 县 证 明 ， 如 果 {rank 4)(rank B)<a， 则 上 。 昌 一定 是 奇异 乞 阵 . 
练习 证 明 ， 当 入 和 如 是 Hermite 斤 阵 而 不 一 定 是 半 正 定 矩 阵 时 ， 上 述 练习 的 论断 仍然 
成 立 ， 
练习 考察 乔 阵 4 | 。 jms-|， 0 说明 .即使 入 和 部 有 正 的 物 ，rank A 


也 可 能 是 零 ， 
练习 证明， 和 如果 4 是 正定 拖 阵 而 吓 是 负 定年 阵 ， 则 4。 有 是 负 定 什 阵 . 


7,5,4 推论 (Fejer 定理 ) 设 思 =[a,]E M,， 则 A 是 汗 正 定 和 矩阵 当 且 仅 当 


Dab, 守 0 
对 所 有 半 正 定 矩 阵 8 一 [5,]E M, 成 立 ， 

证 明 : 假定 A 和 刁 是 半 下 定 和 阵 ， 月 设 xzE C* 是 所 有 分 量 都 等 于 1 的 向 量 ， 二 是 和 A。B 
是 半 正定 矩阵 ， 而 且 34,6, 正好 是 +， (A 。B)z， 它 肯定 是 非 负 的 ， 反 过 米 ， 如 果 当 已 是 半 开 
定 矩 阵 时 有 Zu,5, 他 人。 此 时 对 任意 给 定 的 向 量 xEC 令 B=[b, J] 三 [x,xr,j. 于 是 日 是 半 下 定 
矩阵 ， 量 


Dab, = Dai, = 点 r 让 0, 


因为 xEC" 是 任意 的 ， 由 此 得 出 A 是 玉宇 定 逢 阵 . 口 
7.5.5 应 用 设 DPCR" 主 有 界 开 集 ， 出 
= Dotn 2 thn Etre (7.5.6) 


给 出 的 CD) 上 的 二 阶 线性 微分 算 子 L 下 四 D 中 是 椭 图 昏 的 ， 是 措 对 所 有 的 xzE D， 算 阵 
ALz) 三 [a,《z)] 是 正定 矩阵 ， 假 定 存在 某 个 we CY《D), 它 在 隔 的 闭 包 上 连续 及 在 上 D 中 适合 方 
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程 Lu 一 0， 关 杆 蚜 数 & 入 口中 的 局 朗 极 大 和 局 部 棋 小 我 们 能 说 些 什么 ?假定 yE DD 是 关于 w 
的 驹 部 概 小 值 点 于 是 对 所 有 i 二 1，2，…,， 有 


ou 


Ed 


并 且 Hessian 宛 阵 


在 点 > 是 正定 的 ， 央 此 ， 在 点 有 
Ja 一 站 一 Da, 了 -es 
1 1 ' ? 


六 上 1 由 Fejer 定 埋 (7. 5.4) 可 知 ， 含 有 二 阶 导数 的 和 必须 是 非 负 的 ， 因而 项 尺 (yj)w(y) 必 须 居 非 
下 的， 特别 是 ， 如 果 ey) 0， 则 不 可 能 有 aty) 过 0， 辐 理 可 社 ， 如 果 cty) <0，utly) 不 可 能 
在 相对 极 大 值 内 点 3 为 卜 这 些 简 单 的 结论 就 是 下 述 章 要 原理 的 要 点 ， 


7.5.7 绊 极 小 原理 ” 没 用 (7. 5. 86) 定义 的 算 子 工 为 局 中 的 籽 赔 型 算 子 ， 且 假定 在 D 中 cl)<0. 

如 果 wEC (DD) 在 哺 中 适合 Lx 三 0， 则 & 不 能 有 负 的 相对 极 小 值 内 点， 或 者 不 可 能 有 正 的 相对 

极 太 值 点 ， 此 和 外， 和 如果 在 睛 的 闭 包 | 连续 吕 在 DD 的 边界 上 非 策 ， 则 上 在 D 中 必定 处 处 非 负 . 
从 极 小 原 坦 可 以 推出 篇 微 分 方程 的 一 个 基本 的 唯一 性 定理 ， 


7.5,8 Fejer 唯一 性 定理 ”假定 用 (7.5.6) 定 义 的 算 子 工 足 棋 轩 入 的 ， 设 在 呈 中 ex)<0， 并 且 
考虑 下 述 边 值 问 题 : 

在 也 中 ，Ta 一 了 了 是 已 知 项 数 ; 

在 9P 上 上，w 一 g，g 是 已 知 清 数 ; 

侍 品 中 ，& … 次 连续 可 微 ; 

齐 卫 的 闭 包 上 ”连续 . 
则 这 个 问题 至 多 存在 一 个 解 . 

证 明 : 假如 ww 和 是 这 个 问题 的 两 个 解 ， 则 肖 数 wv 二 mw 一 uz 基 同 一 类 蜡 问 题 的 一 个 解 ， 
不 这 具有 寒 边 值 梨 件 且 在 也 中 Lu 二 0， 由 弱 极 小 原理 可 知 ， 在 DD 中 vw 必须 非 负 ， 把 同样 的 论 
证 几 丁 wv， 得 知名 在 DD 中 也 必须 非 正 ， 因 而 在 了 D 中 wv 二 0. 

练习 说 明 缔 极 小 原理 和 Fejer 叭 -性 定理 如 何 应 用 十 DCR" 中 的 偏 微 分 方 各 写 ?一 Xu 二 
0 其 中 足 正 实 参数 . 

Schur 蒋 积 定理 的 最 后 个 推论 是 容易 证 明 的 .如果 4 一 [ae,]EMW, 是 半 正 定 生 阵 ， 那 么 
太 ，AA 二 .as ] 也 是 半 正 定 知 阵 ， 由 妇 纳 法 可 知 ， 对 所 有 上 = 一 1，2，…， 所 有 正 整 数 次 Hadanard 
窜 Las | 是 半 正 定 此 阵 ， 因 为 半 止 定 上 矩阵 的 任意 非 负 线性 组 台大 半 正 定 矩阵 (7.1.3)， 这 芍 诅 ， 
只 要 所 有 全 衬 0 


项 
qtaAtaae A ta Re A= [ait aoa tad, 1 ua")] 
= [pta,)}] 
就 是 半 正 定 盾 阵 ， Pir)=ao Tart tar™ 是 非 负 系 数 多 项 式 . 更 一 般 地 ， 如 果 
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ftz) = DV ar’ 
是 解析 至 数 ， 其 中 所 有 a 室 0 且 收 化 半径 R>0， 则 经 简单 的 极限 证 法 可 证 ， 只 要 所 有 | a | 
RR， [flu,)jE M, 就 是 半 正 定 矩阵 ， 或 许 最 简单 的 例 了 是 f(z) 一 x*， 上 其 吞 级 数 对 所 有 xEC 
部 收敛 ， 它 的 系数 是 a 二 1781 >>0， 根 据 这 番 证 明 ， 只 要 A 二 [a, ]€ M, 是 半 正 定 矩阵 ，[e ] 
就 是 半 正 定 和 矩阵 ， 这 个 结果 还 可 以 改进 ; A 的 较 弱 条 件 足 以 保证 以 4 的 分 量 为 指数 的 矩阵 是 
闪 正 定 的 .网 LHJ]. 


7.5.9 推论 设 A=[a,]EM, 是 半 正 定 乱 阵 ， 则 

(a) 对 所 有 一 1，2，…， 焉 阵 [as ] 是 半 正 定 上 矩阵 ， 

4b) 如 果 fz) 二 a 十 ayz 十 dy 全 十 是 其 有 非 负 系 数 的 解析 沟 数 ， 生 收 化 半径 卫 守 0， 则 当 
所 有 1 a, | < 之 RR 时， 矩阵 [ f(a, )]j 是 半 正 定 和 矩阵 . 
习题 

1. 证 明 ， 如 果 态 (A}(A 的 Hermite 部 分 ) 是 正定 矩阵 ， 且 B 是 正定 矩阵 ， 则 H(A 。B) 是 
正定 矩阵 . 

2. 如果 有 A 二 [a ] 旦 尘 正 定 纯 阵 ， 证 明和 矩阵 [ | a | 5 引 也 是 半 正 定 和 矩阵， 提示 : 考虑 A。A. 

3. 如 果 A 二 [a, ]EAM, 是 半 正 定 抢 阵 ， 证 明 对 所 有 ER， 卸 阵 [ee” *] 是 半 正 定 的 . 

4 如 果 4 一 [av]EM. 屋 六 正定 给 阵 ， 则 正 整 数 次 Hadamard 寡 矩 阵 A 和 Hadamard 绝 
对 值 平方 矩阵 和 4。 A 恒 为 半 正 定 和 矩阵 ， 但是， 基于 Hadamard 绝对 值 和 矩阵 | A | =[ | a, | 】， 
其 结果 又 如 何 呢 ? (a) 假定 AE M, 是 正定 矩阵 .对 wa 二 1，2，3， 利 用 行列 式 准则 (7. 2. 5) 直接 
证 明 上 4A | 是 正定 矩阵 ， 试 用 取 极 限 的 办 法 对 于 正定 抑 阵 4( 仅 当 #= 一 1， 2，3 有 时) 得 到 相应 的 
结果 ，(b) 利 用 .F(Cr)ces(z) 是 正定 透 数 的 事实 [或 把 costx) 写 成 ros(zr) 一 (ee 十 ge )72 然后 计 
算 二 次 型 ] 证 明 ， 对 (Ti， 心 ，…，T CR 的 所 有 选择 和 所 有 7? 一 1，2，，…， 箱 阵 点 一 [eosgfr， 
- 避 )] 是 半 正 定 和 矩阵 ，(e 设 n= 二 4， 且 设 = 二 0 x 二 zr 二 x/2， 和 x 二 34 在 这 种 情 
形 ， 直 接 计 算 (b) 中 的 (一 定 基 半 正 定 的 ?矩阵 A， 并 且 得 出 它 基 Toenitz 矩阵 计算 1A | 和 
det | 和 | ， 且 证 明 | A | 不 可 能 是 半 正 定 岳 阵 ， 

5. 考虑 习题 4 中 的 矩阵 | 4 | , 证 明 ，Bs | 4 | 。| A1 是 半 正 定 算 阵 ， 而 它 的 非 负 
“Hadamard 方 根 "不 是 半 正 定 和 矩阵 .将 这 与 普通 方 根 如 :的 情形 作 一 比较 . 

6, 督 虑 用 


有 3 10 0 9 
—2 0 10 4 
] 9 4 10 


给 出 的 矩阵 4E M .证明 A 是 半 正 定 矩阵 但 | A | 不 是 半 正 定 短 阵 ， 

7. 设 K(x，y) 是 有 限 区 间 [a，5] 上 的 连续 积分 核 ， 证 明天 (z，y) 是 半 正 定 核 当 且 仅 当 对 
点 集 {zjF-C[e， 的 的 所 有 选择 和 所 有 n 一 1，2，…， 算 阵 [K(x,，xj)] EM, 是 半 正 定 矩阵 . 
提示 : 为 了 证 明 矩 阵 条 件 是 充分 的 ， 考 虑 对 积分 的 Riemann 和 逼近 
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[|x Cr fr Fy drdy = DK TI FIOF Ur I NTA,. 
为 了 证 明 矩 阵 条 件 是 必要 的 ， 考 虑 明 数 
六 了) = Da (r—r,) 
其 中 心 (Cz) 是 “近似 仿 两 数 "， 它 是 连续 的 ， 和 非 负 的 ， 在 区 间 [ 一 es， 后 外 恒 为 零 ， 且 适合 
| seadr=1l 


然后 让 ec 一 0. , 
8、 试 用 习题 7 和 Schur 乘积 定理 让 明 半 正定 积分 核 的 ( 逐 点 ) 乘 积 是 半 正 定 的 ， 这 个 证 明 方 
法 是 比较 基本 的 ， 它 森 需 要 积分 方程 理论 中 的 Mercer 定理 , 
9, 证 明 ， 霄 数 g%E CCR) 是 正定 果 数 L(7. 1) 节 习题 8| 当 旦 仅 当 K(x，y) 三 所 x 一 y) 是 半 正 
定 积分 核 , 
10, 证 明 ， 两 个 正定 函 数 而 (7)， 各 (x) 的 积 ( 加 加) Cx) 是 正定 孙 数 . 
11. 说 明 为 什么 所 有 函数 
sint Tr) _ 1 


于 
去 | edt, TT 0, 
丁 


(2) 一 


{by er 一 -| e Fg dt ， 


Ce) eol 一 -| «gl, 


TT 

以 及 它们 彼此 间 的 所 有 乘积 都 是 正定 函数 . 

12. 利用 11(e} 给 出 (7.2) 节 习题 12 中 的 第 阵 是 正定 矩阵 的 另 一 个 证 期, 

13. 如 果 让 = [a, jE 对 是 半 正 定 扎 阵 ， 证 明和 矩阵 [as, /ti 十 门 ] 也 是 半 正 定 矩阵 ， 担 示 : 
(7. 1) 节 习题 17， 

14. 设 AE MM 是 半 正 定 征 阵 . 证 明 ，xEC* 适合 x * Ax=0 当 上 且 仅 当 Ar==0， 如 果 及 仅仅 
是 Hermite 证 阵 ， 用 例子 说 明 可 能 有 Azr 一 0 而 Ax 关 0. 提示; 将 作 写 成 A 一 UAU* ， 于 是 
"Ax=0 当时 仅 当 234, | > |: 二 0 其 中 z=U, 

15. (顶点 在 床 点 0 的 ) 凸 锥 是 这 样 一 个 症 集 5S， 使 得 射线 们 x: 4 宇 0} CS 对 所 有 xES 痢 成 
立 。 侧 锥 SS 的 一 条 射线 (42 : 4 宇 01 是 一 条 极 射 线 ， 是 指 关 对 于 0<a<1 和 yw，zxE€S 有 x 二 ay| 
4 一 oz 仅 当 > 和 =z 都 在 该 射线 上 ， 等 价 地 ， 凹 锥 的 一 条 射线 是 一 条 极 射线 ， 是 指 把 它 从 该 锥 
中 删 掉 后 所 得 刘 的 锥 还 是 凸 的 ， 证 明 ， 夺 , 中 由 半 正 定 些 阵 组 成 的 凸 久 中 的 射线 1AA，)A 六 0 是 
一 条 极 射线 当日 仅 当 A 的 秩 为 1， 于 是 定理 (7, 5. 2) 荐 说， 每 一 个 半 正 定年 阵 是 位 于 极 射线 上 
的 诸 和 矩阵 的 一 个 凸 组 人 台 ， 提 示 : a) 如果 xzEC" 是 非 零 的 ， 且 rr 二 aA 十 (1 一 a)B 对 某 个 aE 
0， 了 以 及 半 正 定 息 阵 4，BE M 成 立 ， 设 [c，……，xs} EC" 是 一 个 适合 zr 一 0( 其 中 上 二 
2，*…，n) 的 标准 正 交 组 .二 是 0=.r? Ar 一 xi Bx， 内 和 根据 习 由 14 每 个 x; 在 A 和 B 的 夫 
空间 中 ， 由 此 得 出 ， 和 AA 和 上 B 的 牧 剖 是 1， 并 且 各 自 都 是 zx* 的 一 个 正 纯 量 倍数 ，(b) 如 果 AE 
Ms。 是 半 正 定 的 ， 月 其 秩 之 2， 利 用 定理 (7. 5. 2) 记 A 二 B 十 C， 其 中 B=vw* ，w0，rank CC 这 
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1， 且 Co==0。 由 此 得 出 ,，C 不 是 8 的 一 个 纯 其 倍数 ， 因 而 4 不 在 极 射线 上 . 


7.6 相合 : 和 老 积 和 同时 对 角 化 

与 正 实数 的 乘法 不 同 ， 普 通 的 矩阵 乘法 不 总 保持 正定 性 ， 两 个 Hermite 人 第 阵 的 乘积 甚至 可 
以 不 是 Hermite 押 阵 (只 有 当 它们 可 安 换 时 ， 乘 积 才 是 Hermite 捧 阵 )， 是 科 积 诱导 的 二 次 型 可 
以 不 昆 正 负 的 ， 我 们 特 旨 把 这 一 节 的 重点 改 在 正定 矩阵 上 ;关于 Hermite 矩阵 的 更 一 般 药 结果 
见 (d 5) 节 ， 


7.6.1 例 设 4-| 1] 和 B=|， ;|， 4 和 忆 是 正 纸 定 陈 但 AB-| ”| 不 是 对 


称 年 阵 ，FCAB 一 | 。 
但 是 ， 正 定 符 阵 的 普通 药 积 至 少 还 保留 子 一 点 正 性 ， 我 们 的 讨论 要 说 明 某 些 涉及 目 阵 的 和 
与 积 的 有 用 技巧 . 


7.6.2 定义 ”我 们 知道 ， 两 个 佐 阵 A，B' 相合 ， 是 指 存在 非 奇 异 拓 阵 CE M, 使 得 B=C* AC. 

注意 ， 和 相似 一 样 , “相合 是 等 价 关 系 .， 有 时 在 复 的 情形 采用 术 诸 共 示 相 会 ， 以 便 把 它 和 实 
相合 区 别 开 来 . 

7.6.3 定理 和 正定 答 阵 AEM, 与 Hermite 矩阵 BE M, 的 乘积 是 可 对 角 化 矩阵 ， 它 的 所 有 特征 
值 都 是 实数 .和 矩阵 AB 与 B 有 相同 数 日 的 正 特征 值 ， 仙 特征 什 和 零 特征 值 ， 此 外 ， 任 意 只 具有 
实 特征 和 值 的 可 对 角 化 第 阵 是 一 个 正定 矩阵 与 -- 个 Hermite 矩阵 的 乘积 , 

证 明 : 对 于 前 一 部 分 ， 注 意 到 4 "ABA': 二 A1:BA'*， 于 是 后 一 个 矩阵 相似 于 AB， 因 
而 与 它 悦 好 有 相同 的 特征 值 ， 内 为 4 是 Hermite 矩阵 ， 所 以 矩阵 A1*BA!* 相 合 于 B， 因 此 ， 
根据 Sylvester 惯性 定理 (4. 5.8)，8B 的 特征 秆 与 BA 的 ， 因 而 与 AB 的 特征 值 有 相同 的 符 
号 集 ， 此 外 ， 内 为 4 “BA! :是 Hermite 矩阵 ， 它 可 对 角 化 ， 因 而 4B 也 一 定 可 对 角 化 ， 关 于 
后 -个 论断 ， 假定 CE M, 是 可 对 角 化 矩阵 ， 旧 只 有 实 特征 值 ， C=SDS !， 其 中 DD 是 实 对 角 
和 矩阵， 则 C=St5' SDS 1!=(5S*)(S DS-!)==AB， 其 中 A 二 SS* 是 正定 第 阵 而 B= 
汪 “Da 是 Herciauite 从 性 . [] 

两 全 惩 阵 可 经 相似 同时 对 角 化 是 不 常 有 的 ， 需 要 较 强 的 附加 条 件 ， 交 换 性 ， 但是， 两 个 
Hermite 答 阵 可 经 共同 的 “ 相 人 同时 对 角 化 所 需要 的 息 设 条 件 就 很 匀 ， 经 “相合 同时 对 角 化 对 应 
于 用 请 变量 的 一 个 线性 变换 把 两 个 Hermite 二 .次 型 变换 成 诸 平 六 项 的 线性 组 合 ， 下 面 的 结果 是 
经 典 的 ; 关于 综合 的 结果 见 (4. 5. 15) 


7.6.4 定理 设 A，HE M, 基 两 个 Hermite 矩阵 ， 有 内 假定 存在 4 和 日 的 -- 个 实 线性 组 合 可 以 
是 正定 禾 阵 ， 则 存在 非 谊 异 定 阵 CE M, 使 得 C* AC 和 CEBC 都 是 对 角 和 矩阵 . 

证 明 : 假定 对 革 个 we，pBER，P=:a4 十 扣 是 正定 矩阵 . a 和 8 中 至 少 有 一 个 必定 非 零 ， 所 
以 可 以 息 定 8 了 0 但是， 天 为 B=8 :CCP 一 a4)， 如 果 能 证 明 A 和 了 可 经 "和 合同 时 对 对 角 化 ， 
则 可 以 得 出 ， 入 和 日 也 可 经 "相合 同时 对 角 化 ， 由 (7.2.7) 可 知 ，P' 相 人 台 于 单位 矩阵 ， 即 存在 


0 
| 健 至 连 正 定 伟 阵 都 不 是 


= 


[#66] 
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某 个 非 奇 异 算 阵 Ci€ MM 使 得 Cr PC = 和 因为 中 AC 是 Hermite 给 阵 ， 所 以 存在 酉 矩阵 世 
使 得 UU* Cr ACLU=D 是 对 角 和 矩阵 ， 令 C=GU, 则 有 C* PC= 了 IT 和 C* AC=D, 并 且 C' BC= 
B 1(0I 一 oaD) 蚌 对 前 矩阵 . 

这 个 结果 最 常见 的 应 用 是 针对 力学 中 的 经 典 情形 的 ， 其 中 ， 两 个 实 对 称 二 次 型 是 给 定 的 是 
有 一 个 是 正定 的 ， 


7.06.5 推论 ”如 果 AE HM, 是 正定 矩阵 ， 且 号 EM 昆 Hermnite 策 阵 ， 则 存在 非 冰 异 矩阵 CEM,， 
使 得 C* BC 是 对 角 算 阵 且 C* AC=1 

练习 ” 试 求 诸 变 基 的 一 个 变换 使 得 两 个 二 深 型 5.r: 一 2ry 十 y? 和 十 2ry 一 > 都 是 平方 项 
的 加 权 和 . 

对 于 一 个 是 正 候 矩 阵 ， 只 一 个 是 ( 复 ) 对 称 和 矩阵 的 矩阵 偶 ， 也 有 类 似 的 结果 ， 这 个 结果 也 可 
以 归并 到 (4.5.15) 中 , 


7.6.6 定理 ”如果 AEM, 尾 正 定 矩阵 ， 且 BE M, 是 复 对 称 殖 阵 ， 则 存在 一 个 非 奇异 矩阵 局 合 
得 C* AC 和 C7BC 都 是 对 角 和 矩阵. 

证 明 : 我 们 选取 非 奇异 矩阵 CE M, 使 得 CACI 二 I， 于 是 C7BC, 是 对 称 答 阵 ， 因 而 根据 
Takagi 分 解 (4. 4. 4) ， 存 在 瑞 和 矩阵 D 使 得 UTCCTBCDU 一 D， 其 中 D 是 对 角 和 矩阵 ， 于 是 也 有 
[CYACIU 二 TIT， 这样 ， 可 以 取 CGC,U. 

这 个 结果 可 应 用 于 复 变 浮 数 论 ， 关 于 单 叶 函数 的 Grunsky 不 等 式 是 由 正定 Hermite 矩阵 
和 复 对 称 矩 阵 所 诱导 的 二 次 型 之 间 的 不 等 式 ， 

下 面 的 结果 是 (7.6.5) 的 直接 应 用 . 


7.6.7 定理 隔 数 f(A) 二 log det A 是 计 , 中 正定 Hermite 矩阵 组 成 的 凸 集 上 的 严格 凹 函数 . 
证 明 ， 对 任意 两 个 给 定 的 正定 矩阵 A，BE M,.， 必 须 证 明 ， 
Fo4 十 (一 罗 B) 之 afth) 二 人 1 一 oa7B) (7.6.8)》 
对 所 有 aE 0，1) 成 立 ， 而 其 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 4=B、 利 用 (7.6.5) 每 出 4=CIc' 和 了 = 
CAC*" ， 其中，CE M, 是 某 个 北 奇 异 矩 阵 ，4 一 diag( ，…，1)， 且 所 有 >>0。， 于 是 ， 
flaAt (1 wdB)= FCtol FO — mA) FOC + Fal + aA) 
= fA + flal + (1 - a) A), 


af CA FAB=af (A + oFOAC') 
= af (CAF fF) + FA)] 
=af CF fA fa) 
= fA a fA). 
因此 只 需 证 明 ， 对 所 有 eE C0，1)，flal 十 (一 g) 和 ) 守 (1 一 a) (A) 对 具有 正 对 角 元 的 任意 对 外 
短 阵 A 成立 ， 但 这 容易 从 对 数 孙 数 本 身 的 严格 四 性 推出 ， 内 为 


flal (od)= log [[[et dad] = log [et 一 让 
一 上 :=1 


六 > [alog 1 (1 —e)log A,] 
1=1 


= (1—a) Slogh = (1 -olog {la 
4 一 上 ?一 ] 


一 (1 一 alog det A= (1 ~— oa) f(A). 
这 个 不 等 式 中 的 等 式 成 立 ， 当 且 仪 当 每 个 4, 二 1]， 而 这 能 成 立 当 且 仅 洁 A=T 且 B=CIC* = 有 A, 


定理 (7. 6. 7 常常 采用 下 述 形式 ， 它 是 对 不 等 式 (7.6.8) 有 最 称 得 到 的 ， 它 对 正定 矩阵 的 凸 组 
合 是 正定 矩阵 ， 因 而 一 定 是 非 奇 异 和 矩阵 的 事实 给 出 了 数 基 表 示 . 


7.6.9 推论 设 A，BE iM, 是 正定 矩阵 ， 且 设 0<o<1， 则 
detLa4a 二 人 一 的 日 [det 4] [det Bl™, 

其 中 等 式 成 立 当 日 促 当 4 三 量 . 
习题 

1 假定 4EM, 适合 4 一 S 14143， 其 中 SSE M, 是 正定 矩阵 ”证明 A 可 对 角 化 且 A 的 所 有 
特征 值 都 是 实数 ， 提 示 : 考虑 AS 二 $A4* ,证 明 AS 是 Hermite 和 矩阵， 然后 利用 (7, 6. 3). 

2. 证 明 ftA) 二 tr 4 “是 关于 正定 卸 阵 的 严格 凸 函 数 ， 提 示 : 《7, 6. 7) 的 证 明 . 

3, 如果 AEM, 是 半 正 定 和 矩阵 ， 如 和 何 推广 (7.6.3)? 证 明 ，AB 的 特征 值 还 是 实数 , 日 AB 
的 正 转 征 值 和 贷 特征 值 不 会 比 B3 的 多 ,不 过 它 可 能 有 更 多 的 零 特征 值 . 

4 如 果 BE M, 不 是 Hermite 矩阵 ，(7.6.3) 可 以 推广 到 什么 程度 ? 

5. 试用 例子 说 明 ， 吕 能 两 个 Hermite 关 阵 可 经 相合 同时 对 角 化 ， 但 它们 不 满足 (7. 6. 4) 的 
假设 条 件 . 

6. 设 4，BEM: 是 给 定 的 Hermite 矩阵 .就 A 各 B 的 特征 值 而 沦 ，AB 的 两 个 特征 值 的 
实 部 的 所 有 可 能 符号 是 什么 ? 你 能 把 它 推广 到 M, 吗 ? 

7. 设 点 BEM, 是 Hermite 矩阵 ， 日 4 是 正定 矩阵 ， 试 用 (7.6. 5) 证 明 ，A 十 B 是 正定 矩 
阵 ， 当 且 仅 当 A 'B 的 每 个 特征 值 大 于 一 1， 提 示 : 4 十 B=A4(T 十 4-48)， 

8. 设 有 HE M, 是 Hermite 第 阵 ， 将 五 写成 五 =4 十 霹 ， 其 中 由 ，BE MGCR)， 验 证 4 是 对 
称 什 阵 而 B 是 斜 对 称 矩 阵 ， 内 而 B 的 特征 值 是 纯 虚 的 ， 且 成 共 示 对 出 现 ， 试 证 瑟 是 正定 矩阵 
当 具 仅 当 4 大 正定 矩阵 县 'B 的 每 个 特征 值 大 于 一 1， 提 示 ; 利用 x Hz 二 x* Ax 对 所 有 
zER 成 立 的 事实 ， 利 用 习题 7， 如 果 4 是 正定 短 阵 证明 ， 如 果 4 是 -18 的 特征 值 ， 则 一 
4 亦 是 它 的 特征 值 . 由 此 得 出 ， 五 是 正定 矩阵 ， 当 且 仅 当 4 是 正定 矩阵 且 i4 "18 的 每 个 特征 
值 位 子 区 间 5 一 1，1) 肉 ， 并 且 记 1B 的 特征 值 成 对 {一 4,4} 出 现 ， 由 此 得 出 0 所 det 由 -1B<- 
1， 因 而 det B<det 4， 这 是 日， 已 Robertson 的 不 等 式 ， 现 在 记 H= 二 A 十 :B= ACT 十 ;141B)， 
然后 证 明 ， 如 果 刀 是 正定 扯 阵 ， 则 det HH=det Adet(T 吓 i471B) 且 0<det(I 十 i4-1B) 之 1]， 由 
此 得 出 ， 如 果 末 是 正定 第 中、 则 det 甩 委 det 4， 这 是 0，Taussky 的 不 等 式 ， 

9, 由 定理 (4, 1.7) 可 知 ， 短 阵 AE MM, 是 两 个 Hermite 矩阵 的 乘积 ， 当 且 仅 当 A 相似 于 实 
乍 阵 ， 试 用 (7.6. 3 证 明 ，AE JM, 是 两 个 正定 的 Hermite 矩阵 的 乘积 ， 当 且 仅 当 上 各 可 对 角 化 且 


[6 引 
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只 有 正 特 征 值 ， 提 示 : 关于 道 命题 ， 考 谍 A =SA5 '=:55°(S "AS 

10.， 如 果 AA，BE MM 是 正定 盾 阵 ， 则 我 们 知道 ,乘积 AB 是 正定 短 阵 当 且 仅 当 AB 是 
Hermite 拖 阵 . 证明 相 岗 的 结论 对 -个 正定 矩阵 的 乘积 也 成 立 : 也 就 是 说 ， 如 果 4，B，CE 
M, 是 正定 矩阵 ， 则 莱 积 S$ 一 ABC 是 正定 和 矩阵， 当 上 且 仅 当 它 屁 Hermite 詹 阵 提示， 记 $= 
(AB)C 二 EC， 根据 习 题 3， 其 中 玉 有 个 正 特征 值 ， 利 用 (7. 6. 3) 证 明 ， 如 果 SS 是 Hermite 从 
阵 ， 则 下 =SC- :与 S 有 相同 数目 的 正 特征 值 . 

11. 对 习题 10 中 的 结果 的 下 述 男 一 个 证 明 作 详细 的 论述 ; 设 SCa) 三 [(1 一 gj)C4aA]BC， 
其 中 0a1， 如 果 S(1) 是 Hermite 和 矩阵， 又 内 为 SC0) 一 CBC 自然 是 Hermite 年 阵 ， 所 以 所 
有 Se) 都 是 Hermite 和 矩阵， 证 明 所 有 SCa) 都 是 非 奇 异 的 ， 因 为 (~a}C 十 ah 是 非 达 异 的 . 
Sla) 的 诸 特 征 值 连续 地 依赖 a， 当 a==0 时 所 有 特征 值 是 正 的 ， 央 为 所 有 Sta) 且 非 奇 异 的 ， 故 
它 于 零 特征 值 ， 由 此 得 淖 S(1) 的 所 有 特征 什 是 正 的 . 

进一步 阅读 关于 取 自 各 种 正定 类 的 矩阵 所 作 莱 积 的 其 他 结果 ， 以 及 关于 多 个 正定 矩阵 之 
积 的 较 早 结果 ， 其 有 关 的 资料 可 参看 C，S,，bBallantine and GC, R. Johnson"Aceretive Matrix 
Products, ”Lin, Muitilin. Alg. 3C1975), 169-185, 


7.7 半 正 定 次 序 关系 


因为 Hermite 矩阵 是 实数 的 推广 ， 而 正定 矩阵 是 正 实数 的 推广 ， 自 然 要 问 ， 在 Hermite 征 
阵 类 中 是 否 有 不 等 式 关 系 成 ( 偏 ) 序 关系 的 适当 概念 . 


7,7.1 定义 设 有 A， BE M, 是 Hermite 倘 阵 ， 如 虹 A 一 B 是 半 正 定 智 阵 ， 我 们 就 用 及 庆 昌 表 
示 ， 类 但 地 和 A>B 表示 A 一 B 基于 定 算 阵 . 

练习 证 明 土 述 的 不 等 概念 与 息 阵 的 相等 概念 是 -… 致 的 ， 妈 证明 AB 和 BA 茹 涵 轨 
一 也 . 

练习 证 明 ， 关系 六 是 传递 的 和 自 反 的 ， 但 它 不 是 全 序 ; 即 存在 Hernite 逢 陈 A，BE M, 
使 得 入 >B 和 B>A 都 不 成 立 ， 这 样 的 关系 称 为 贪 序 ， 

实 线性 空间 上 的 偏 序 常常 定义 如 下 ， 确定 某 个 特殊 的 财 丁 锥 ， 并 且说 一 个 元 素 大 于 或 等 于 
另 一 个 元 素 ， 昆 指 它们 的 善 位 于 这 个 特 跌 的 锥 中 ， 在 这 种 情形 ，nXn Hermite 短 阵 的 集合 基 
实 线 性 空间 ， 而 半 正 定 矩 阵 的 集合 是 闭 凸 锥 ， 这 显 热 是 她 自身 为 实 线性 空间 而 非 负 实数 集 为 
闭 媚 锥 这 一 熟知 情形 的 推广 ， 不 过 在 R 上 给 出 的 是 “普通 ”的 (全 ) 序 (而 不 仅仅 是 情 序 ). 

矩阵 间 的 各 种 其 他 的 "不 等 "概念 (其 中 最 值得 注意 的 是 按 照 分 量 确定 实 抑 阵 的 大 小 ?可 以 用 
类 似 指 方法 来 定义 : 把 矩阵 的 一 个 锥 看 作 非 负 实 数 的 推广 ， 并 旦 说 A* 大 于 或 等 于 ”B， 是 指 它 
们 的 差 A 一 日 位 于 这 个 锥 中 ， 一 般 ， 这 样 - 些 不 同 的 “不 等 "概念 可 以 通过 上 下 文 来 区 别 ， 不 过 
它们 的 效用 取决 于 与 实数 集 的 类 似 推 广 到 什么 程度 以 及 这 个 “不 等 "概念 与 其 他 不 等 关系 (例如 
特征 值 、 行 列 式 等 之 问 的 不 等 关系 ) 有 多 么 密切 的 关系 . 

注意 ,从 层 半 正定 矩阵 ， 当 且 仅 当 4 关 0; 而 4 是 正定 矩 降 ， 当 旦 仅 当 4>0， 其 中 0 是 与 
入 同 阶 的 零 矩 阵 ， 

练习 用 例子 说 明 半 正定 贪 序 关系 在 下 述 情形 与 实数 的 全 序 美 系 不 同 ， 如果 43 中 日 4 不 
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等 于 B， 则 得 不 出 A> 8B. 
下 曾 ,， 说明 半 正 定 次 序 关 系 的 茶 些 性 硕 ， 其 中 每 一 个 可 以 看 作 实 数 的 普 道 次序 关系 的 推 
广 ， 其 类 似 程度 一 般 是 很 强 的 . 


7.7.2 诊断 如 果 和 ADBERM, 是 Terimnite 和 矩阵， 则 
上 3 百草 洱 下 AT > 了 BT 
对 所 有 了 E Ms。 成 立 ; 如 果 吉 和 n， 且 TEM 有 秩 zw9， 则 还 有 
丰 六 日 覃 消 T 了 AT > 了 BT. 

证 明 : 如果 A 一 B 是 半 正 定 秆 阵 ， 则 y "(A 一 B}y 实 0 对 所 有 vyEC" 成 立 . 

于 是 《TT* AT 一 TBT 人 Te "(A 和 A--B)(CTAD) 实 0 对 所 有 xEC* 成 立 ， 而 这 表示 T* AT 一 

TT BT 是 半 正 人 定 箱 阵 ， 因此 TAT>T" BT 注意 ， 这 推广 了 (7.1.6)， 而 其 证 明 本 质 上 是 相 

同 的 ， 口 
练习 ”验证 上 述 第 一 个 论断 以 完成 证 明 ， 

7.7.3 定理 设 和 AA，BE M, 是 Hermite 算 阵 ， 义 假定 4 是 正定 官 阵 旦 吃 是 半 的 定 和 矩阵， 则 

站 全 BB 当 且 仅 当 ptBA 站 &&1, 而 A>B 当 且 权 当 ptB8A71)<1. 

证 明 : 根据 (7.6.5)， 可 以 求 出 非 奇异 垂 阵 CE M, 使 得 A 二 CIC* 和 8B 二 CDC* ， 其 中 p= 
diagtdi ，ds，*…*，d.) 是 对 角 和 矩阵， 于 是 >B 当日 仅 当 CE 一 DJC' 之 0， 这 交 当 用 仅 当 也 去 ] 
对 所 有 i 一 1，2，… 成 立 ， 但 是 因为 BA 一 CDC*C* 1C "T=CDC !， 所 以 BA ! 的 特征 值 正 
好 是 中，ds，…，d,[ 根 据 (7. 6. 3) 它 们 都 是 非 负 的 ]， 晶 所 有 加 扫 1 当日 仪 当 pCB4-Ds1 人 椰 
细 分 析 刚 用 过 的 那些 不 等 式 恒 可 得 出 后 一 个 论断 . 口 ] 


7.7.4 推论 ”如 果 A，BE MM, 是 正定 第 阵 ， 则 

(a) A 产 B 当 且 私 当 B 关 和 1 

tb) 如 果 A 守 B， 风 det A 之 det 日 日 tr Atr B; 

《cj 更 -… 般 地 ， 如 果 4 和 B 的 各 相应 特征 值 按 同一 (递增 或 递减 ;顺序 排 列 ， 则 154) 信 
ADB) 对 所 有 天王 1，2，…， 关 成 立 ， 

证 明 : 我 们 知道 4 关 品 当 昌 仅 当 p(B4 0) 受 1， 但 是 of0B4 0 一 of(A 18B)， 而 (7.7.3) 说 明 
MA B} 寺 1 当 目 仅 当 B71 关 A， 如 果 A 基 有 则 ptBA 1) 才 1， 妈 由 (7.6. 和) 可 知 ，BA -1 的 
所 有 特征 值 是 非 猴 的 ， 所 以 得 知 它们 必定 位 和 二 区间 (0，1] 内 ， 另 -- 方 曾 ， 它 们 的 乘积 至 多 为 
i， 所 以 det( BA 过]， 关 而 det A 衬 det 8， 在 (7.7.3) 的 证 明 中 , 已 知 A=CC' 和 B= 
CDC* ， 其 中 C=[c, jEM,, D=diagldi， di m+: d,)EM， 且 对 所 有 i 二 1，2，.…， in， 
0<d, 志 1， 不 难 算出 ， 


六 二 trCOC” 一 2 | es |2， 


47 一 | 


tr B= CD = boc Vale,l: 
47 一 1 


由 
| 
一 
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<y fe, | = trA. 


最 所 一 个 论断 ( 它 歼 涵 行列 式 不 等 式 和 迹 不 等 式 ， 对 此 ， 我 们 已 经 给 出 了 两 个 无 关 的 证 明 ) 可 站 
接 从 Hermite 矩阵 的 有 序 特 征 值 的 Courant-Fischer 变 分 特征 推出 ， 并 用 包括 在 推论 (4.3.3) 
中 . 加 | 
练习 如 果 4> 日 >0, 证 明 det Adet 日 和 trat BB. 
当 拒 关 于 分 眉 答 阵 的 赣 的 形式 (0. 7.3) 限 制 到 Hermite 矩阵 的 情形 时 ， 便 得 出 下 述 有 用 的 


FA Ba1n (A—BCIB'Y! AIB(B AIB 一 0 
| | = | ee 一 | (7.7.5) 
BC (BA4-B 一 CBA (CBA-B) 

在 这 个 公 或 中 ， 报 定 和 和 CC 是 方 阵 且 喜 求 道 的 矩阵 是 非 奇 异 的 . 


TA By A 日 ; 
如 果 纸 阵 | >， “| 着 正定 短 阵 ， 则 [ “| 存在 且 为 正定 矩阵 ， 于 是 从 (7.7.5) 和 
(7.1.23 推 出 (A 一 O71B*) 7! 和 有 A 一 BC 8 是 正定 矩阵 ， 类 似 地 ，C 一 BA 4A 和 CC 是 正 
六 B 
定 拭 降 ， 因 此 ， 如 果 分 块 Hermite 代 阵 | “， “| 挟 正定 的 ， 风 有 


A>0 C>0, A> BCB’ 和 CC> B'A EB. 
7,7, 定理 假定 一 个 Hermite 年 阵 块 分 成 


A 8 
| 中 
其 中 A 和 [是 方 阵 ， 这 个 矩阵 是 正定 的 当量 仅 当 页 是 正定 撼 阵 且 C> 8 A-1B， 此 外 ， 这 个 条 
件 等 价 于 一 定 有 6(B 由 BC < 
证 明 : 这 两 个 和 荣 件 的 必要 性 已 在 上 面 做 了 论述 .关于 充分 性 ， 假 定 A 是 正定 矩阵 昌 C> 
B" 48， 对 和 一 一 4 'B， 算 出 


| | -| | 0 | 
X {LB: Cjlo 1 Lo CC 一 BA- 


因为 右边 基 正 定 短 阵 ， 所 以 


-A B 
|s. el 
的 正定 性 可 从 所 给 出 的 相合 及 (7.1.6) 或 (7.7.2) 推 出 ， 把 (7.7.3) 应 用 于 不 等 式 C>B"A1B 
便 得 到 后 一 个 论断 . 口 


rA 8B 
练习 如果 | > 证 明 det C>det 8 A"1B 和 det A>det BC-716*， 当 BEM, 
时 ， 这 说 明和 什么 ? 证 明 ， 如 果 吾 是 方 峙 ， 则 det Adet CC | detB | 


练习 假定 A4EM，CE M, 和 BE M.。， 义 假定 A 和 CC 玫 是 正定 矩阵 . 证 明 | “> 
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当 且 仅 当 p(B* ABCD 二 1， 
C7.7.6) 中 的 分 块 正定 惩 阵 与 出 现在 复 变 虹 数 和 调和 分 析 中 的 菜 些 双 线 性 不 等 式 有 关 ， 这 
些 不 等 式 都 具有 正定 偏 序 的 某 些 性 质 . 


7,7.7 定理 设 AEM, 和 CE MM 是 正定 第 阵 ， 日 设 BERM,,。， 则 下 列 茶 件 等 价 : 
(tr ACy Cy 人 空 | x' By 1 对 所 有 zxzE€C 和 所 有 EC” 成 立 ; 
(br az 十 3 Cy 守 2 | x' By | 对 所 有 zrEC 和 所 有 yEC” 成 立 ; 
(0B' A 1BC Dl: 


A BB 
| >° 
证 明 : 我 们 来 证 明 ，(a) 壮 涵 (b)，(b) 蕴 洱 (c)，(c} 药 滔 (a); 已 经 知道 (c) 和 人 d) 是 等 价 
的 . 如果 (Ca) 成立， 则 由 算术 一 几何 平均 值 不 等 式 有 
¥ "Ar ty Cy) SC A yy Cy | x By | 


所 以 全 成 立 ， 如 果 候 定 (b) 战 立 ， 则 
十 3 二 (CrBy | ， 因 而 对 每 个 人 如 和 
每 个 YEC”" 有 
Ty yA BCTy) |=2 | 7A BOYy |. 
如 果 在 这 个 不 等 式 中 令 rz 二 4 '“*BCT'*y， 便 得 
y CEB ABC 3 二 六 BC 

因为 惩 阵 和 下 由 全 用 天 是 半 正 定 的 ， 这 等 价 于 对 所 有 yEC 有 

人 “B*A BC 
如 果 选 取 ? 为 CBA 'BC-*: 的 特征 向 量 ， 这 个 不 等 式 说 明 ，( 一 定 非 负 ) 的 相应 特征 值 不 
太 于 1， 于 是 得 知 谱 半 径 至 名 是 1; 即 1p(C 8'A 1BC 中 一 g(B' A .1BC-!)， 因而 (c}) 成 
立 .。 最后， 如 果 (cj) 戒 立 ， 则 对 任意 .xEC" 和 任意 yEC" 有 

lr A BC BC 

= Cr ry CB ATBOT yy) (rr) (yy), 
其 路 z 册 三 (xr' x ?是 Euclid 范 数 ， 如 果 我 们 现在 作 代 换 x 一 A'?.r 和 y=C1y， 册 对 所 有 
zEC 和 所 有 yEC"， 有 

| lar Ar}(y’' Cy). 口 

对 于 由 (7.7.5) 产 生 的 另 一 种 不 等 式 ， 我 们 考虑 能 应 用 于 正定 矩阵 的 丙种 可 能 运算 ， 基 于 
指定 的 指标 集 选 定 主子 矩阵 与 求 抢 阵 的 递 ， 我 们 知道 这 两 种 运算 保持 正定 性 ， 但 是 按 两 秋 订 能 
的 顺序 实施 这 两 运算 的 结果 之 间 存 在 什么 关系 呢 ? 研究 结果 表明 ， 这 两 种 运算 “除了 相差 一 个 
不 等 关系 以 外 是 可 交换 的 ”. 
7.7.8 定理 假定 PE M, 大 正定 短 阵 ， 且 设 SCC{i，2，…， 是 一 个 指标 集 ， 则 
PitSsy > [PC(SY]', 
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其 中 ， 这 个 不 等 式 左边 是 划 去 PP ' 的 标号 为 5 的 庄 行 和 诸 列 后 所 确定 的 P' 的 主 于 矩阵， 而 有 


边 旦 大 的 相应 主子 矩阵 的 道 ， 
征明: 因为 正定 殉 阵 的 集合 齐 毅 换 相合 下 封 拷 ， 我 们 可 以 假定 


A 了 
人 
B’ 性 


及 PCS) 一 A， 于 是 P11(5) 一 (A 一 BC 1B8*) 且 [P(S)] 一 上 -由 于 C> 0( 这 是 因为 > 
0)， 所 以 有 BC 1B* 安 0 和 

A A—BC'B' 30， 
于 是 所 断言 的 不 等 式 可 由 (7.7. 4a) 推 出 . 门 
定理 (7.7.8) 可 以 解释 为 "一 个 正定 矩阵 的 主子 矩阵 的 道 小 十 或 等 于 该 矩阵 的 逆 的 相应 主子 
矩阵 .” 

(7.7.8) 的 一 个 应 用 是 从 和 矩阵 的 Kronecker 乘积 中 特殊 选择 -- 个 主子 官 阵 来 产生 其 
Hadamard 乘积 ， 如 果 4，BEAM， 浆 如 果 SS 二 和 们 ， 十 2，277 十 3，3x 十 4 ， 天}， 册 太 。BB 
一 (46@B)CS)， 若 入 和 B 可 道 ， 则 A 的 B 可 道上 且 (4 的 B) !== 和 -1 的 B71!， 因 此 ， 如 果 及 入 
是 正定 矩阵 昌 把 (7.7.8) 用 于 P 一 A@B, 则 A !。B'=(A'@B71)(5)=(A@B)"'(5S)> 
L(AQB}Y(S)] ‘一 tA。B}"!， 如 果 取 理 一 六 ,这 说 明 有 11。AA 1>(A。A) 1， 但 是 ， 如 果 取 
B= 二 A 1， 这 便 说 明 .。 当 4 是 正定 和 矩阵 时 、4-1， AAA 一 (AT 。A) 1 

这 后 -- 个 不 等 式 说 明 , 4 "4 优 于 它 自己 的 逆 ， 关 于 A-!。A， 这 指 的 是 什么 ? 如 果 亿 
是 正定 算 阵 ， 是 C=UAU" ,A 二 diagGh1，…， 4,)， 其 中 所 有 4 守 0， 则 C 关 C7' 当 且 仅 当 放 衬 
1， 央 而 C1 宕 C7!， 我 们 把 这 些 结论 总 结 为 


7,7.9 定理 设 A，BE iM 是 正定 矩阵 ， 则 ! 

(WAToB (tA. B's 

(DA le A CA A 

(AT AIA A 

因为 A :4 一 所 所 以 人 ec) 的 前 一 部 分 说 明 A“! - AAA 'A; 即 在 这 种 情形 。Hdamard 乘法 
优 寺 普通 乘法 . 
习题 

1， 一 般 ， 设 A，BE M, 是 Hermite 抢 阵 ， 电 4 产 昌 证明， 如 果 入 志和 … 达 是 和 的 
有 序 特征 值 ， 且 pw 所 ps 所 … 志 po 是 B 的 有 序 特征 值 ， 则 入 宇 n,， i 二 ，2，…，n， 但 是 用 例子 
说 明道 命题 不 总 是 成 立 的 . 

2. 如 果 A ，A，,，BI，B,€ M, 部 是 Hermite 和 矩阵, 证明， 如果 4 关 妃 ， 且 As 这 BB,， 则 
AI 十 4 产 喇 十 吾 ,， 

3. 设 A，B，CE M, 是 Hermite 矩阵 ;假定 A>B 和 C>0, 证 明 A。C>B.C. 

4 设 吕 了， C，DE M, 是 Hermite 算 阵 ， 儿 修 定 人 总 > 0 和 C 关 万 关 0， 利 用 前 一 个 习 
题 证 明 4 :CB: D0. 

5 其 果 4，BE M. 是 使 得 入 关 呈 的 Hermite 算 阵 ， 又 如 打 JC11，2，…， 由 是 任意 指标 
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集 . 证 明 A(J) 庆 B01)， 

6. 说 明 (7. 7.6) 推 广 了 二 2 时 的 (7. 2.5)， 

7. 如 果 CE 癌 ，(7.7.6) 说 的 是 什么 ?如何 为 一 个 正定 得 阵 增添 -- 行 和 一 列 且 仍 保 圭 正 
算 性 ? 

8. 证 明 ，(7.7. 旨 的 不 等 式 是 严格 的 ， 当 由 仅 当 了 0S，S 有 满 行 匆 ， 而 当 P(tS，S')=0 
时 恰好 等 式 成 立 ， 这 里 ，P(S，3S ) 是 从 王 中 划 去 标号 为 3 的 诸 行 和 标号 为 S 的 诸 列 后 得 到 的 
P 的 子 和 矩阵 ， 提 示 : 证 明 rangk[ PS) 一 PCS) = 一 rank P(S,，S'), 

9 如 果 4E M, 是 Hermite 矩 降 ， 证 明 T 关 4 当 且 仅 当 和 A 的 所 有 特征 值 小 于 或 等 于 1， 

10. 试用 57.7.7) 给 出 (7.4) 节 习题 11 的 另 一 个 解法 . 提示: 证 明 ,， 苦 8>0， 则 
rB 1 
LT 上- 

11. 考虑 4 一 己 时 的 (7.7.7). 证 明 下 列 条 件 等 价 ; 

(at ATI(Yy Ay | "By |? 对 所 有 +，yEC 成立; 


(by Arty’ 3 也 | 7 By | 对 所 有 .rr， xEC 成 立 ; 


> 


(co BATTBA El; 

Cd) 太守 | xz" Br | 对 所 有 .rEC" 成立， 

12. 证 明 ， 和 如 果 AE M, 是 可 道 对 称 矩 阵 ， 则 和 4 !。A 的 所 有 行 和 等 于 1， 提示 : 考察 A 
各 元 的 代数 余子 式 ， 这 样 ， 如 果 4 是 实 正定 矩阵 ， 证 明 ， 即 使 4-: 。A3J， 也 不 会 有 由 '。 及 
>> 工 

13， 如果 A 表示 六 的 Hadamard 次 千 ， 允 如 果 AEM, 是 正定 矩阵 ， 证 明 (A 中 中产 
(A) 1 对 所 有 上 =1，2，… 成 立 ， 

进一步 阅读 ”关于 (7.7.7) 的 背景 材料 以 及 其 他 资料 可 参看 CFitz(}erald and R， 万 or 
“On the Structure of Hermitian-Symmetric Inequalities,” J, London Math. Soc. 15(2) 
(1997)，419-430， 与 47.7.8)，(7.7.9) 有 关 的 其 他 资料 也 可 参看 C，Jobnson,， “Partitioned 
and Hadarnard Product Matrix Inegualities, "J, Research NBS 83(1978), 585-591. 


7.8 关于 正定 矩阵 的 不 等 式 

下 面 ， 要 讨论 这 样 一 些 不 等 式 ， 它 们 所 涉及 的 其 与 :个 或 多 个 正定 和 矩阵 相关 联 ， 这 些 不 等 
起 与 二 一 节 所 介绍 的 不 等 式 是 有 区 别 的 ， 尽管 关于 前 者 的 一 些 例子 与 关于 后 者 的 一 些 例 子 常 党 
是 有 联系 的 ， 例 如 ，4 关 号 0 荀 涵 det 4 六 det B， 焉 定 扎 阵 有 -…- 些 涉及 行列 式 ， 特征 信和 其 他 
荆 的 不 等 式 ， 存 这 一 节 ， 我 们 考察 其 些 不等式， 它们 不 - - 定 米 自 矩阵 不 等 式 . 

关于 正定 矩阵 的 基本 行列 式 不 等 式 是 Hadamard 不 等 式 ， 许多 其 他 的 不 等 式 用 不 同 的 方式 
惟 厂 了 这 一 结果 . 
7.8.1 定理 (Hadamard 不 等 式 ) 如 音 4=[u]EiM 是 半 正 定 什 阵 ， 则 


det 太志 [la.. 
rt 
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此 外 ， 如 果 是 正定 答 阵 ， 则 等 式 成 立 当 和 且 仅 当 A 蚌 对 角 答 阵 . 

证 明 ; 如 果 4 是 背 异 和 矩阵， 就 没有 什么 可 证 的 ， 因 此 假定 4 是 非 奇异 矩阵 圭 它 的 所 有 a， 
天 0， 定 义 芭 三 ar 避 ， 旧 设 万 = diag( 由 ,中 ，…， 友 )， 因 为 det DAD<1 当 且 仅 当 det As 
dsm ， 所 以 只 要 很 定 六 的 每 个 对 角 元 等 于 1 就 本 以 了 人， 如 果 入 ，…， 是 入 的 (必定 为 正 
的 ) 特 征 值 ， 则 有 

det A = I < #2) = (SrA) =1 
这 个 不 等 式 可 从 关于 非 负 实数 的 算术 -几何 平均 值 不 等 式 推出 ， 算 术 一 几何 平均 信 不 等 式 中 等 
式 成 立 当 且 仪 当 所 及 二 1， 但 是 ， 央 为 A 是 Hermite 给 阵 ， 因 而 可 对 角 化 ， 所 以 ， 这 种 情况 
能 出 现 ， 当 有 羽 当 办 =T， 因此 ， 当 4 是 正定 定 阵 时 ， 在 原 不 等 式 中 等 式 成 立 当 是 仅 当 凡是 对 
前 矩阵 . 口 

关于 一 般 方 阵 的 另 一 个 行列 式 不 等 式 等 价 于 (7.8.1)， 它 也 叫做 Hadamard 不 等 式 ， 几 何 
土 |detA1 是” 维 平 行 六 面体 的 体积 ， 它 的 各 生成 边 是 由 A 的 各 行 ( 或 各 列 ) 给 出 的 . 当 各 生 
成 边 相 互 正 交 时 ， 这 个 体积 最 大 ， 而 这 时 其 体积 是 各 边 长 的 乘积 ，Hadamard 不 等 式 是 这 个 儿 
何不 等 式 的 代数 描述 . 


7, 8.2 推论 (Hadamard 不 等 式 ) 对 十 任意 矩阵 了 =[5,]€EM,， 有 
ldet B I< TT 3 | 和 |:) 


1!=1 1 1 


a BJS TT > [5 1 
此 外 ， 等 式 成 立 当日 仅 当 B 的 各 行 (相应 地 ， 各 列 ) 相 二 正 交 。 

证 明 : 如 果 吕 昆 奇异 矩阵 ， 那 就 没有 什么 要 证 的 ， 如 果 下 是 非 奇 异 矩 阵 ， 把 (7. 8.1) 应 用 
正定 短 阵 4 到 BB”， 然 后 最 方 根 . 第 一 个 不 等 式 右 边 是 4 的 各 对 角 元 的 乘积 的 方 根 ， 而 去 边 
是 det A 的 方 根 ， 当 A 县 对 角 握 阵 时 ， 即 在 (7. 8. 1) 中 等 式 成 立 的 情形 恰好 B 的 各 行 互相 正 交 . 
把 第 一 个 不 等 式 应 用 于 B' 便 可 推出 第 二 个 不 等 式 . 国 

颖 习 我们 已 经 从 (7. 8.1) 推 导出 (7. 8,2)， 现 让 证 明 (7. 8. 1) 可 由 (7. 8.2) 推 出 ， 提 示 : 如 
果 和 4 十 正 定 和 矩阵， 则 存在 唯一 的 正定 矩阵 B 使 B87 二 A， 把 (7. 8. 2) 应 用 于 B 和 它 的 平方 ， 

练习 你 能 利用 Hadamard 不 等 式 ( 及 其 变形 ) 给 出 


1 1 1 
det | --1 -| 
‘1 一 1 
的 最 天 界 吗 ? 


对 关于 正定 矩阵 的 Hadamard 不 等 式 作 出 改进 的 两 个 推广 应 归功 于 Fischer 和 Szasz. 在 
Fischer 不 等 式 巾 ， 纪 余 主 子 矩 阵 所 起 的 作用 相当 于 对 角 元 在 Hadamard 不 等 式 中 所 起 的 作用 . 


7.8.3 定理 {Fischer 不 等 式 ) 假定 
上 4 BB 
P= [5 cj 
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昨 正 定 矩阵 ， 其 中 子 块 A 和 C 是非 空 方 阵 ( 参 看 本 节 14 晤 1)， 则 
det P&C(det AdetC) 
证 明 : 设 苹 二 --A-'B， 然 后 算出 


jet Pe d | - | “| | 4 | 0 | 
i nt 二 + 
Se ey Te: cllo 1 “io c_ BAB 


= Cdet Ai(det[C 一 上 ABD < (det Ay(det C) 
后 一 不 等 式 用 到 了 (7.7. 6 和 (7.7.4b7 以 确保 det C 宇 dettC 一 B* AB)， 这 是 因为 ，C 产 C 一 


B'A 'Bz0., 品 
练习 试 从 Fiseher 不 等 式 排 导 币 Hadamard 不 等 式 (7. 8.1}. 同时 ， 试 对 于 比 {7.8. 3) 中 
的 分 块 ( 两 个 主子 矩阵 ) 要 细 但 义 不 如 (7.8.1) 中 分 拓 (n 个 主子 和 矩阵 ) 那 么 细 的 PP 的 分 所 ,提出 
并 叙述 Fischer 不 等 式 ， 注 意 ， 在 这 种 情形 ，Fischer 不 等 式 的 右边 小 于 或 等 十 Hadamard 不 等 
式 的 右边 ， 因 此 ， 关 于 加 细 的 各 种 分 块 的 Fiseher 不 等 式 给 出 关于 det P 的 上 界 的 一 个 单调 不 
减 序列 ， 
存在 另 一 种 不 等 式 ， 它 给 出 关于 行列 式 的 一 系列 上 界 。 且 包括 Hadamard 上 和 界 ， 设 只 (4) 


表示 4 的 所 有 上 X 主子 式 [ 共 有 ({”) 个 | 的 乘积 ， 我 们 注意 到 ，P, CA) 一 det 4， 而 P(A) = 

HA 让 one 

7.8.4 定理 (Szasz 不 等 式 ) 如 果 AE M, 是 正定 短 阵 ， 则 对 所 有 一 1，2，…，n 一 1 有 
PCAIG 二 BA HI) ， 


证 明 : 因为 A ' 的 各 对 角 元 正好 是 A 的 各 (rn 一 1) XX Cn 一 1) 主 子 记 与 det 4 之 比 ， 把 
(7. 8. 1) 直 接应 由 于 正定 矩阵 A ' 便 推 出 


1 Pp,1(A) 
dA tA < er 


内 而 
PtAY := (det A)™! < Po 1(A). 


对 这 个 不 等 式 的 消 边 取 (xn 一 1) 次 方 根 便 得 出 Szasz 不 等 式 组 中 避 二 mn 一 1 的 情形 ， 余 下 情形 可 以 
归纳 地 导出 ， 梧 如， 对 于 二 一 2 的 情形 ， 我 们 把 每 个 (2 一 1) Xx tn 一 1) 主 子 策 阵 看 作 一 个 起 始 
拓 阵 ， 然 后 应 用 上 面 的 不 等 式 得 到 

Po (ADT eC P, AY? 
因为 A 的 每 个 (nw 一 2) x (mn 一 2) 主 子 矩 阵 作为 A 的 某 个 (2 一 1)X( 一 巧 主子 征 阵 的 主子 矩阵 出 
现 两 次 ， 对 两 边 取 (x 一 1)(n 一 2) 次 方 根 得 上 = 二 n 一 2 的 情形 ， 而 余下 约 和 情形 可 用 同样 的 方式 排 
出 ， 


练习 证 明 Szasz 不 等 式 荀 涵 Hadamard 不 等 式 (7. 8. 1)， 其 中 等 式 的 情形 是 什么 ? 
7,8.5 论断 设 4EM, 是 半 正 定 矩阵 ， 且 定义 
det 上 , a 
+ 0 六 1 - 了 
La) =| 如 果 A,, 是 正定 夭 阵 


det A 
90; 和 在 则 ; 


479| 


ee 
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其 中 A 是 划 去 A 的 第 1 行 和 第 1 列 而 得 的 太 的 (rn 一 1)X(n 一 1) 主 子 隶 阵 ， 设 Bi EM 是 其 
]1.1 元 为 1， 而 所 有 其 余 元 为 D 的 矩阵 ， 则 对 所 有 ia(4A)， 和 4 一 二 是 半 正 定 矩 阵 ， 而 对 任意 
ia(4)，4- 二 不 基 半 正定 矩阵 ;特别 是 ， 4 一 x(4)Ei 是 半 正 定 矩阵 ， 

证 明 : 只 上 贤 考虑 各 是 正定 阵 的 情形 即 可 ， 将 (7. 2.5) 应 用 于 各 “尾随 ? 主 子 式 ， 注 意 到 A- 
(的 前 "一 1 个 尾随 主子 式 与 4 的 相同 ， 且 detC A 一 :E11) 二 det A 一 1 dect 4 

练习 ”给 出 (7.8,.5) 的 证 明细 季 ， 

练习 试用 (7.8.5) 归 销 证 明 Hadamard 不 等 式 !7, 8., 1). 

Eladamard 不 等 式 (7. 8. 1)? 也 可 以 用 Hadamard 乘积 叙述 为 


(def 4TTi 所 det 4。 上 
1 一 上 


下 述 定 理 是 Oppenheim 的 不 等 式 ( 被 Schur 强化 了 )， 它 说 明 存 上 述 不 等 式 中 单位 拭 阵 的 作用 
没有 什么 特 计 的 ， 从 而 推 站 了 Hadamard 不 等 式 ， 


7.8.6 定理 (Oppenheim 不 等 式 ) 如果 及 ，BE MM, 是 半 正 定 第 阵 ， 则 
《det A) ra det A。B. 
证 明 ; 我 们 寻 s 采用 条 纺 法 ， 对 #1， 结论 是 明显 的 ， 如 果 >2， 且 对 阶 数 亩 多 为 ， 
的 所 有 秆 阵 ， 结 论 成 立 ， 则 由 归纳 假设 可 知 
《det a1 过 det A “ Bl, 


其 中 的 记号 与 (7. 8. 5) 中 相同 ,注意 让 Bi 一 CA 。B),， 因 为 A 一 a En 是 半 正 定 短 阵 ， 由 此 
得 知 (4 一 wsEi)。 甩 是 半 正 定 征 阵 ， 因 而 

0 sdet(4- ak 一 (det 和 DB)- ob (det Ay 。 Bi), 
出 此 可 推出 


det 闪 ° Bn 2 abiidet 总] 5 Bi 这 gp Cdet A Tis 一 tdet 4) [le,. 畏 | 
:= 一】 


练习 ”如果 和 4， 刀 3E 册 ,明正 定 矩 阵 ， 证 明 ， 
(det A}y(det B)& det A。B 
进而 证 曲 
(det A)(det B) < (det A Te dtAr Be Te Te. 
rl rl = 

练习 ”如果 AEM, 是 正定 第 阵 ， 证 明 der 4，A (六 1， 

一 种 类 型 不 同 的 行列 式 不 等 式 适 应 于 其 开 (4) 是 正定 绝 阵 的 非 Hermite 矩阵 上 它 可 以 看 
作 关 于 复数 的 不 等 式 | = | 宇 1 Re z | 的 推广 . 


7.8.7 定理 (Ostrowski-Taussky) 如 果 AEM, 使 H(A)=(A 二 A yj2 为 正定 条 阵 ， 则 
detH(CA) 之 | dct Al1. 
等 式 成 立 当 日 促 当 让 是 Hermite 第 阵 . 
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阴 : 设 SCA)=={4 一 入 )/2， 国 而 六 = HCA) 十 3CA)， 于 是 所 要 证 的 不 等 式 可 述 为 
| detfT + HCAYTS(A)] | 六 二 
但 是 万 (4A) 55S4A4) 相 似 于 斜 Hermite 矩 孟 
HOCA) 02S(4)FCA) 3， 
因而 它 只 有 纯 虚 特征 值 ， 内 此 只 要 注意 到 | 1 十 让 | 衬 1 对 任意 实数 1 成 立 就 可 以 了 ， 如 果 ,， 
ia 是 三 (4) 18S(4) 的 特征 值 ， 则 


| det[T + HOA SI I= TT 11+i, | 1 
! 


男 外 ， 等 式 上 成 立 当 自 仅 当 所 有 1 一 0， 它 等 价 于 SCA) 一 0， 这 是 内 为 仙 Hermite 矩阵 是 可 对 角 
化 的 . 


含有 两 个 正定 答 阵 之 和 的 重要 行列 式 不 等 式 属于 Minkowski， 它 的 证 明 与 上 述 结果 类 似 ， 


7.8,8 定理 (Minkowski 不 等 式 ) ”如 果 有 A，BE JM, 是 正定 矩阵 ， 则 
[det(A + BT" > Cdet At 十 (det By'™. 
证 明 : 注意 到 所 要 证 的 不 等 式 的 两 边 基 同 次 齐 次 的 ， 用 (det A 后 乘 其 左边 和 右边， 于 
嘴 ， 不 失 -- 般 性 ， 可 以 假定 4=T， 间 必须 证 明 
[dstCi + By] 1 (det 也 0. 
如 果 0 二 入 过 所 和 是 B 的 特征 值 ， 则 所 要 让 的 不 等 式 等 价 于 


I a ra > (+ a 


直接 计算 不 等 式 两 边 ， 然后 用 算术 - 儿 何 平均 值 不 等 式 过 项 进行 比较 便 可 证 明 这 个 不 等 

口 

练习 ”给 弛 (7.8.8) 的 证 明细 节 ， 并 且 证 明 等 式 成 立 当 月 仅 当 B=cA 对 某 个 c 演 0 成 立 . 
习题 

1 不 等 式 (7. 8.2) 说 明 ， 行 列 式 的 大 小 可 以 用 其 各 行 的 i; 范 数 的 秉 积 来 伍 计 ， 试 把 它 同 如 
下 结果 [ 见 (6. 1) 节 习题 3] 作 一 比较 :行列 式 的 大 小 可 以 用 其 各 行 的 上 范 数 的 乘积 来 估计 ， 儿 
何 上 ， 这 每 一 个 愉 表 示 什 么 y” 还 有 其 他 这 样 的 界 吗 ? 试 一 坛 4、. 

2 (7, 8. 2) 的 左边 在 B8 的 左 西 乘法 下 不 变 ， 而 (7, 8. 1) 的 左边 在 4 的 本 相似 下 不 变 ， 但 是 ， 
两 者 的 右边 都 无 相应 的 不 变性 ， 什 么 时 候 两 个 右边 达到 极 小 ” 什么 时 候 它们 达到 极 大 * 能 用 这 
种 方式 得 到 较 好 的 界 吗 ? 

3, 试用 Fischer 不 等 式 验证 Hadamard 不 等 式 (7. 8.2) 的 下 述 分 块 形式 的 推广 ， 设 4 二 
| 4 是 nkX nk 分 块 复 矩 阵 ， 使 得 每 个 子 抉 4, EM,， 于 是 


| det A | [LE (Z I, Ey 
除了 这 里 所 采用 的 谱 范 数 以 外 ， 还 可 以 用 其 他 矩阵 范 数 吗 ? 


4. 试 确定 (7. 8. 6) 中 相等 的 情形 . 
5. 设 4，PE 人 是 正定 矩阵 ， 试 证 


二 
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det 4 。 吾 十 (det A}(det B) 六 Cdet A} [[ 6 十 Cdet B) > av， 
r=1 z=} 


说 明 这 强化 了 (7. 8. 6)， 提 示 : 证 明 
atAo BO atAb TatBYa —a(Aa(tB), 
然后 把 它 应 用 于 普通 的 归纳 假设 . 
6. 证 明 ， 可 以 进一步 扩展 上 一 个 习题 中 的 不 等 式 得 到 下 述 不 等 式 
det A » Bl 


det 点 。 号 十 {det Aytdet B) Tdet A ) Cdet Bi.) 


+ [detCByanCdet A (学 一 1) | 
7. 如 果 AAEM, 有 正定 Ilermite 部 分 五 一 (4 十 汪 12， 日 # 守 1， 证 明 (7. 8.7}) 中 的 不 等 式 
可 以 强化 为 
detHCA) 4+| detSCA) jE| det A |， 
什么 情形 下 可 取 等 式 ? 提示 : 你 必须 证 明 
| detf T+ HICYISCD) TIS 14| detH(A) ISCA) |， 
[483 这 等 价 于 有 


I liti, lt1+Iilt | 
1=] j=] 
证 明 


[| | 1 十 立 , | 二 1+ i++ Te 
-1 j=1 1 


1+nlls+ (ls) Or+ITI 
你 可 以 进一步 强化 这 个 不 等 式 凤 ?注意 ， 所 论证 的 不 等 式 美 十 复数 的 一 个 自然 形式 应 该 是 
1z| 写 | Rez| 十 | mz|， 而 所 论证 的 不 等 式 可 以 看 作 它 的 推广 ; 证 明 这 个 自然 不 等 式 不 
成 立 ( 因 而 假定 xz>1)， 由 此 可 见 要 证 的 行列 式 不 等 式 有 点 出 乎 意料 之 外 ， 
8. 如果 态 ，BE M, 是 正定 和 矩阵， 证明 dettA 十 BY 宕 det A 十 det B. 
和 试用 Minkowski 不 等 式 证 明 Fischer 不 等 式 ， 提 示 : 把 Minkowski 不 等 式 应 于 于 两 个 


正定 矩阵 
a co] mb ls os [a 


10, 一 个 正定 矩阵 PE M, 可 以 分 解 成 P=LL* ， 其 中 工 是 只 有 正 对 钊 元 的 下 一 角 禾 阵 
(7. 2.9)， 试 用 这 一 捉 实证 明 Fischer 不 等 式 . 

11. 设 A，BE M, 悬 半 正 定 短 阵 . 如 果 和 AA 和 B 是 非 奇 异 的 ,证明 AA。B 是 非 奇异 的 { 且 是 
正定 的 )， 如 果 A。 召 是 奇异 的 ,证明 办 、B 至 少 有 - -个 是 奇异 的 ， 这 与 (7. 5) 节 的 不 等 式 rank 
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A。 BS{rank A)(rank B) 有 何 美 系 ? 
12. 证 明 ， 如 果 4A=[os ]E MM 是 一 个 其 有 实 元 素 的 矩阵， 县 | a | 去 1 则 | det A | 所 3 3. 
了 问 时 证 明 这 个 界 是 不 能 达到 的 ， 提示 : 


od ， 中 
_ -一 t 1 六 
da, Cadet AY 【一 下) ， 且 5 


其 中 4A, 是 A 划 去 A 的 第 i 行 和 第 j 列 的 行列 式 ， 如 果 A, 一 0，, 则 det 4 与 a, 的 值 无 关 ， 因而 
可 取 十 1， 如果 4, 关 0， 则 当 0<w 之 1 时，det 4 关于 as 没有 极 值 . 因 此， 在 所 有 a 一 土 1 
的 缴 定 的 约束 内 ， | det 4 达到 它 的 最 大 值 ， 对 于 2=3， 只 有 有 限 个 这 样 的 所 阵 ，-- 般 地 ， 
对 于 >3。 其 结果 六 如何? 如 果 4 有 复元 素 ， 则 对 解析 函数 应 用 最 太 慎 原理 (最 大 模 定 理 ) 证 
明 ， 在 集合 {EM,， 所 有 i a | 过]1) 内 部 | det A | 不 可 能 有 最 大 值 ， 

13. 如 果 丰 二 [a, ]EM, 用 天 一 raaxf | a; | }， 试用 Hadamard 不 等 式 证 明 ，| det A | 
Kin", 

14. 设 AE M, 是 正定 掉 阵 ， 叉 设 a 守 N== 人 科 ，…， wt} 是 一 个 指标 集 ，Fischer 不 等 式 可 以 
领 述 为 dot 4 所 get (Ca)det ACn)， 其 中 是 a 关于 的 补 集 ， 这 个 结果 的 一 个 推广 常 称 为 
Hadamard-Fischer 不 等 式 ， 那 就 是 

<- det Ata)det A(H) 


det Ata U B) SS det A 站 A | 


它 对 正定 Hermite 矩阵 A 和 所 有 指标 集 w，8E N 成 立 ， 通 常规 定 det 4( 和 二 1， 试 仅 用 
Fischer 不 等 式 和 (0. 8. 1) 中 的 第 盖 个 公式 证 明 Hadamard-Fischer 不 等 式 ， 担 未 : 不 失 一 般 性 ， 
假定 xU8= N， 且 把 Fisher 不 等 式 应 用 于 A!(a' U8)， 然 后 把 (0, 8. 4) 应 用 于 每 个 子 式 ， 

15, 利用 正定 Hermite 矩阵 可 以 写成 LL" 且 工 是 非 奇 异 下 一 钊 矩阵 的 事实 (7. 2. 9 给 出 
Hadamard-Fiseher 不 等 式 (7. 8, 9) 的 直接 证 阴 . 提示 : 假定 1 所 /一 A<<n， 不 失 一 般 性 ， 假 定 
8 人 和 有 一 1 二 1，…， 下， 然后 考虑 4 和 工 的 一 个 对 应 的 3X3 子 块 . 

16. 设 4E 册 .是 正定 矩阵 ， 试 用 Hadamard Fiseher 不 等 式 (7. 8. 9 证 明 


[det A = 0， 


(7, 8, 9) 


nl 
了 det ACi,i+ 1)) 
dct 及 过 一 - 


ni 


le 


17. 设 AEM, 居 正 定 众 阵 ， 证 明 


det 上 各 …= min { Dw Av {uC 是 标准 正 交 组 上 


提示 ， 设 V=[w…w, jE M, 且 把 (7. 8. 1) 应 用 于 人 =V AT 
18. 设 AEM, 是 正法 和 矩 阵 ， 自 设 {fu， ny ds} CO 是 标准 不 交 组 . 试用 习题 17 汪 明 ， 
fw ，…，w,} 是 妨 的 特征 向 量 且 {wy Aut，…， 霹 Aus} 是 A 的 相应 特征 信 ， 当 且 权 当 
det A = TT Au. 
4 一 上 


19. 如 果 AE M。 是 正定 矩阵 ， 证 明 


485 


344 条 7 了 7 章 


ntdet A 二 minftr AB : B € M, 是 正定 矩阵 昌 det B = 4). 
提示 : 记 A=UAU* ， 其 中 ，4 一 diag(N A) 所 有 >0， 且 UE M, 是 枉 拭 阵 ， 于 是 tr 
AB=trAtU* BI7D， 然 后 利用 算术 一 几何 平均 值 不 等 式 和 Hadamard 不 等 式 (7, 8. 1) 证 明 


1 Sb, 之 (Ta ) "= (det A[J6,) ’ > [det AJ'', 

且 等 式 可 以 成 立 ， 

20. 试用 习题 19 中 的 拟 线 性 化 证 明 Minkowski 不 等 式 (7. 8, 8) 

21. 设 4AE 财 ,是 半 正定 矩阵 ， 且 把 4 写成 分 块 形式 如 下 : 

4=| + 有 ] 
试用 (4. 1) 节 习题 15 中 关于 行列 式 的 简化 公式 和 (7.2) 节 习题 11 证明 
det 入 一 audet 丰 一 (adj A)r < undet A, 

试用 归纳 法 和 这 个 不 等 式 给 出 Hadamard 不 等 式 (7. 8. 1) 的 另 一 个 证 明 ，, 

进一步 阅读 关于 定理 (7. 8. 7?) 的 其 他 信息 可 参看 A. M. Ostrowski and 人 Taussky,，*On 
the Variation of the Determinant of a Positive Definite Matrix,” Proc. Kon, Nedert. Arad. 
Wetensch. Amsterdam， Ser. A，54 (1951)，383-385， 有 一 类 不 等 式 ( 当 A 是 正定 矩阵 时 ) 把 
det 4 与 4 的 其 他 广义 矩 降 耳 数 ( 见 0.3.2) 联 系 起 来 ， 同 时 也 推广 了 Hadamard 不 等 式 
(7.8. 1)， 其 有 关 的 内 容 可 参看 1. Sechur,，“UDber endliche Gruppen und Hermitesche Formen,” 
Math, Z, 1 (1918}, 184-207, 
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8.0 导 引 


假定 有 5 六 2 个 城市 上，…， 品 。 它 们 之 阿 的 大口 流 动人 情况 如 下 所 述 : 对 所 有 i 关 j， 每 天 
工 午 8; 00 同时 从 了 了 城 到 ; 城 去 的 流动 人 口 的 正常 比率 是 a,，j 城 的 流动 人 口 仍 留 看 ) 城 的 比 
率 是 au， 央 此 ， 如 果 用 pr” 表示 第 mw 天 i 城 的 人 人口 数 、 则 有 第 m 天 与 第 mm 十 1 天 之 间 的 人 口 
分 布 递归 关系 

站 一 四， 

如 果 用 4 一 [e] 圾 示 由 大 口 流 动 系数 组 成 的 #Xa 矩阵 ， 县 用户” 一 [ 庆 ”] 表 示人 口 分 布 问 

基 ， 风 
站 
其 中 p'" 是 初始 人 口 分 布 向 其， 内 为 系数 a, 表示 流动 人 口 比率 ， 所 以 ， 对 每 个 J 一 1，1，…， 


n， 有 0 委 必 所 1， 且 yw = 1. 
为 了 对 城市 服务 以 及 资金 投入 作出 切合 实际 的 长 远 焕 划 ， 行 政信 员 想 知道 ， 从 现在 到 透 远 
的 将 来 ， 总 的 人 口 p 一 2 p'” 将 如 何 分 布 ， 好 他 们 想 知道 ， 对 大 的 m，p'” 的 汤 近 变化 过 程 . 


但 是 ， 因为 p" 二 A"p” .所 以 显然 必须 考察 和 “的 渐 近 变化 过 程 ， 
例如 ， 详 细 考 虑 "一 2 的 情形 ， 因 为 aa | aa 一 1 一 as | dz2， 如 果 记 es 一 a 和 js =p, 则 有 


4 ® 8 | 
-a ]-8 
我 们 想 知道 ， 对 大 的 ww*，A” 等 十 什么 ? 如 果 罗 是 可 对 角 化 的 ， 则 可 以 直接 计算 4A" ， 从 计算 和 
的 特征 值 开 始 : ;二 1 入 二 1 一 a 一 B 内 为 0sa, B11， 所 以 如 二] 宇 | 入 1 二 | 1 一 gc 一 有 | ， 


于 是 有 1 二 | A; = 一 oa) 且 4 的 谱 半 径 是 4A 的 一 个 特征 值 ， 男 外 ， 除 了 让 a=8==0 的 平凡 情形 
(在 这 种 情形 ，A 中 可 约 逢 阵 ) 以 外 ， 我 们 看 到 % 二 otAA) 是 A 的 单 重 特 征 值 . 

如 果 a 十 BE0， 相应 的 特征 向 基 基 + 一 [8， a 和 (对 于 入 三 17 和 z==[1， 一 1J (对 于 入 )， 所 
以 在 这 种 情形 A 是 可 对 角 化 的 且 A SAaS !， 其 小 


4 1 ,al 5 J Nn iba a 


注意 ， 如 果 和 4 是 不 可 约 的 ， 则 特征 向 其 x 的 分 其 明 非 仙 的 和 正 的. 


如 果 a 和 月 不 都 是 1， 则 1 | 二 | 1 | <1， 因而 当 加 一 时 好 -r0， 央 此 ， 丰 这 种 
情形 ， 有 

lim hr = Stlim hs — S| "| :__1 b 外] 

六 ~ Lo 0 +BLa 。 


因而 平衡 大 口 分 布 屋 
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mo ~ aH, lye hl 
注意 ， 平 衡 分 布 完全 与 初始 分 布 无 头 ， 抑 阵 A” 趋 近 于 一 个 极限 ， 这 个 极限 的 各 列 与 相应 于 特 
征 值 1( 它 是 A 的 谱 半 径 ) 的 特征 向 其 > 成 正比 ， 而 极限 人 口 分 布 与 这 向 一 个 特征 向 量 成 正比 . 
对 王 上 面 没有 处 理 的 两 种 例外 情形 不 难 逐 一 分 析 ， 如 果 一 8 一 0,， 则 4 一 Tiim 4 一 由 
且 lim 如 ”一 加”， 所 以 极限 分 布 与 初始 分 布 不 是 无 关 的 、 


n 1 
如 果 a 二 8 二 1， 则 A=[ | 得 两 个 城市 到 日 调换 它们 的 全 部 人 人口. A 的 里 不 趋 近 于 一 个 


极限 ， 并 且 ， 如 果 初 始 人 口 分 布 是 不 平衡 的 ， 则 人 口 分 布 也 无 机 上限， 但是， 在 “ 均 信 平 衡 * 的 意 
义 下 ,它们 都 可 达 刘 一 个 极限 ， 即 

， ] 这 “5 .5 ， 1 总 pi + pe 1 

lm | 


m 

1. 谱 半径 ot 及 ) 二 1 本身 是 4 的 特征 值 ， 而 它 不 只 是 特征 值 的 绝对 值 ， 

2, 相应 于 特征 值 p(4) 的 特征 向 量 上 可 以 卢 非 负 分 其 ， 如 果 A 是 不 可 约 的 ， 则 分 量 是 
正 的 . 

3. 如 果 A 的 所 有 元 都 是 正 的 ， 则 p(A) 是 具有 严格 最 大 模 的 单 重 特征 什 . 

4 如果 入 的 所 有 元 是 正 的 ， 则 lim[ 4/p(A}J” 存在 ， 且 是 秩 1 矩阵 ， 它 的 所 有 列 与 特 钙 向 
量 + 成 正比 . 

5. 在 所 有 情形 lim(1/m? 之 (4A/o(4)) 存在 . 

实际 上 这 些 结论 一 般 对 ”六 2 是 成 立 的 ， 不 过 用 上 而 所 述 的 篇 单 而 直接 的 方法 不 可 能 分 析 
研究 一 般 情形 。 例 如 ， 当 rzz2 时 ， 即 使 A 的 所 有 元 素 都 是 正 的 ，A 也 不 一 定 可 对 角 化 ， 这 就 
种 要 新 的 工具 ， 这 正 是 本 章 的 其 余部 分 夏 曾 述 的 内 容 . 
习题 


1 i 
1. 证 明 。 矩阵 4 | | | 有 说 半 各 1， 但 是 当 m-*co 时 A" 无 界 . 


2. 考虑 矩阵 
1 了 
A = lte ]+e ew 
© 1 
1 十 e 1 十 E 
(a) 证 明 ， Nz 二 1 是 A, 的 单 重 特征 值 ，o( A) = 如 =1， 且 1> | 4 | ，(b) 证 明 


_ 11 _ 1+efe 
z= 和 y= | 
分 别 是 A. 和 A 相应 于 特征 值 4=1 的 特征 向 最 . 《c) 直 接 计 算 4A" ，m=1，2，…. 《证明 


. 1[!1 * ] 
im 人 一 于 | 。 
or 2Ls 1 
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Ce) 计算 zz ， 并 作出 说 明 . (全 如 果 ex0， 会 出 现 什么 情形 ? 提示 : 令 B= 二 (1 十 e)A,， 然 后 如 
正文 中 那样 对 角 化 B.. 

3， 从 人 口 旦 由 流动 的 观点 来 说 明 ， 由 城市 问 的 人 口 流动 系数 组 成 的 一 般 抢 竹 是 不 可 约 的 
意味 着 什么 . 

4, 对 于 在 本 节 中 所 讨论 过 的 两 个 城市 的 例子 ， 试 证 明 ， 在 =8=0 以 及 a 十 8<0 的 情形 下 


lim(1/m) YA+ 存在 ， 在 每 种 情形 下 的 极限 各 是 什么 ? 


进一步 阅读 ”关于 正定 垂 阵 和 非 负 年 阵 的 性 质 的 丰富 信息 ， 以 及 许多 理论 与 应 用 的 参考 文献 可 
见 LBPH 和 LSenj， 在 [Yarj 中 ， 有 一 个 特别 注重 数值 分 析 应 用 的 甘于 非 负 和 矩阵 的 诸多 结果 的 综述 . 


8.1 非 负 和 矩阵 一 一 不 等 式 及 其 推广 


设 B=[6 jEM,, 各 A=[a, ]EM,,， 记 
如 之 0， 如 果 所 有 而 之 六 
也 >0， 如 果 所 有 刀 六 0; 
号 之 日 ， 如 果 A 一 B20; 
4 日 ， 如 果 A 一 8B>0. 
类 似 地 可 定义 反 向 关系 志和 < 二 .我们 定义 | 4 | 三 [ | a | ]， 如果 4 六 0， 则 称 4 是 非 负 矩阵 ， 
浆 如 果 4>0， 则 称 和 是正 矩 阵 ，。 下列 简单 事实 可 直接 由 定义 推出 . 
练习 设 A，BEM,,. 证 明 ， 
(8.1.1) | A | 安 0 对 每 个 成立; | 有 A 二 0 当 且 仅 当 A=0. 
1.2) | aA&A|= 二 1al1|A| 对 所 有 aEC 成 立 , 
.1.3) 1A+B| 所 1A| 二 |181., 
(8. 1.4) 如 果 4 之 0 生 A 闫 0， 则 当 或 r 大 于 工时 A>0 不 一 定 成 立 . 
1 
i 
1 


.5) 如 果 4 产 0，Bm0， 且 pz0， 则 4 十 5 六 0 
.6) 如 果 A4 衬 B 且 CD， 则 A 十 C 守 8 十 DD. 

.7) 如 果 有 AA 宕 B 且 BC， 则 4 之 人 

练习 现在 很 定 A，B, ,DEM,， 且 x，yEC*， 证明 ， 


(8 1.8) | Ar| 所 | A 上 Er|. 

(8.1.9) | AB|I|IAIIBI. 

(8.1.10) | A”" | 志 | A441* 对 所 有 mr 二 ]，2，… 成 立 . 

(8. 1. 11) 如 果 0 和 AB 且 0CSD, 则 0 所 AC&BD. 

《8. 1. 12) 如 果 0 所 A 志 B， 则 0 太志 B" 对 所 有 严 一 1，2，… 成 立 ， 

(8. 1. 13) 如 果 A 之 0， 则 A" 守 0; 如 果 4>0， 则 A">0 对 所 有 抽 二 1，2，,… 成 立 . 
(8,1.14) 如 果 A>>0，z 宕 0， 和 且 rz 天 0， 则 Ar>>0., 

《8, 1. 15) 如 果 A 闵 0，x0 且 4r=0， 则 A=0. 

《8.1. 16) 如 果 1 A| 寺 |1B|， 则 | Ai 所 B81|;. 

C8.1.17) | AJ:= | | A| |;. 
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显然 ， 最 后 两 个 论断 对 和 任意 绝对 范 数 都 成 立 ，Frobenius 范 数 人 范 数 ;只 是 其 中 一 个 例子 ， 
这 些 简单 关系 首先 可 应 用 于 基于 谱 半 径 的 不 等 式 . 


8.1.18 定理 设 A，BEM,， 如 果 | 4A| 志 B, 则 pCODEp( | A|)s eB) 
证 上 明 : 对 每 个 避 二 1，?2，…， 根据 (8.1.10) 和 (38.1.12},， 有 |A"| 志 | A1" 扎 B"， 央 此 ， 
根据 (8. 1. 16) 和 (8. 1. 17)， 对 所 有 产 一 1，2，…、 不 等 式 
上 a" 雪上 和 8B" 成 半 ， 如 果 现 
在 设 mm 一 ce 昌 运 用 55. 6. 14)， 便 导出 pC)p( | 六 |) 寺 p(B8)， 口 


8.1.19 推论 设 A，BEM,， 如 果 0<AS&B, 则 p(A}&p(B). 


8.1,20 推论 设 AEM， 如 果 4 产 0， 义 如 果 二 是 4 的 任 一 主子 矩阵 ， 则 na) 过 o(4)， 特 蜀 
是 ，max | .ds 之 0 有) 

证 明 ; 设 1 所 rsm， 上 设立 是 和 的 rer 主子 方 阵 ， 设 入 表示 把 训 的 各 元 排放 在 它们 原来 
的 位 置 (作为 A 的 元 ) 而 把 0 元 放 在 其 余 位 置 所 构成 的 >X?> 矩阵 ， 于 是 pl 及) 二 p(2A) 且 0 志和 AS 
A 所 以 根 据 据 论 C8 1.9) 可 知 ，p(A) 二 oC) 所 P(A). 口 

对 于 一 个 不 一 定 是 Hermite 给 阵 的 谱 半 征 来 说 ,上述 排 论 中 的 下 异 a <<p(A) 是 得 到 的 第 
一 个 频 平 几 下 和 界 ， 不 过 4 为 非 负 的 假定 是 本 质 的 . 


0 1 

练习 戌 构造 一 个 相似 于 | 。 1 | 的 垂 阵 ， 且 不 会 从 元 ， 它 的 谱 半 和 是 什么 ! 它 是 非 负 
阵 吗 9 关于 推论 (8. 1. 20) 的 后 -部 分 ， 这 说 明 什 么 问题 ? 

练习 让 有 明 ， 如 果 4，BE M， 日 0 和 A 之 B， 则 pt 有 A}<<ptB}， 提 东 ; 存在 某 个 >] 使 得 
0 雪 aAB， 如果 pC) 了 关 09， 则 从 推论 (8.1.19) 可 得 出 结 论 ， A 则 把 推论 
{8. 1. 20}) 应 用 于 B 可 得 出 结论， 

困 为 我 们 马上 就 会 有 关于 非 负 和 矩阵 的 谱 半 径 的 较 好 上 界 ， 定 至 (8. 18} 将 用 来 求 任意 矩阵 的 
谱 半 径 的 上 界 . 
8.121 引 理 没 AElM,， 且 假定 A 之 0。， 如果 A 的 各 个 行 和 蚌 常 数 ， 则 p(A)=14| ， 如 时 
4 的 各 个 列 和 是 常数 ， 则 p(4) = 4 外 ， 

证 明 : 我 们 知道 ，o(&A) 雪 | 4 对 任意 答 阵 范 数 | , | 成立, 但是， 如 果 各 行 和 是 常数 ， 则 
xz 三 -1，…， 吉 :是 关于 特征 草 儿 4 | 的 特征 向 其 ， 把 同样 的 论证 应 用 于 A 便 得 到 类 于 列 和 的 
论断 , 站 
$8. 1, 22 定理 设 AEIM,， 且 假定 A 宇 0， 则 


min Ba, Sd) max 2 4, (8. 1. 23) 
于 1 1 


i 


‘min a Da, pA) 所 -max De, {8, 1. 24) 
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证 明 : 设 a 一 min yw。 ,然后 构造 新 矩阵 8, 使 A 之 电 之 0, 且 Db 二 a 对 所 有 i 一 1,2,*… 
Ee tee) 1 1=1 


成 立 . 例如, 如果 a 一 0, 令 训 二 0. 丸 如 果 a 之 0, 可 以 令 刀 二 oa, (了 as) 1 根据 引 理 (8., 1.21)， 


p(B) 二 a, 又 根据 推论 (8. ]. 19) ,pCB) 过 ptAA). 相应 的 上 界 易 用 类 似 的 方法 来 证 明 ， 把 行 和 界 应 
用 于 A' 便 得 到 列 和 界 . LJ 
练习 ”证明 上 述 结果 中 关于 上 界 的 论断 . 


83,1.25 推论 设 AEM,。， 如果 有 A 之 0， 上 且 村 所 有 i 二 1，2，…, nn 有 a, 半 0, 则 ptA) 守 0. 特 
别 是 ,如 果 和 太守 0, 或 者 如 果 和 4 是 不 可 约 非 负 托 阵 ， 则 pC 4)>>0. 

练习 证 明 不 可 约 矩阵 不 可 能 有 零 行 或 零 列 ， 

因为 只 要 S 可逆 就 有 a(S AS) 二 pCA)， 所 以 可 以 引进 茶 些 自由 参数 来 推广 上 述 定理 .如 
果 5 一 diag(rm， …， x)， 且 所 有 x, 守 0， 则 当 有 A 宕 0 时 S 1A5 守 0， 把 定理 (68,1.22) 应 用 于 
5 4S 一 (arirr，)， 便 得 到 下 述 更 一 般 的 结果 . 


8.1.26 定理 设 4EM,， 且 假定 4 之 0， 则 对 任意 正 问 量 zeEC ， 有 
min ps < 4) 去 mx 二 Dyan, | (8. 1. 27) 
和 
in SPA) & maxr, 2 (8. 1. 28) 
83.1.29 推论 设 AE€M,，rER",， 且 假定 A 之 0 和 >0， 加 果 ma、8Z20 使 arsArSpr， 则 w“ 
夺 p{ 太 ) 所 B 如 果 ar< ar， 则 co<o04): 如 果 .4rc8r， 则 pl A) < 
证 明 : 如 果 wzrs4zr， 则 as minz 了 wy. 由 定理 (8.1.26) 得 知 a < olA). 如 果 ar 一 
[| y=1 


Ar, 则 有 某 个 a >a， 使 得 ex 去 Ar， 在 这 种 情形 pCA) 渤 a qa， 所 以 p(A} >a， 类 似 地 可 证 明 
上 界 . 口 
练习 完成 推论 (8. 1. 29) 的 证 明 ， 


8.1.30 推论 设 AE M,， 且 假定 AA 非 灸 如果 A 有 正 特 征 向 量 ， 则 相应 的 特征 值 是 oc2)， 
即 如 果 Ar=Xz 且 了 >0 和 4 六 0， 则 14 一 (4A)， 

证 明 : 如 果 rz>0 且 Ar 一 4r， 则 40 且 1zrSArsslr， 另 一 方面 ， 由 捧 论 (8.4. 29) 可 知 ， 
A aA), 口 


8.1.31 推论 没 4EM， 且 假定 4 是 非 负 和 矩阵 ， 如 果 4 有 正 特征 向 量 ， 则 
po(4) — max min LD = min as Da C8. 1. 32) 
练习 证 明 上 述 排 论 ， 提示: 在 (8, 1. 27) 中 采用 正 特征 向 基 . 
8.1.33 推论 设 AE 季 ， 且 假定 和 是 非 负 些 阵 ， 如 果 4 有 正 特征 向 量 *， 则 对 所 有 吉 二 1， 
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2，… 和 所 有 守 一 1，…，7， 有 

" max x 

pray” a | Ltn 
”0 min EE 


其 中 A" 三 [as"m]. 特别 是 ， 如 果 As 0， 则 对 和 =1，2，…，[e(4) 714] 各 元 一 致 有 界 . 
证 明 ; 如 果 Azx 二 otA}r， 刚 A"r=pCAD". 各 各 0 则 4" 六 0， 且 有 


月 


pA)” max ri (CAT 一 [Ar — Du, 


;= 
>{r mimn zi Dy 


对 件 意 ;一 1，2，…， 天 成 立 ， 因 为 x 站 0， 所 确定 的 上 和 罩 可 由 除法 得 出 类 似 地 有 


1=1 


| min x 
plA)* 和 | SE: -eA < ; Slaw, (8. 1. 34) 
1: nm 


站 in rs BA = [A"rj; = Darz, 
~ 1=1 


Es (max zj】 yt 
对 任意 ;二 1，…， 暗 成 立 . 因为 上 >0， 所 确定 的 下 办 可 由 除法 得 出 . 国 
习题 


， 如 果 人 六 0， 且 对 某 个 二 4 0， 证 明 p(4A) 0 
.给 出 一 个 2X2z 息 阵 4， 使 得 A 之 90， A 不 是 正 的 ， 且 4 >>0. 
. 很 定 4 之 0， 昌 4 天 0， 如 果 A 有 正 特征 向 量 , 证 明 pw(A)>>0. 
4 如果 p(4)<1， 我 们 知道 ， 当 m->oo 轩 4" 一 0， 如 果 有 A 宇 0， 且 A 有 正 特征 向 量 ， 试 用 
推论 (8. 1. 33) 证 明 ，| A” | 筷 pCA0"CCA) 对 所 有 mw 二 1，2，… 成 立 ， 其 中 CCGA) 是 常数 矩阵 , 


一 


1 1 
斌 考察 4 一 |。 |， 说明 4 有 下 特征 向 量 的 彼 定 不 能 省 略 ， 试 区 推论 (5.6. 13) 来 讨论 这 亲 个 


结果 . 

5 如果 A 实 0 有 特征 向 量 , 证明 4 相似 于 其 各 行 和 为 常数 的 非 负 和 所 阵 ， 这 个 常数 是 什么 9 
提示 : 利用 定理 (8. 1, 26) 前 面 的 注释 , 

6. 我 们 将 在 (8. 4} 第 让 明 ， 非 负 不 可 约 第 阵 必 定 有 有 正 特征 向 量 ， 说 明 非 负 抢 阵 可 以 有 正 特 
征 向 景 而 且 是 可 约 的 . 

7. 设 A=[a, ]E M, 是 非 负 矩阵 且 有 正 特 征 向 其 > 一 [zr ]， 试 用 (8. 1. 33) 证 明 ， 

] 中 | 

{a} —ot A)” | Le 
再 NAax 2 


J 


所 max aw* 对 每 个 1 二 ]， 2， ep 2 成立; 


上 前 
Cb) lim| Das | ”= pCA) 对 每 个 1=1，2，-…， 成 立 ， 


太一 上 


对 所 有 产生 1，2，…， 记 4A“* 一 [at ]. 


非 痪 赵 降 351 


8.2 正 炬 阵 


对 正厅 阵 来 说 ， 非 负 移 中 理论 显示 出 它 的 最 简单 和 最 优美 的 形式 ， 关 于 这 种 情形 ， 
〇 , Perron 在 1607 年 做 出 了 主要 的 贡献 . 


8.2.1 引 理 设 AEM,， 且 假定 入 >0，Ar 一 Ax， x 了 关 0, 以 及 14| 二 p24}. 则 A |x|= 
oft4)17| 且 上 z| >>0. 

证 明 : 计算 

PITz 一 Er zi 一 Ar 和 4 zl 一 和 上 zl 
因而 > 二 4 | | 一 p(x | 之 0， 因 为 | | 20 有 | zi 天 0， 所 以 由 (8.1.14) 斌 知 吕 | | 0 又 
推论 (8.1.25) 保 证 pCA)>0， 所 以 ,， 当 y=0 时 有 A|lx| 一 pz 和 |zl=p4) ATzri 0， 
如 果 y 隆 0， 令 z 三 A | x | 守 0， 再 运用 (8. 1. 14) : 
OAy=Az- ptA)z 或 Az > pt)z 

但 是 根据 维 论 (8. 1. 29)》， 我 们 有 荒 雇 的 结论 pLA) >p(A)， 从 而 得 知 y= 二 0， 证 毕 . 口 

由 这 个 技术 性 引 理 ， 容 易 椎 导出 关于 正 雍 阵 的 第 一 个 基本 结果 . 


8. 2,2 定理 设 4EM,， 且 根 定 和 其 正 失 阵 ， 则 (4)>>0，p(C4) 是 和 的 特征 值 ， 且 存在 正 向 
量 了 使 得 4zr 一 p(AJr。 

证 明 : 存在 特征 值 4， 且 j A414 = 二 pCA) 汪 0， 而 相应 的 特征 向 其 rz 关 90， 根据 引 理 ， 所 要 求 的 
向 量 是 x | 

练习 ” 旭 果 和 AAEM,， 凡 A>0， 试 用 推论 (8. 1. 31 证明 


入) 一 max min 一 1 3, ;二 = min mL De EE 


EO ss 


只 要 稍微 强化 一 一 下 引 理 (8 2. 的 名， 就 可 以 加 深 对 4 的 特征 值 的 估计 的 认识 . 
8,2.3 引 理 没 AEIM,， 上 且 假 定 A>0，Ax 二 Ar，z 关 0， 以 及 | 4| 二 ptA)， 则 对 某 个 8ERR， 
e 7 一 | | 0， 

证 明 ， 假设 条 件 保证 | Ar | 二 | Azl=pa)1r|， 用 由 引 理 (8.2.1) 可 知 , 4 17z| 一 
pA 71 且 1z1 0 和 生生 开 和 一角 不 等 式 ， 对 每 个 =]，…，n， 有 


<» ea 。 
因此 ， 在 一 - 角 不 等 式 中 等 式 必须 成 立 ， 内 而 ( 非 零 ) 复 数 a tp, P=1l, ,a, 一 定 都 位 于 复 平 
辐 的 同一 条 射线 上 ， 如 果 用 上 表示 它们 的 公共 轰 前 ， 则 eeawros>0 对 所 有 bb 一 1，…， nn 成 
Hi, 但 是 ， 内 为 所 有 dip Us 所 以 有 rm 口 


8.2.4 定理 设 AE& WY,， 且 假定 A 是 正 什 阵 、 划 对 每 个 特征 秆 4 关 e(A) 有 14 | <p(A)， 
证 朋 : 根据 定义 ，| 4 | 所 pC) 对 让 的 所 有 特征 值 4 成 立 、 假如 | | =p(A)}, HB Ax= 


OA 区 i=| Ri| | 一: 
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Xx+， 工 关 0， 根 据 引 理 (8. 2.3)， 对 某 个 9€ER 有 ww 三 e “zx 六 0， 所 以 Aw 二 Aw， 但 是 根据 推论 
(8. 1. 30) 有 二 ot 有 A)， 

现在 我 们 知道 ， 如 果 4>0, 则 04) 可 以 看 成 严格 最 大 模特 征 值 ， 而 不 会 有 其 他 下 能 性 . 
下 一 个 结果 说 明 ，p(A) 是 几何 重 数 为 1 的 特征 值 ， 即 相应 于 pt AA) 的 特征 空间 有 维 数 1、 实际 
土 ， 我 们 马上 就 会 看 到 ，p(4) 的 代数 重 数 也 是 ]. 


8.2.5 定理 设 AEM,， 且 概 定 A>0，w 和 zx 是 适 Arw 王 ptA)w 和 Az 一 op(A)zx 的 非 零 向 基 ， 
则 存在 某 个 EC 使 得 w= 二 ax. 

证 明 : 根据 引 理 (8. 2. 3)， 存 在 实数 记 和 色 使 得 加 二 ec ”=>>0 和 g 圭 ew>0， 令 f= 
min gp， 且 定 义 r 守 gq 一 肪 ， 和 注意 到 7 之 0 且 至 少 有 一 个 坐标 为 0， 所 以 x 不 是 正 向 量 ， 但 是 
Ar 王 Ag 一 BAp 二 ptA)g 一 名 (1p 二 ptAYr， 所以， 如果 7r 关 0， 由 (8.1,14) 可 知 , r 二 nC(A) Ar 
>0。， 因为 这 不 成 立 ， 得 出 r 二 0， 因 而 g=Pp 和 且 w=pBe* "x 


8.2.6 推论 设 AEM,， 肯 假定 4>0， 则 存在 瞧 一 向 量 z， 使 得 Ar 一 p(A)z，7z>0 且 2x 
一 ]. 

练习 让 明 推 论 (8. 2.6)， 

推论 (8, 2. 6) 中 所 描述 的 唯 -- 的 正规 化 特征 向 量 常 常 称 为 A 的 Perron 向 量 ;，ofA) 常 常 称 
为 六 的 Perron 根 ， 当然 ， 如 果 4 是正 入 阵 ， 则 A! 亦 是 ， 所以， 上述 所 有 结果 也 可 以 应 用 于 
六 7， 有 BAT 的 Perron 向 其 称 为 和 的 左 Perron 向 量 . 

练习 ”如果 AAEM,， 且 A>0， 义 如 果 存 在 某 个 <EC"， 使 得 rz 六 0， 天 0， 且 Az 一 hr， 
让 明 是 A 的 Perron 向 量 的 倍数 且 4 二 pCA). 

我 们 对 研究 mw 一 时 宣 A” 的 变化 过 程 感 兴趣 ， 册 为 这 些 和 早出 现在 数值 分 析 的 应 用 中 以 及 
概率 论 中 的 Markov 链 理论 的 应 用 中 ， 下 面 的 引 理 把 对 于 非 负 栋 阵 的 各 个 极限 定理 是 本 质 的 诸 
条 件 分 离开 来 注意， 如 果 4>0 且 4 一 p(A)， 则 所 有 假设 条 件 都 适合 . 


38.2.7 引 理 设 AE MM 是 给 定 的 矩阵 4EC 是 给 定 的 数 ， 且 假定 x 和 ;是 适合 
{1) Ar=Ar; 
(2) ATy=Ay; 
(3) riy™1} 

的 间 量 .定义 1 三 xy!， 则 
(l(a) Lr=ry IL=y'; 
{b) 了 "一 上 对 所 有 和 一 1，2，，… 成 立 ; 
(Cc) A"L 王 LA" 一 A"L 对 所 有 加 一 1，2，… 成 立 ，; 
(0d) LAAL)=0; 
(Cc) (A 一 AL)" 二 4" 一 A"L 对 所 有 r= 二 1，2， "成立; 
DA 一 村 的 每 个 非 零 特征 值 也 是 A 的 特征 人 秆 . 

如 果 另 外 还 假定 


非 历 算 障 353 


(4) A0 

(5) 4 是 的 A 的 特征 值 ， 且 有 几何 重 数 1; 于 是 还 有 

(g) 4 不 是 4 一 AL 的 特征 值 ， 即 4 一 (4 一 所) 是 可 道 纸 阵 ， 

最 后 ， 如 果 假 定 

(6) |4| =p(A) 0 

(7) 4 是 A 的 模 为 ntA) 的 仅 有 特征 值 ， 丸 如 果 把 A 的 特征 值 排 成 顺序 | 4 | 志 | 42 | 委 … 
入 | 如 三 和 | 二 p(tA)y， 则 

th) DC 六 一 A A oA 

(9 当时， TAI" 二 LT !A—L*l.; 

人 j) 对 每 个 适合 [ | 入 1 | /etA)]<r 之 1 的 r， 存在 某 个 C=Cer，A), 使 得 上 "Ay" 一 LL. 
< 对 所 有 中 一 1，2，… 成 立 ， 

明 : 论断 Ca》)，(b) 和 (ce) 可 直接 从 假定 (1)，(2) 和 (3) 推 出 ; 注意 (3) 推 出 ，x 和 y 都 是 
非 零 向 量 ， 论 断 (d) 可 以 由 (bb 和 (c) 推 出 ， 命 题 (e) 可 以 用 (by 和 (ce) 来 归纳 证 明 ， 如 果 去 0 是 
4 一 记 L 的 特征 信 ， 叉 如 果 对 某 个 0 有 CA 一 4)w 二 pw 如 上 CA 一 4L)w 二 0w 一 0 一 plw， 因 
而 Lw 一 0。 寺 此 ， (A—AL) eo Aw—= pnw, 所 以 天 也 是 A 的 特征 值 ，( 昌 得 证 ， 

如 果 现 在 引用 假设 (4) 肌 肾 kw 一 4， 上 述 论 证 说 明 ， 如 果 ww 是 A 一 AL 的 特征 向 直 ， 则 到 也 
是 总 的 4 的 特征 向 量 . 根据 假设 (5)， 我 们 一 定 可 得 出 xw 二 ar 对 其 个 “天 0 成立. 另 一 方面 ， 
pw 一 Aze 一 {及 一)w 二 (4 一 AL)er 一 qh 一 hax 一 0， 丸 因为 A 了 0 且 ww 天 0， 所 以 这 是 不 可 能 的 . 
这 个 针 秆 证 明了 Cg)， 内 为 (f) ,我 们 知道 ， 或 者 对 4 的 某 个 特征 值 Mhk 有 ptA 一 2L)== | 1 
或 者 o(A 一 和 ) 一 0， 央 为 已 给 出 了 4 的 特征 值 的 递增 顺序 , 且 | 4, | = 14|= 二 ptA)， 所 以 由 
(8 可 知 ， 在 这 两 种 情形 ，p(4 一 六 ) 科 | 和 |， 因此 Ch) 中 的 不 等 式 可 直接 由 (7) 推 上 出， 把 (h) 
和 (e1 络 全 起 米 不 难 算 出 ， 当 普天 时 人 4 了 和 一 人 1A)* 一 L >0， 这 是 内 为 ptA 4 也) 一 
pA 一 ALio( A A | ol 及) 入 1 中 的 收 伐 速度 足 推论 (5. 6.13) 应 用 于 矩阵 4-1A 一 工 
的 直接 推论 ， 其 中 选 寂 e 适合 p(X A TTe[ | 1 | 7p(A)] 二 e<rc1， 口 

锋 习 ”给 出 引 理 中 ta)，(b) 和 (ec) 的 证 明细 节 ， 


3.2.8 定理 设 AEM, 且 假 定 A>0. 则 
lim[e(4) 1AJ" 一 了 ， 


其 中 ， 工 二 7 ， Ar~plA)r, AAA r>0, y>0 8 ry=1. 
明 : 引 理 的 假定 (1) 一 (7) 为 4=5A) 所 满足 ， 上 是 4 的 Perron 向 措 , 日 一 (rtz) !x， 
其 中 x 是 A7 的 Perron 向 量 ， 结 论 丁 由 (3) 推出 ， 口 


8.2,9 推论 如 果 4E 人 . 目 上 >0， 则 工 二 jim[p(4) :4]" 是 秩 1 的 正 矩阵 ， 


8.2.10 定理 如 果 4E 则 , 且 4>0 则 上 4A) 是 代数 重 数 为 1 的 特征 值 ， 即 oCA} 是 特征 方程 
pal 站 二 0 的 单 根 ， 

证明: 根据 Schur 三 角 化 定理 (2. 3.1}， 可 以 记 A 二 UAU* ， 其 中 ，[ 是 西 矩 阵 ，4 是 主 对 
第 元 为 pp， X41t， 9 和 的 上 上 三角 年 阵 ， 日 o 一 p(A) 是 代数 重 数 上 >z1 的 特征 值 ， 对 所 有 
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i 二 衣 十 1， "i 特征 秆 的 模 都 严格 小 于 of4)， 另 一 方面 ， 
L= limLo(tA) AJ” 


LL 


[! | 
交 
1 
= U lim Aar UU* 
a 0 
0 加 
L J 
-1 _ 
其 
1 
一 U", 
0 
0 
| 0 
其 中 ， 在 后 岗 个 表示 中 对 角 元 | 重复 次， 在 最 后 一 个 表 术 式 中 对 角 0 元 重复 mn 一 上 次， 内 为 
最 后 表示 式 中 的 上 三 角 和 矩阵 至 少 有 秩 &， 闵 因为 上 有 秩 1， 得 知 ,上 >1 是 不 可 能 的 ， 口 


我 们 现 奔 总结 一 下 在 本 节 中 得 到 的 关于 正 些 阵 的 基本 结果 ， 


8 2.11 Perron 定理 如 果 AEM, 且 A>>0， 则 

(ay pA)>0; 

Cb) ptA) 是 4 的 特征 值 ; 

(e) 存在 xEC ， 适 全 r>0 旧 Ar 一 pf(A)rs 

(d) p(tA) 是 A 的 代数 (因而 几何 ) 单 重 特 征 什 ; 

{e) |4| <p(A) 对 每 个 特征 值 * 隆 p(tA) 成 立 ， 即 p(4)? 是 唯一 的 最 大 模特 征 信 ; 

(fy 当 mmroo 时 [pt A) 1A 一 LL， 其 中 工 二 zy， Ar=p(A)r, A'y=p(A)y, TO 
有 旧 rry 一 1 

Perron 定理 有 许多 应 用 .一 个 优美 而 又 有 效 的 应 用 是 ， 利 用 占 优 非 负 第 阵 的 谱 半 径 和 主 
对 角 元 得 到 了 和 矩阵 A 的 特征 信和 包含 这 域 , 
3.2,12 定理 ( 枢 能 ) 设 A=[a,]EM,， 且 假定 B=[5,]€M, 有 非 负 元 和 B 宇 |A|， 则 及 的 
每 个 特征 值 位 于 区 域 

出 {fz ECC: | z—a: | p(B) — 6b,)} 

中 . 和 

证 明 : 可 以 假定 B>0， 央 为 如 果 B 的 菜 个 元 是 零 ， 我 们 可 以 考虑 B, 二 [5 十 e]， 其 中 > 
0; B>|A1,， 匡 当 e000 p(B)— (hte rp(B) mb,. 根据 Perron 定理 ， 存在 正 向 其 x 使 
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得 Br 一 AmB)r， 因 而 对 所 有 i 二 1，2,，…， nn 有 


> | yi | T} 过 人 box, 一 oCB)z, — bix,, 
‘2 全， 


因此 ， 对 所 有 ;一 1，2，…， 有 


D3 |a | 7, < p(B) —b,. 
jE 
在 推论 (6. 1. 6) 中 取 p, 二 x, 便 推 出 要 求 的 结果 . 门 
(8. 2. 11) 中 的 (站 保证 确定 的 极限 存在 ， 而 (8. 2. ?7? 中 的 各) 给 出 了 关于 收 和 化 速度 的 一 个 上 界 
| ecAIT A ~ LH, Cr”, 
这 个 上 界 对 某 个 与 4 和 > 有 关 的 正常 数 C 和 任何 适合 


的 -或 立 ， 其 中 心 -: 是 4 的 有 第 二 大 模 的 特征 值 ， 即 使 (4) 已 知 或 容易 估计 ， 但 是 要 想 得 出 
关于 比值 | 4%- | /p(4) 的 有 用 界 ， 计 算 或 估计 | -1 1 也 许 不 方便 或 者 不 可 能 ， 在 这 种 情形 ， 
知道 一 个 容易 计算 的 界 可 能 很 有 用 ， 这 个 界 属于 E，Hopf， 它 对 任何 正 矩阵 A=[a,]€ 2M 都 
成 立 : 


其 中 M=max{wy: is j=1]， 2 下, 而 pj 二 min{ay: i j=], 2, #0}. 
习题 

1 如 果 4>0, zxz 是 A 的 Perron 向 量 ， 又 如 果 是 A7 的 Perron 向 量 , 证 明 x 人 x0. 

2. 如 果 AE MM 是 具有 个 非 零 主 对 谣 元 的 上 三 角 逢 阵 ， 证 明 rank A 之 £， 用 例子 说 明 ， 在 
这 些 条 件 下 ， 有 可 能 秩 大 于 上. 

3, 把 本 节 推 导出 的 结果 应 用 于 矩阵 


1 一 
A=| " , | 0<a, p<l 


-8 

且 与 08.0) 节 中 的 相关 结论 相 比 较 . 

4 如 (8.0? 节 中 所 描述 的 那样 ， 考 虑 具有 n>2 个 城市 的 -… 般 城市 间 的 大 口 流 动 模型 。 如 
果 所 有 人 口 流动 系数 a; 是 正 的， 那么 ， 当 mw 一 oo 时 ， 人 口 分 布 rw 的 渐 近 变化 过 程 是 什么 ? 

5， 如 果 太志 0， 详 细 描 述 当 mm 一 cc 时 4" 的 渐 近 变化 过 程 ， 提 示 ; 存在 三 种 情形 ，A"-*0， 
六 ”发 散 和 收 煞 于 正 什 阵 . 说 明 并 分 析 每 种 情形 . 

6, 在 推论 (6. 1.8) 下 面 有 一 个 讨论 2X2 正 短 阵 的 练习 试用 定理 (8. 2.2) 下 面 的 练习 讨论 这 
个 例子 .” 

7. 设 4，8E M,， 上 且 假 定 4>>B>>0， 试 日 p(B3) 的 “min max" 特 征 证 明 p(4)>p(B)、 提 
示 : 设 工 是 A 的 适合 4r>>Bxzr 的 Perron 向 莉 . 

8. 如 果 4>0, 旦 是 44 的 Perron 问 量 ， 证 明 
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tA) 一 > or 
由 定 艾 可知， 十 入 十 za 一 1， 

9. 如 果 正 和 矩阵 是 非 奇异 的 ， 证明 其 道 答 阵 可 能 不 是 非 灸 的 ， 如 果 非 负 引 阵 4 是非 奇异 的 ， 
证 明 ， 促 当 4 指 每 一 别 中 愉 好 有 一 ' 个 非 零 元 时 ， 其 六 矩阵 才 可 以 是 非 负 的 ， 这 样 的 矩阵 与 置 
换 和 矩阵 有 和 何 关系 ? 

10. 试 给 出 定理 (8. 2. 10) 的 下 述 男 一 个 证 明 的 细节 ， 如 果 p 一 p(4) 有 代数 重 数 有 >1， 叉 如 
果 y 了 和 :F 分 别 是 和 的 左 和 右 Perron 向 量 ， 则 存在 非 零 向 量 < 使 得 x 一 (A 一 p17)zx， 男 一 方面 ， 
YT 二 yi (A 一 ox 一 07z 二 0， 因为 y +>0， 所 以 这 是 不 可 能 的 ， 提 示 : 因为 的 几何 重 数 是 1， 
所 以 A 一 pl 的 Jordan 形 一 定 恰好 有 一 个 螺 零 子 块 ， 它 至 少 应 该 基 二 阶 ， 证 明 秩 为 上 一 1(>1) 
的 任 一 短 零 矩阵 BE Ms 有 以 下 性 质 ， 如 果 对 某 个 xEC 有 Bu 二 0， 则 存在 某 个 vEC* 使 得 
Bu=&. 

进一步 阅读 ”集中 论述 各 种 界 (其 中 包括 本 节 最 后 一 段 提 到 的 Hopf 界 ) 以 及 有 关 这 方面 的 
众多 文献 ， 可 参看 U. Rothblum and C, Tan, “Upper Bounds on the Maximutm Modulus of 
Subdominant Eigenvalues of Nonnegative Matrices,”Linear Atgebra Appl. 66(1985), 45-86. 
世 可 敌 看 [Kel]chapter 由 ，theorem 2. 

8.3 ” 非 负 既 阵 

央 为 在 实际 中 常常 遇 到 不 尽 正 斥 阵 的 非 负 和 矩阵， 为 此 ， 需 要 基 虑 把 圭一 节 中 所 论述 的 理论 
推广 到 和 扩 阵 的 元 素 不 都 是 严格 正 的 情形 . 我 们 可 能 希望 ， 这 种 推 / 可 通过 取 适 当 的 极限 来 完 
上 成， 这 对 于 某 些 结果 是 豆 以 办 到 的 ,组 是 ， 令 人 失望 的 是 ， 像 秩 与 维 数 这 样 一 些 基 不 基 连 续 函 
数 ， 所 以 极限 论证 只 是 部 分 有 效 ， 在 Perron 定理 中 可 以 通过 取 极 限 作 推广 的 仅 有 结果 包括 在 
下 面 的 定理 由， 

8.3.1 定理 如 果 AEM,， 且 妇 尝 90， 则 pl 太 ) 是 丸 的 特征 值 ， 且 存在 非 负 向 量 x 节 0，z 尖 0， 
使 得 Ar 二 pCAYx, 

证 明 : 对 任意 e>>0， 定义 A(le) 兰 [a, 16] 渤 0， 用 x(e) 表 示 Ale) 的 Perron 向 量 ， 所 以 

rle)>0 且 > re 二 1. 因为 向 基 集 {z(e): es>0} 包 依 在 紧 集 1 EC， 和 7 由 受 直 中， 所 


以 存在 单调 递减 序列 ej ，&;， “有 lime™0, 使 得 lim ft)=-r 存 在， 因为 对 所 有 有 = 1，2， 
小 有 xl} 于 0， 所 以 一 定 有 x=lim x(es)2>01 及 


2 7 一 lim 2 rler), 三 1 
所 以 x 二 0 是 不 可 能 的 ， 根 据 定理 (8. 1 18)，p(A(e) 汪 pl A(er1)) 宇 … 宇 p(A) 对 所 有 肯 =1， 
2， 下 成立， 所 以 实数 序列 {pCAtes 001-1.:.… 十 单调 递 三 序列 ， 央 此 ， 1 三 lim ptAtes)) 存 在 和 p 
之 p(t(Al， 但 是 由 事实 
AAr = lim Aler)rle) = lim pAUer}) rte) 


非 奥 上 兹 脖 357 


一 lim pACE:)) limz(e) = pr 

和 事实 x 了 0， 推 出 o。 是 A 的 特征 值 ， 另 一 方面 ，p 所 p(A)y， 因 此 一 定 有 pp 二 pC 有 A). 

关于 谱 半径 的 变 分 特征 部 分 (8. 1. 31) 可 以 推广 到 一 般 非 负 欠 阵 和 非 负 向 量 ， 不 过 其 证 明 是 
颇 杯 相同 的 . 
8.3.2 定理 设 AEM,， A 之 0，rEC， zx 之 0 且 zr 隆 0， 如 上 对 某 个 aER，Ar>ar， 则 pCA) 
a 

证 明 ; 设 A=[La,j], 设 : 半 0， 且 定义 Ale) 三 [uy 十 ej. 于 是 Ale) 半 0， 所 以 有 下 的 左 
Perron 向 量 ys) 即 ye "Ae) 王 pCACe))jy(e)", 已 知 Ar 一 qx 衬 0， 所 以 ACe)r 一 gr 之 Ar 一 
ar 之 0， 因 而 yle7 [Ate)xr 一 ar] 二 [p(tA(e)) 一 gjy(e)'r 空 0， 国 为 yle)!r 守 0， 对 所 有 ee 汪 0， 
有 plAle)) 一 a 之 0, 但 当 e-*0 时 pCAle))-rp(A)， 所 以 p(A) 闫 a. 


8,3.3 推 抢 ，” 如 虹 AEM,， 且 A 衬 0， 则 


， | 顽 
pliA) = max min — daz, 
TE spn 


站 
工业。 r 站 i™! 


姐 = min >) i， 
I 
则 根据 定理 (8. 3. 2)，Ax 之 ar， 因而 a 所 pC(A)， 但 是 如 果 选 取 x 为 由 定理 (8. 3. 1) 保 证 其 存在 
的 特征 向 量 ， 那 么 我 们 看 到 这 个 上 界 可 以 用 一 p(A) 来 达到 ， I 


1 0 1 
练习 专电 4A=| ， ,和 和 x=| ,| 证 明 ， 如 果 工 不 是 正 向 量 ，(8. 1. 29) 的 土 界 不 --- 定 成 


立 ， 证 明 (8. 1. 32) 的 “min max" 特 征 一 般 也 不 成 立 ， 然 而 ， 奶 上 述 排 论 所 证 明 的 那样 ，“max 
min" 特 征 的 确 可 以 推广 . 
深圳 一 个 假设 条 件 ， 可 以 稍微 强化 定理 (8. 3. 2) 以 给 出 关于 向 量 x 的 某 些 信息 . 


8.3,4 定理 设 AE€M,， 且 A 之 0， 骨 假定 A 有 正 左 特征 向 量 ， 如 果 x 衬 9，z 关 0， 义 如 果 Ax 
之 pCA)z， 则 Ar=ptA)r. 
证 明 : 设 >>0 通 合 47y 一 p(4)3， 且 假定 z 六 0 适合 rf 天 0 和 六 r 一 pCA)x 守 0 则 
3T[4z 一 payr] 一 p(a)yrz 一 py 一 0， 
所 以 一 定 有 Ar—p(A)r=0, 器 

不 添加 假设 条 件 ， 不 可 能 比 定理 (8. 3. 1) 更 进一步 把 Perron 定理 (8. 2. 11) 推 广 到 非 负 矩 阵 . 

当 4E 册 日 4 六 0 时 ， 非 负 特 征 依 of(4) 称 为 A 的 Perron 根 . 因为 相应 于 非 负 第 阵 的 
Perron 根 的 特征 向 量 末 必 是 唯一 确定 的 ， 所 以 对 于 一 般 非 负 矩 阵 ( 术 同 于 A 是 正 矩阵 的 情形 )， 
没有 关于 “Perron 向 量 "的 完全 确定 的 概念 、 例 如 ， 非 负 殉 阵 A= 了 有 每 个 非 负 向 量 作 为 相应 二 
Perron 根 ptA)=1 的 特征 向 量 . 
习题 

1. 用 例子 说 明 ， 罕 Perron 定理 (8. 2. 11) 中 的 不 包括 看 定理 (8. 3. 1} 中 的 各 项 命题 对 所 有 非 
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| ~ fo 1Y fo ro 1 
负重 阵 一 般 不 成 立 ， 据 示 : 考虑 | 。 下 ;| 和 | | 
2， 如 果 及 芋 90， 且 对 某 个 万 全 1] 有 40， 证 明 及 有 下 特征 向 其 . 
3. 如 果 4z0 有 非 负 特征 向 量 x，、 其 中 有 7r 实 1 个 正 分 量 利 一 r 个 替 分 其 ， 证 朋 , A 经 里 
C 
痪 相似 可 以 变 成 形式 | -| 其 中 BE M,，CE MDE M,_,; 8,C 和 DD 是 非 负 短 阵 ， 
有 内 旦 有 正 特征 向 量 ， 如 果 r<m， 证 明 小 一 定 是 可 约 币 阵 ， 
4. 用 例子 说 明 ， 推 论 (8. 1. 30) 的 下 述 推广 不 成 立 : 没 轧 宕 0。 如 果 太 有 非 鱼 特征 向 中 之 实 
0, zr 天 0, 则 Azr=p(AYx. 
1 
5、 考虑 短 隆 4-|， | 和 向 站 z= 二 [1，2]"， 说 明 ， 如 果 只 假定 4 之 0， 定 理 (8. 3. 4) 是 不 
上 成立 的 .有 的 正和 石 Perron 向 基 是 什么 ? 
6， 如 果 4 之 0， 证 明 ， 存在 与 4 交换 的 正 窍 阵 廊 ， 当 且 仅 当 4 有 全 是 正 的 左 和 右 特 征 向 
世 ， 提示: 如 果 z 和 y 是 A 的 正 右 特征 向 三 和 正 左 特征 向 鞭 ， 设 B==.ry1， 反 之 ， 如 果 x 六 0， 
旧 Ar 一 AAA)r， 考 虑 BAr=ABr=Bo(A}zr 0. 
7. 如 果 A=[La, jEM, 是 非 负 三 对 角 矩 阵 ， 证 明 A 的 所 有 特征 值 都 是 实 的 提示: 首先 证 
明 ， 如 果 所 有 下 和 上 七 对 和 角 元 都 是 正 的 ， 则 可 以 求 得 正 对 角 和 矩阵 已 值得 忆 -14D 是 对 称 矩 阵 ， 然 
后 证 明 对 角 线 以上 或 以 下 的 0 元 是 无 美 紧 要 的 . 
8. 设 非 负 甜 阵 AE M, 是 给 定 的 ， 证 明 ， 或 者 A 是 不 可 约 的 ， 或 者 存 存 露 换 年 阵 已 使 得 


4 x 


PiAP = ， 
1 0 A 


其 中 ， 每 个 A, 或 者 是 不 可 约 逢 阵 ， 或 者 是 1X1 零 算 阵 ，; 二 1，…， kk， 这 种 形式 称 为 A 的 不 


可 约 正规 形式 ， 注意 ,a(A) 二 [ocA)， 目 4 的 不 可 约 正规 形式 未 必 唯 一 . 


4 一 上 


9. 上手 阵 A 二 [ay ]E M, (R) 称 为 本 性 非 负 外 阵 ， 是 指 其 所 有 非 对 角 元 a, (i 汉 六 都 是 非 负 的 ， 
证 明 ， 如 果 44 是 本 性 非 负 王 阵 ， 则 有 革 个 >0 使 得 41 十 A 之 0。 试 用 这 一 论断 以 及 (8. 3. 1) 证 
明 ， 如 果 AE M, 是 本 性 非 负 矩阵 ， 则 A 有 实 特征 信 rCA}( 常 称 其 为 入 的 优势 特征 值 )， 且 有 
如 下 性 质 ， 对 4 的 每 个 特征 值 4, 有 (4A) 疡 Rel,， 证 明 ，r(4) 不 一 定 是 A 的 具有 最 大 模 的 特征 
值 ， 但 当 A 六 0 时 r(4)=o(4)， 担 示 : 11 十 4 的 请 特征 值 为 人 十 4. 

10. 定理 (8. 1. 18) 是 说 ， 若 4E 人, 是 非 负 舌 阵 ， 则 当 BE M, 也 是 非 负 和 矩阵 时 有 p(A 十 日) 
之 p(A); 这 是 关于 谱 灶 径 的 一 种 单调 性 结果 ， 如 果 4E M, 是 本 性 非 负 和 矩阵 (见习 题 9)， 证 明 ， 
对 所 有 对 角 短 阵 DE M,(R) ，A 十 已 是 本 性 非 抽 和 矩阵， 如果 和 4 是 给 定 的 本 性 非 负 矩阵 ， 而 刀 介 
许 在 实 对 角 夭 阵 类 中 变化 ， 则 可 得 知 ， 优 势 特 征 值 cA 十 口 ) 是 DD 的 诸 对 角 元 的 一 个 凸 函 数 ，- 

进一步 阅读 ”参看 以 下 文章 ，C.Johnson，R, Kejlogg，and' A, Stephens, “Complex 
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Eigenvalues of a Nonnegative Matrix with a Specified Graph Il, Lin. Maltilin. Alg. 7 (1979), 
129.143, BR 及 C.Johnson, “Row Stochastic Matrices Similar to Doubly Stochastic Matrices,” 
Lin. Muititin. Alg. 10 (1981)，113-130， 可 以 了 解 有 关 非 负 和 矩阵 下 能 具有 的 特征 值 这 一 重要 
论题 的 一 些 结 果 . 这 些 文章 给 出 一 些 参 考 文献， 其 中 包 揪 Dmitriev，Dynkin 和 Karpelevich 的 
经 典 工作 ， 以 及 非 负 赣 特 征 值 问题 ， 后 一 个 问题 4( 刻 划 可 以 是 非 负 征 阵 的 谱 的 复数 集 的 特征 ) 尚 
未 解决 ， 关 于 习题 10 的 其 他 信息 可 参看 ]. Cohen , “Convexity of the Dominant Eigenvalue of 
an Esseniially Nonnegative Matrix,” Proc, Amer, Marh. Soc. 8] 《1981)，657-658， 志 可 参看 
(3,4) 节 15 题 ， 


8.4 不 可 约 非 负 和 矩阵 


如 果 能 够 对 不 人 洛 任 何 0 元 的 矩阵 证 明 一 结论 ， 那么 这 个 结论 常常 可 推广 到 不 可 约 答 阵 ， 这 
是 一 个 具 具 启发 性 的 有 用 法 则 .我 们 在 第 6 章 推 广 基本 的 Gersgorin 定理 时 ,已 有 这 个 法 则 的 
-个 例证 ， 现 在 要 给 出 另 一 个 例证 ， 其 基本 思想 已 在 定理 (6. 2 24) 中 得 到 证 明 ， 这 里 重 述 其 相 


8.4.1 引 理 设 AE M,， 上 殷 定 4 六 0， 那 么 ，A 是 不 可 约 短 阵 ， 当 且 仅 当 (1 二 A)"! >0. 
练 可 如果 AEM,， 证明，A 是 不 可 约 的 ， 当 且 仅 当 A? 是 不 可 约 的 . 
目前 ， 我 们 还 需要 下 述 简单 的 结果 . 


8.4.2 引 理 设 AEM,, 且 设 1 …， ,是 A 的 特征 值 ( 计 重 特征 秆 )， 则 罗 十 1，…， 4 十 1 
是 [十 4 的 特征 值 且 p(i 十 A} 才 1 十 otAY， 和 如果 A>0， 则 pC 二 A)==1 十 p(A). 

证 明 : 设 AEoltA) 有 重 数 ， 则 是 特征 方程 pa() 一 det(t1 一 A) 一 0 的 上 重 根 另外 、 因 
det(tt1 一 A) 二 det[ GG 十 1)1 一 (及 十 让]， 所 以 4 十 1 是 p41(5) 二 detfs1 一 {A 十 1]==0 的 点 重 根 . 
十 是 和 十 1， ,十 1 是 入 十 了 的 特征 值 ， 因 此 ， PITTA) 一 max 14. 十 1 | max | | 十 1 一 
1 十 ef(4)、 但 是 ， 当 4 关 0 时 ， 根 据 (8.3. 1)，1 | pcA) 是 1 十 A 的 特征 值 ， 因此 ， 在 这 种 情形 ， 
PT 十 4 一 1 十 o(4A)， 口 

练 避 ” 试 说 明 ， 为 了 证 明 上 述 引 理 的 前 一 部 分 ， 下 述 论证 为 什么 是 不 完全 的 ， 如 果 4X4 是 让 
的 特征 值 ， 则 存在 某 个 向 其 x 关 0 使 得 Ar=Ar、， 但 是 (4 十 站 er 一 人 二 TD， 所 以 1 二 1 是 4 十 
1 的 特征 值 


8.4.3 引 理 ”如果 有 EM,,，A 守 0， 且 对 某 个 上 宇 1 有 A>0， 则 p(A) 基 及 的 代数 单 重 特征 值 . 
证 明 : 如 果 4，…， A 是 A 的 特征 值 ， 则 对 ，…, 是 A* 的 特征 值 ， 由 定理 (8. 3,1) 可 
知 ，pt 有 4) 是 太 的 特征 值 ， 因此， 假如 pCA4) 是 4 的 重 特征 值 ， 则 pCA): 二 plA1) 是 At 的 重 特征 
值得 这 是 不 可 能 的 ， 内 为 由 定理 (8.2. 10) 可 知 ，p(44) 是 At 的 单 重 特征 值 . 
现在 将 可 看 到 ， 在 多 大 程度 上 Perron 定理 可 以 捧 广 到 非 负 不 可 约 和 矩阵 . 把 正 矩 阵 的 
Perron 结果 推广 到 非 负 锁 阵 ， 是 与 Frobenius 的 名 字 分 不 开 的 ， 
8.4.4 定理 设 4EM,， 且 假定 4 是 不 可 约 非 负 和 矩阵 ， 则 
(ay ptA}>O0, 
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tb p(4) 是 和 的 特征 值 ; 

{c) 存在 下 向 量 工 使 得 Ar 一 0(A)rs 

《dy oa) 是 各 的 代数 (因而 几何 ) 单 重 特征 值 ， 

证 朋 ; 推论 (8, 1.25) 说 明 ， 划 使 在 比 不 可 约 性 更 弱 的 条 件 下 ，(a) 仍然 成 立 ， 根据 定理 
《8. 3. ])， 论 断 tb) 对 所 有 非 负 和 矩阵 成 立 ， 同 时 它 保证 存在 适合 Az 一 pf(A)xz 的 非 负 向 量 了 天 0. 
另 一 方 而 ，(T 十 A)*!'x 二 [1 十 a(A)J" 'r、 叉 根据 引 理 (8.4.1)， 算 阵 CT 二 A)"” ! 是 正 的 ， 所 以 
由 (8. 1. 14) 可 短 ， 疝 芋 (T 十 4)” 1 一 定 是 正 的 ， 因 此 x 二 [1 十 p(AYP*CO 二 AA)” 1r>0， 为 了 
证 明 (d) ， 利 用 引 理 (8. 4. 2) 可 证 ， 如 果 p(4) 是 生 的 重 特征 值 ， 则 1 十 pCA) 二 p(I 十 和 是 [十 A 
的 车 特征 值 ， 介 是 1 十 六 宇 0， 且 根据 下 理 (8, 4. 1)，(1I 十 4 590， 内 此 由 引 理 (8.4.3? 可 知 ， 
1 十 af4) 一 定 是 T+A 的 单 重 特征 值 ， 口 

该 定理 你 证 ， 不 可 约 非 负 知 阵 横 应 于 Perron 很 的 特征 空间 是 一 维 的 ， 对 十 不 可 约 非 负 短 
阵 ， 其 分 基 积 为 1 的 唯一 正 特 征 出 基 称 为 Perron 向 量 ， 

因为 不 可 约 非 负 御 阵 有 正 特征 向 起 ， 所 以 (8.1) 节 未 的 诸 结果 可 以 应 用 于 这 类 矩阵， 其 中 
特别 重要 的 是 谱 半 么 的 变 分 特征 (3.1, 32)， 另 外 .A7 不 可 约 ， 当 且 仅 当 A 不 可 约 ， 所 以 不 可 
约 非 负 矩阵 也 有 下 左 特征 向 量 ， 因 此 ， 定 理 (8. 3.4) 对 不 可 约 韭 负 和 从 阵 成 立 ， 这 个 事实 在 定理 
(8. 1. 18) 的 下 述 推 广 中 是 关键 的 . 


3.4.5 定理 设 A，BE 4M,， 假 定 和 4 是 不 可 约 非 贷 矩 阵 ， 有 目 A 守 | BE ， 则 p(A} 之 p(B)， 如 
果 e(4)=p(B)， 又 4 一 ep 有 是 吕 的 特征 值 ， 则 存在 出 ，…， 名 ER 使 得 B=erDAD !， 其 
中 了 一 diagfe ,ry em), 
证 明 : 由 定理 (8. 1.18) 已 经 入 道 ， 如 果 4 之 | B|， 则 ptA) 衬 p(tB}， 如 果 pe(4)=ofB)， 
则 存在 某 个 > 和 关 0， 使 得 吾 rz=Mz,， 且 1%| ==p(8)==ptA4). 因而 
pA ri |=| Be | Bir|Alzr|. 
因为 A 是 不 可 药 矩 阵 ， 所 以 ， 根 据 定理 (8.3.4) 可 知 , A || =ola) | | .内 而 | Br|= 
181 1z|==A 1xr|， 此外， 定理 (8.4.4)? 的 (ec) 和 ftd) 电 草 池 | x | 二 0， 久 因为 |B| 声 A， 
所 以 由 (8.1.15) 和 |Bj]|r| 一 和 A |x | 的 事实 推出 |B| 二 A， 如 果 定 文 有 ER 为 oa 一 
Ta | re | ,k=l, ,ns 如 果 j=erp(4)， 又 如 果 令 D=diagfea ，…， eh ), 则 二 DD | zx| 
且 Xhr 一 erptA)D|z| 二 BD|z| 二 Br 因此, e “D7'BD|x|=pt4)|x| 二 A1x|, 这 
个 恒等式 连同 |z | 守 0 和 | ce“*D 'BD | =A 的 事实 蕴 洱 ze *D 'BD=A. 口 
练习 ”对 上 述 证 明 的 最 后 一 部 分 ， 给 出 其 证 明细 节 ， 提 示 : 设 C=e。e "D1BD， 且 注意 到 
Alrl=Clrl=|IClrilalcCllr|l=Al2|, 
因而 在 二 角 不 等 式 中 等 式 成 立 ， 锦 角 arg(c，| zx, | )= 常 数 ， 0, Be, 一 ai， 
当 4>0 时 ， 出 Perron 定理 可 知 ，p(A) 是 4 的 有 最 大 模 的 瞧 一 特征 值 ， 当 办 宇 0 时 ， 可 能 
存在 多 个 有 极 大 模 的 特征 信 ， 不 过 ， 在 这 种 情形 ，A 应 该 有 特殊 的 形式 ， 旦 这 紫 特 征 信 应 该 位 
十 一 个 很 规则 的 图 形 内 . 


8.4.6 推论 设 AEM， 假定 A 是 不 可 约 非 负 和 矩阵 ， 义 假定 具有 极 大 模特 征 值 aCA} 的 集合 5= 
te A 1) 怡 好 有 个 互 不 相同 的 元 ， 则 每 个 特征 值 和 .ES 有 代数 重 数 1， 日 
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S= {feigtA):p= 01 一 1， 
即 这 些 极 大 模特 征 值 正好 是 记 个 次 单位 根 与 pC 如 ) 的 敢 积 ， 另 外 ， 如 果 A 是 A 的 任 一 特征 值 ， 
则 对 所 有 p 一 0，1，-…， Te 是 特征 值 . 

证 明 : 对 于 S 中 的 每 个 特征 值 ， 沁 ,一 eptA),， pp 二 0，1，…, 关 一 1]， 也 就 是 gp 二 
argtA,-s)。， 假 定 R>]， 如 果 有 必要 ， 可 以 重新 标记 诸 特征 值 ， 如 果 还 有 必要 ， 也 可 以 重新 定 
义 辑 角 使 得 0 一 gp 之 gi 二 1 2xn， 利用 上 述 定理 ， 且 上 让 B 三 4 和 4 三 4,_。 得 知 ， 对 
PpP™O, l,m, 一 1 有 各 一 日 一 er AD 因 DADy! 相似 于 入， 所 以 它 与 和 有 相同 的 等 征 
值 ， 因 此 这 个 恒等式 说 明 ， 对 任意 =0，1，…， ~- 1， 如果 4 的 特征 值 集合 在 复 平面 内 必 角 
Fs 的 旋转 ， 则 它 仍 变 到 自身 ; 《只 要 证 骨 内 一 2rbA) 这 就 是 上 述 最 后 一 个 论断 ， 此 外 ， 已 知 ) 
=p(4) 是 4 的 代数 单 重 特征 值 ( 因 为 4 是 不 可 约 的 )， 所 以 依次 令 p 一 1，2，…, 类 一 1， 便 得 
出 所 有 2;. * 也 是 代数 单 重 特征 值 . 

不 过 ， 还 可 以 说 得 更 详细 一 些 ， 因 为 对 每 个 p=0, 1 … ,一 1，S= {4 A ，… 
A pal} {er ET 所 以 一 定 存 在 某 个 9 一 q(t) 使 得 oc 和 A) 一 1 一 esi 
即 对 每 个 p， 都 存在 某 个 qg 王 q(pp) 使 得 #4 二 27 一 | 即 gy 二 一 gy (mod2x) ]， 因 而 ,ee Wo( AIES, 
另外 ,如 果 重 复 定理 (8.4.5) 给 出 的 关于 A 的 表示 式 ， 并 此 对 于 任意 选 定 的 适合 0 过 mr， 
二 上 一 ] 的 r，m: 取 B 王 e*rD,AD,' 和 4 三 4 4% 二 eo(A)， 则 得 出 

A=e”D,le DADA ID, = et DD,A(DD,) !. 
岂 此 ， 根 据 上 述 相同 的 论证 ， 在 复 平面 内 ，A 的 特征 值 集合 经 p。 十 zw 的 旋转 变 到 自身 ， 特 别 
是 ， he 中 二 em tmp(A) 一 定 是 A 的 (具有 极 大 模 的 ) 特 征 值 ， 所 以 对 蘑 个 j=j(m,， 让， 一 
定 有 十 gg 二 @, (mod2n). 

考虑 集合 CG 三 [gs 一 0，gr， oar1} 忆 [0，2x)， 上 一 段 已 提供 了 以 下 信息 : (0EG; 
《b 如 果 gr， py EG 则 上 gCmod2r) EG (ce) 如 果 wEG， 则 gp (mod2n)EG， 另 外 显然 有 ， 
{dd) 如果 吏 ， Ef 则 g++ pp +p tmod2n). 因此 ， 全 是 怡 好 有 点 个 元 素 的 上 bel 群 ; 群 的 运 
算是 “关于 模 为 2x 的 加 法 ” 因为 有 限 Abei 群 任 一 元 罕 的 阶 一 定 整除 群 的 阶 ， 所 以 每 个 ew 一定 
昆 户 次 单位 根 ， 其 中 p= plim} 是 的 因子 ， 另外， 我 们 可 以 不 用 群 的 理论 直接 证 明 这 … 掉 实 , 

革 为 对 蘑 个 j 以 及 每 个 r 和 m 有 gp 十 gp, 一 g, (mod2x)， 用 归 销 法 可 得 出 ，( 令 + 二 m=1) 对 
所 有朋 r 二 0，1，2，…(mod2x) 有 rg EG， 即 对 所 有 r= 二 0，1，2，*… 有 em p(BA}ES， 但是, 假 
如 “” 不 是 单位 根 ， 这 便 蕴 涵 S 有 无 限 多 个 不 同 的 元 素 ， 丽 这 是 不 可 能 的 因此， 对 某 个 适合 
1sPs 的 ，e 一 1; 可 假定 请 是 使 这 个 式 子 成 立 的 最 小 整数 .我 们 知道 ，0<p <p 之 …< 
和 -HT<2T， 且 对 某 个 固定 指数 六 考虑 wp， 恰好 可 用 疡 十 1 个 点 人 Pl， 29i， oo {pC—1)9, 
PP 二 2r 将 区 间 [0，2x) 分 成 户 个 半 开 子 区 间 { 在 右 过 开 ); 点 gp, 一 定 落 在 这 些 子 区 间 的 一 个 
中 . 于是， 存在 某 个 适合 0<.q 气 p 一 1 的 使 得 gp pn (qt lp 即 Og 一 gp TA. 因此 ， 
对 茶 个 yjtm)， 一 定 有 gw 一 qq 一 ， 这 是 因为 已 经 证 明 ， 如 果 e” o(4) 是 特征 值 ， 则 。 mo{ A), 
《ip( 入 和 ep(AA) 也 是 特征 值 ， 另 一 方面 ，0 志 ,一 gy 一 pp， 且 选 定 gy 是 最 小 非 零 辐 
角 ， 因 而 一 定 有 go 一 gm 二 0， 这 就 说 明 每 个 辆 角 名 是 gp, 的 某 个 倍数 ， 所 以 必定 是 p==k&， 凤 qo = 
2r 作 ， 因 为 假如 p<<k， 则 在 集合 [en otA)，e*Y pCA)，@™ p(A)，,) 中 的 不 同 的 元 素 会 少 于 上 
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个 ， 然 而 这 个 集合 一 定 等 于 整个 S， 最 后 ， 因 为 每 个 yp 是 gi 二 2nt 上 的 某 个 俏 数 ,又 因为 存在 上 
个 不 同 的 i 项 和 上 个 gq 的 不 同 倍 数 ， 所 以 对 所 有 m=0, 1， 2， ey 此 一 1 一 定 有 Fn — Mg. 
整个 证 明 是 在 >1 的 假定 下 进行 和 的， 但是， 如 果 上 =1， 所 作 的 论断 是 显然 的 . 


8.4.7 附注 如 果 4 关 0 是 不 可 约 的 ， 旦 有 大 盖 ] 个 极 太 模特 征 值 ， 出 A 的 每 个 非 堆 特征 值 位 
于 中 心 在 C 中 的 0 的 一 个 圆 上 ， 这 个 圆 恰 好 经 过 4 的 二 个 特征 值 ， 且 使 它们 在 整个 帮 土 都 保 
持 相 同 的 间隔 ， 特 别 是 , & 必须 是 A 的 非 零 特征 值 的 个 数 的 因子 ， 因 此 ， 如 果 入 是 wxXn 非 奇 
异 不 可 约 非 负 矩阵 ， 且 ?是 素数 ， 则 一 定 存在 一 个 或 ”个 极 大 模特 征 值 ， 不 会 有 其 他 可 能 性 ， 


8.4.8 推论 假定 AEM, 是 不 可 约 非 负 和 矩 阵 ， 且 记 4 二 [eg ]， 站 =1，2，…。 如 果 正 好 看 
在 4 的 &>>1 个 具有 极 大 模 的 特征 和 值 ， 则 当 产 不 是 上 的 整数 倍 时 ，agp =0 对 所 有 i 二 1，2， 
…， 于 成 立 . 特别 是 所 有 a 二 0. 

证 明 ; 利用 推论 (8. 4 6) 选取 4 的 一 个 极 大 模特 征 值 4=esp(4A)， 其 中 g 二 2x/k， 于 是 ， 
只 要 m 不 是 的 整数 倍 ，e"”? 就 不 是 正 实数 ， 利 用 定理 (8.4.5)， 且 上 寥 B 一 4 和 4=erp(4)， 得 
出 向 一 后 站 4  ， 所 以 对 于 所 有 ;1，…， 站 和 兽王 1，2，3，…， 有 4 一 ee 站 AP- 和 他 和 
一 ed ， 如 果 ce 不 是 正 实 数 ， 又 如 果 ai 守 0， 则 这 个 等 式 不 可 能 成 立 ， 因 此 ， 当 m 不 是 上 
的 倍数 时 ， 对 所 有 i 二 1，…，n， 一 定 有 om 三 0 

练习 假定 4E M, 是 不 可 约 非 负 算 阵 ， 证 明 ， 为 了 保证 p(4A) 是 A 的 唯一 极 大 模特 值 ， 其 
充分 荣 件 是 某 个 aa 天 0 但 是 ， 考 察 抢 阵 

1 1 
其 
1 1 9 


并 说 明 这 个 条 件 不 是 必要 的 ， 你 能 找 一 个 2X2 师 阵 的 反例 吗 ? 


8.4.9 附注 比 推 论 (8. 4. 8) 更 强 的 结论 仍 成 立 ， 如果 A 这 0 是 不 可 级 矩阵 ， 旦 有 >>1 个 具有 
极 太 模 的 特征 值 ， 出 看 在 置换 第 阵 PP 使 得 


0 A 0 
PAPr=| i: 0 
A 1 
ALl 站 本 0 


其 中 , 点 个 主 对 角 零 子 块 是 方 阵 而 所 列 出 的 诸 子 所 A, 不 一 定 是 零 和 矩阵， 特别 地 ， 所 有 主 对 角 
元 a, 必须 基 零 [Var，p. 28]， 

为 了 得 到 在 推论 (8. 4.6) 中 所 乒 述 的 极 大 模特 征 值 的 规则 图 形 ， 尽 管 不 可 约 性 假设 是 本 质 
的 ， 但 是 在 一 般 情 形 下 不 仍然 可 以 得 到 某 些 信息 ， 


$.4.10 推论 如 果 4EM，A4A20，p(4)>0， 如 果 1 是 4 的 适合 141 一 po(4) 的 特征 值 ， 则 
A1pLA) 二 =e* 是 单位 根 ， 对 某 个 适合 1] 生 Sm 的 有 有 em 一 1， 且 对 所 有 p= 二 0,， 1,，2,，…，k 一 1， 
ep Ah) 都 是 4 的 特征 值 . 

证 明 ; 如 果 人 是 不 可 约 的 ， 则 论断 可 由 推论 (8. 4. 6) 推 出 ， 如 果 A 可 约 ， 则 及 可 经 置换 相 
伺 变 成 分 鼎 上 三 角形 式 
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六 1 其 
A 
0 A 
其 中 4, 是 不 可 约 方 阵 或 零 方 阵 ，4 的 特征 值 是 各 对 角子 块 和 矩阵 4 ，…，4,. 的 特征 值 的 并 ， 
且 每 个 4, 的 极 大 模特 征 值 集合 的 结构 由 排 论 (8.4, 8) 给 出 ， 口 
练习 设 
1 0 
0 1] 
‘mal 
] 0 0 
通过 考察 


一 [“ 4 六 

来 说 明 ， 对 于 一 般 的 非 负 矩阵 A，A 的 极 大 模特 征 值 可 能 比 p(A) 以 及 p(A) 经 过 一 个 单位 根 前 
各 次 客 的 旋转 所 得 到 的 集合 要 多 ， 
习题 

1. 用 例子 说 明 ， 未 列 入 到 定理 (8.4. 4) 中 的 Perron 定理 (8. 2. 11) 中 的 各 项 命题 对 不 可 约 非 
人 负 和 矩阵 一 般 不 成 立 . 

2, 用 例子 说 明 ，p(tI 十 及 ) 一 1 十 pt 有 4) 对 所 有 AE HM, 不 上 成立， 坛 给 出 使 这 恒等式 成 立 的 关于 
4 的 必要 充分 条 件 ， 


3. 不 可 约 性 是 非 负 秆 阵 有 正 特征 向 量 的 充分 条 件 而 不 是 必要 条 件 ， 斌 考察 |! | 和 


1 
| |]， 说 明 可 约 非 负 算 阵 可 能 有 或 可 能 没有 正 特征 向 量 


4 如果 4 之 0 是 不 可 约 的 ， 证明 ， 当 wcc 时 ， 短 阵 [pt 态 ) 4” 的 各 元 一 致 有 界 . 

5. 我 们 已 经 证 明 ， 不 可 约 矩 阵 有 正 Perron 向 量 ， 假 定 上演 0， oa)>0, x20, x#¥0 有 A 
Ar 王 ptA)r; 证 明 ， 如 果 不是 下 的 ， 则 A 是 可 约 的 ， 如 果 工 是 正 的 ， 六 就 一 定 不 可 约 凤 ? 

6. 假定 六 A 之 0 是 不 可 约 的 ， 且 B20 与 A 可 交换 如果 x 是 A 的 Perron 向 革 , 证 明 Br 一 
p(B)r， 提示 : 定理 (8. 4. 4d). 

?. 说 明 多 项 式 一 1=0 的 友 短 阵 是 有 Xk 非 负 和 矩阵 有 上 个 极 大 模特 征 值 的 例子 ， 验 证 这 些 
特征 值 在 复 平面 中 的 位 置 . 

8 设 语 ， 已 ， 如 是 给 定 的 正 整 数 ， 说 明 如 何 构造 一 个 非 负 第 阵 使 得 它 的 极 大 模特 征 值 正 
好 是 所 个 外 次 单位 根 ， 个 次 音 位 根 ，…， 以 及 上 ,个 此, 次 单位 根 . 

9 如果 不 可 约 非 负 和 矩阵 A 有 宕 1 个 极 大 模特 征 值 ， 说 明 为 什么 称 A 为 指标 上 的 循环 

10. 如 果 4 兰 0 是 不 可 约 惩 阵 ， 并 且 还 是 指标 有关 1 的 循环 ,证 明 特征 多 项 式 pa (1) = 
to AN pp) Ce), 其 中 ，r，mr 实 0 为 革 个 整数 ， 4 是 适合 | | < PCAI 的 某 
些 复数 ，; 一 2，…，m。 对 各 的 中 零 和 非 堆 系数 的 型 式 作出 说 明 ， 并 且 基 于 特征 多 项 式 的 形 
式 给 出 A 只 有 一 个 极 大 模特 征 值 的 准则 ， 提 示 : 在 推论 (8. 4.6) 的 证 明 中 已 知 ， 如 果 9 一 2r/ 大， 
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且 % 是 A 的 特征 值 ， 则 “7 亦 是 A 的 特征 值 ，r 一 0，1，2，… 
11. 设 0> 1 是 素数 证明， 如果 AE AM, 是 非 仙 的， 不 可 约 的 和 非 奇 异 的 ， 则 或 者 pt 有 A 是 
A 的 有 极 大 模 的 唯一 特征 值 ， 或 者 A 的 所 有 特征 值 有 极 大 模 ， 


12. 考察 A 一 | ， | 谱 明 一 般 不 可 能 改进 推论 (8. 4. 8) 而 断言 ，A 的 所 有 短 的 主 对 角 元 


一 定 都 是 零 . 

13. 如 果 4 之 9， 证 明 ， 生 的 不 可 约 性 只 与 其 害 元 的 位 置 有 了， 而 与 非 零 元 的 大 小 无 关 ， 

14 如 果 A，BE M,， 则 AB 与 B4 有 相同 的 特征 值 ， 考 赛 | ”| 各 | ， “ |， 说明， 即使 
入 和 也 是 非 负 符 阵 ， 有 可 能 AB 不 可 约 而 BA 可 约 ， 这 种 例子 说 明 不 可 约 矩 阵 可 能 相似 (甚至 
两 等 价 ) 于 可 约 和 矩阵; 解释 这 是 为 什么 ， 柯 时 它 说 明 ， 仅 仅 涉 及 和 矩阵 的 特征 值 的 任何 条 件 不 能 
最 终 验 证 其 不 可 约 性 . 

15, 设 4E M, 是 给 定 的 不 可 约 非 负 和 矩阵 ， 证 明 ， 只 村 BE M, 非 负 ， 有 A 十 B 就 不 可 约 ， 并 
且 只 要 B>0 和 8B 关 00， 就 有 p(4 十 B)>p(4)， 这 是 (8.1. 18) 到 产 格 单调 性 的 改进 ， 不 过 需 附 
加 不 可 约 性 假定 提示: (8. 1 18) 说 明 pCA 十 B) 室 ptA}， 和 如 果 等 式 成 立 ， 利 用 (8. 4.5) 证 明 B=0. 

16. 证 明 可 以 用 下 述 方式 强化 (8.4.1)， 设 AE AM, 是 非 负 的 ， 且 设 A 的 极 小 多 项 式 有 次 数 
ij。 证明，4 不 可 约 ， 当 且 仅 当 (T+ A)” :>0。 提 示 : 考虑 ITA 十 名 十 十 用" 十 4 十 必 十 
4 ， 然 后 用 JTJ，4，…，4"” "表示 上 各" 和 更 高 次 震 . 

17, 设 AEM. 是 给 定 的 非 负 和 矩阵 ， 者 虑 在 最 小 二 乘 意义 下 求 A 的 秩 1 最 佳 逼 近 问 题 ， 即 
求 秩 1XEM, 使 | 4 天: 一 minf 1 4 一 1， YEM, 有 秩 1}， 假 定 44: 的 Perron 根 是 单 
根 ， 如 果 44" 或 474 不 可 约 ， 情况 就 是 这 样 。 为 什么 ? 证 明 这 样 的 最 仁 关 是非 负 的 ， 唯一 的 
月 由 ==yrew 给 出 ， 其 中 r= 二 ptAA7) 是 入 的 Perron 根 ， 而 vw，wER" 是 非 负 单位 向 硬 ， 它 们 分 
别 是 AA' 和 AmA 相应 于 特征 信 = 的 单位 特征 向 其， 提示 : 利用 (7.4. 1) 中 给 出 的 秩 1 最 侍 帝 近 的 
特征 ， 注意 44' 和 474 都 是 实 对 称 半 正 定 和 矩阵 ， 所 以 >，v 和 四 的 计算 原则 上 是 不 太 困难 的 ， 

18, 试用 习题 17 米 每 个 矩阵 

1 1 
A -| 中 [。 小 | "| 
的 秩 1 最 佳 二 乘 通 近 . 证 明 ，A= IE M, 的 秩 1 最 仁 二 乘 通 近 不 唯一 ， 对 于 任何 单位 向 量 ve 
和 全， = 一 是 工 的 秩 1 最 佳 一 乘 通 近 ， 


8.5 素 和 矩阵 


实际 上 ， 在 Perron 定理 中 可 能 用 得 最 多 的 结果 是 定理 (8.2.8) 中 的 极限 命题 ， 定 理 
(8. 4. 4) 的 证 明说 明 ， 没 有 把 引 理 (8., 2. 7) 应 用 于 不 可 约 算 阵 的 仅 有 假设 条 件 是 谱 半 和 花 为 唯一 的 


0 1 
极 大 模特 征 信 ， 大 为 4=|， “| 是 有 两 个 极 大 模特 征 什 的 非 负 不 可 约 入 阵 的 例子 (并 且 对 于 
它 ，limA" 不 存在 )， 所 以 对 不 可 约 什 阵 类 作 进 一 步 的 限制 是 必要 的 ， 而 最 经 济 的 办 法 是 缺 人 
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么 就 段 定 什 么 . 
8.5. 人 6 定义 非 负 引 阵 AE 1M 称 为 素 矩 阵 ( 或 本 原 矩 阵 )， 是 指 它 是 不 可 约 的 且 只 有 一 个 极 大 
模特 征 值 , 


素性 的 概念 属 丁 Frobenius (1912}， 现 在 ， 采 用 与 定理 C8. 2.8) 相 同 的 证 明 可 直接 由 引 理 
(8. 2. 7) 得 到 下 述 极 限 结果 ， 
8.5,1 定理 如 果 人 各 和 册 , 是 莫 负 素 矩 阵 ， 则 

limfp AA] =1»>0, 

其 中 ,上 二 zy ， 六 7 二 p(T ,Aw 二 ptAy az0 0 上 且 rry=1， 另外， 如 果 1 ,是 认 的 
特征 值 ， 且 对 每 个 特征 值 4 尖 ptA) 有 1a| 筷 1 1， 丸 如 果 | 4 1 | /pCA) 之 r 之 1， 则 存在 
常数 C=Clr，A)Y， 使 得 [LetA) 214] 工业 Cr 对 所 有 襄 二 1，2，… 成 立 ， 

我 们 现在 已 经 把 Perron 定理 的 所 有 结果 从 正和 矩阵 类 推广 到 非 负 素 矩 阵 类 .但 是 ， 实 际 上 
仍然 需要 解决 验证 一 个 已 知 非 负 和 矩阵 的 素性 问题 ， 从 理论 上 讲 ， 可 能 希望 不 直接 计算 特征 值 就 
能 做 到 这 一 点 .下 面 的 素性 特征 诱导 出 括 个 有 用 的 准则 ， 布 其 特征 在 计算 上 并 不 是 有 效 的 检 
验 法 ， 


8.5,2 定理 ”如果 有 AAEM 是 非 负 的 ， 则 入 是 素 什 阵 ， 当 理 仅 当 A" >>0 对 革 个 m 实 1 成 立 . 
证 明 : 如 果 妇 宇 0， 日 A* 守 0， 则 以 太 的 有 向 图 TCA) 的 舞 个 结 点 P 到 另 一 个 结 点 ,一定 
行 在 一 系 长 恰好 为 mm 的 有 向 道 路 (推论 (6. 2. 18))， 册 为 这 是 比 不 可 药性 更 强 的 性 质 ， 所 以 有 


一 定 不 可 约 ， 像 在 (8.4 3? 中 那样 应 用 Perron 定理 (8. 2. 11 d，e) ， 则 扒 出 A 一 定 是 素 的 ， 反 
之 ,如 上 虹 点 晨 素 智 隆 ， 刚 根据 定理 (8. 5. 1 有 lim[ef4) 4 一 0， 册 对 某 个 加 实 1 必定 有 
[otA) ‘A SO. 口 
现在 联想 起 不 可 约 性 的 图 解 准则 ， 上 述 特 征 连同 已 有 的 关于 非 负 不 可 约 矩 阵 的 极 大 模特 征 
值 的 非常 强 的 信息 给 我 们 提供 了 来 性 的 图 解 准则 ， 我 们 知道 ， 正 整数 序列 如， ，… 的 最 大 公 
因子 (tg.，c，d. ) 是 使 站 为 所 有 上 ，k&;，… 的 因 于 的 最 大 整数 上 宇 1. 
8. 5.3 定理 设 AEM, 是 不 可 约 非 负 卸 阵 ， 设 1 卫 ;表示 有 向 图 P(4) 的 结 点 集 ， 用 工 一 人们， 
2 表示 A) 中 起 点 和 终点 部 在 结 点 (i 二 1，2，…，n) 的 所 有 有 向 道路 的 长 度 集合 . 
用 g, 表示 上 ; 中 的 所 有 长 座 的 最 大 公 因 子 ， 则 4 是 素 和 矩 阵 ， 当 且 仅 当 所 有 g 一 1， i 一 1,，2， 


:A 


证 明 : 我 们 知道 ， 尖 为 A 不 可 约 ， 所 以 其 长 度 的 集合 工 非 空 ， 对 每 个 i 和 任意 j 关 i， 在 
TA 中 有 一 条 连结 P 到 P 的 道路 ， 同 时 存 TA} 中 也有 -- 条 连结 PP 到 上 的 道路 ， 如 果 及 是 
素 和 给 陈 ， 则 根据 定理 (8. 5. 2 ， 存 在 某 个 m 关 1 使 得 A“ 汪 0、 央 而 对 所 有 丰富 有 A'0， 另 一 
方面 对 所 有 i 二 1，…，#， 有 六 训 十 1， 加 十 2， 忆 LL， 因而 gr 一 1 对 所 有 i 二 11, .…, 
成 立 . . 
现在 假设 A 一 La, ] 不 基 雪 第 阵 ， 如 果 及 恰好 有 上 二 1 个 极 大 模特 征 值 ， 则 由 推论 (8. 4.8) 可 
知 ， 对 所 有 i 二 1，…，n 以 及 所 有 不 是 的 倍数 的 天 有 ao 二 0， 因 此 二 己 和 全 ，2， 续 ，…)， 
因而 训 衬 >] 对 所 有 i 一 1，…. mm 成立 . 口 
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8.5.4 附注 比 定理 (8.5. 3 中 的 论断 稍微 进一步 的 结论 也 成 立 : 事实 上 ， 总 有 上 一 下 二 全 一 
&+， 而 8, 个 项 的 公 具 信 愉 好 是 A 的 极 大 模特 征 值 的 个 数 ， 这 就 是 Romanovsky 定理 , 

上 下面 的 结果 在 许多 场合 是 有 用 的 ; 特别 是 它 证 明了 有 具有 止 主 对 阴 元 的 不 可 约 非 负 此 阵 一 定 
是 率 算 阵 , 
8.5.5 引 理 ”如果 AE M, 是 不 可 约 非 负 和 矩阵 ， 又 如 果 人 的 所 有 主 对 角 元 都 是 正 的 ， 则 
A 0 

证 明 ， 如 果 一 minfe ds， ，dw}， 站 如 果 定 六 

B= A— diagla yasg eye) 

则 BB 是 不 可 约 非 重 矩阵 (因为 六 基 不 可 约 移 )， 且 A 宕 af + B=o[1I 十 (17/a)B]， 因 而 出 引 于 


C8.4.1) 可 知 ，A" 1 之 ga![1 十 (1/a)By !>0. 口 
练习 ” 试 说 明 ， 当 对 具有 正 对 钊 元 的 非 负 方 阵 取 升 条 时 ， 变 成 正 元 的 任何 元 在 所 有 各 次 宕 
中 仍然 是 正 的 . 


虽然 不 可 约 矩 阵 的 震 可 能 是 可 约 的 ， 但 是 素 矩阵 的 所 有 舌 都 是 素 矩阵 . 


8.5.6 引 理 设 AEM, 是 非 负 素 引 阵 ， 则 对 所 有 上 二 1，2，…，A* 是 不 可 约 非 负 素 矩阵 ， 
证 明 : 内 为 熏 的 所 有 充分 大 的 寡 是 正 的 ， 所 以 对 任意 上 ， 丸 也 是 正 的 .假如 对 某 个 上 A* 
是 可 约 的 ， 则 A&A* 的 所 有 寡 也 是 可 约 的 ， 因 而 不 可 能 是 正 的 ， 因 为 这 与 A 的 所 有 充分 大 的 短 是 
正 的 事实 相 了 矛盾 ， 所 以 对 AA 的 任何 次 短 都 不 可 能 是 可 约 的 . 口 ] 
从 计算 上 上 考虑， 定理 (8. 5.2) 中 的 特征 本 身 不 是 验证 素性 的 有 效 方法 ， 因 为 要 计算 的 穴 没 
有 给 册 其 土 界 ， 如 果 求 出 台 合 4">>0， 则 4 是 素 矩 阵 ; 但 是 ， 如 条 我 们 还 没有 得 到 一 个 正 虹 ， 
那么 什么 时 候 终止 这 种 计算 呢 y 下 述 定 理 给 出 的 有 限界 回答 了 这 个 问题 ， 
8.5.7 定理 设 AE M, 是 非 负 短 阵 ， 如果 4 是 素 和 矩阵 ， 则 对 某 个 正 整数 所 (4 一 1)n* 有 
A'>0. 
证 明 ; 内 汐 A 是 不 可 约 的 ， 则 在 P(4) 中 存在 从 站 点 Pi 加 到 缚 点 Pi 的 有 向 道路 : 这样 的 
最 短 道 路 有 长 名 志 wx， 因此 算 阵 A% 存 它 的 1， 1 位 转正 元 ， 并且 4 的 任意 震 也 将 有 正 1，: 
元 . 因为 A 是 素 的 ， 由 引 理 (8. 5. 6 可知 A4 一 定 不 可 约 ， 因 而 在 P(44 ) 中 一 定 存在 从 结 点 P。 
回 到 结 点 P; 的 有 向 道路 ; 这 样 的 最 短 道路 有 长 所 n， 因 此 矩阵 CA 二 A 有 正 1，1 元 和 
正 2, 2 元 .这 个 过 程 可 诬 主 对 角 线 继续 进行 下 去 直到 得 到 和 矩阵 A5 六 (其 中 每 个 太 雪 站 为 止 ， 
这 个 矩阵 是 不 可 约 的 且 有 正 对 角 元 ， 因 而 出 引 理 (8. 5. 5 可 知 [452 0， 因 为 
kokark tno— 1 Rn nn Oo 1) = (no 1), 
所 以 证 毕 . 口 
如 果 闵 是 给 定 的 素 矩 阵 ， 使 双 >0 的 最 小 上 称 为 A 的 本 原 指标 ,通常 记 作 yCA)， 我 们 已 
经 看 到 ， 如 果 入 有 正 对 角 元 ， 则 7(4) 扫 ?一 1， 而 在 一 般 情形 下 有 y(40) 扫 mtn--1)， 后 一 个 界 
可 以 得 到 显著 改进 ， 
8,5,8 定理 没 AE 1M 是非 负 素 和 矩阵 ， 且 假定 T(A) 中 的 最 短 简 单 有 向 回路 有 长 ;， 则 
0 部 说 ) 委 用 十 了 一 2 
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证 明 ; 内 为 4 是 不 可 约 的 ， 所 以 下 A) 的 每 个 结 点 落 丰 一 条 回路 上 ， 且 从 尾 一 结 点 回 到 自 
身 的 最 短 回 路 将 是 长 度 至 多 为 nn 的 简单 回路 .经 过 一 个 置 措 ，。 可 以 很 定 ， 在 这 条 最短 回路 中 的 
结 点 是 已 ，P,，…:，P,， 注 意 到 nn 十 s(n 一 2) 一 一 s 十 stn 一 1) 且 考虑 A 一 A 1 
把 A :写成 分 块 形式 
用 和 1 
| 


Xs Xz 
其 中 XuEM, 和 Xs EM, ,. 因为 结 点 Pi, *, PP, 组 成 TtA) 中 的 一 条 回路 ， 所 以 Xu 在 每 -一 
行 公 少 有 一 个 非 零 元 ， 内 而 从 图 TCA* 中 的 每 个 结 点 已 到 了 (4，,) 中 的 基 全 结 点 (或 许 P 
一 已) 存在 某 条 昨 ; 如 果 1 二 i，j 所 3， 这 是 成 立 的 。 国 为 从 不 在 上 述 回 路 中 的 每 个 结 点 PP, ， 
…，PP,， 吧 该 回路 中 的 某 个 结 点 ,在 『(AA) 中 一 定 有 一 条 长 不 超过 ”一 5 它们 是 不 在 该 回路 中 
的 结 点 数 } 的 有 向 道路 ， 所 以 在 世 的 香 一 行 中 至 少 有 一 个 非 零 元 ， 当 绕 着 回路 走 了 足够 多 的 
附加 步 数 时 ， 从 不 在 该 回路 中 的 每 个 结 点 到 该 回路 的 某 个 结 点 ， 显 然 在 P(4} 中 恰好 有 一 条 长 
恰好 为 4 一 s 的 有 向 道路 . 
现在 把 {A}”' 写 成 如 下 的 分 块 形式 


Yi YY 
TY | 

其 中 ,Yi EM ， 出 Ys EM ,， 因 为 了 ，-…，PP, 给 成 CA) 中 的 一 条 回路 ， 所 以 在 有 让) 中 
的 每 个 结 点 Pl ，…，P, 有 一 个 财 . 因 为 4 旦 素 和 矩阵， 所 以 全 也 是 素 和 矩阵 ， 畴 而 是 不 可 约 的 . 
从 TLA') 的 每 个 结 点 P， ，*…，P, 到 任意 其 他 结 点 ， 看 (A') 中 有 一 条 长 至 多 为 4 一 1 的 道路 . 
首先 绕 着 起 点 的 圈 走 足够 多 次 ， 便 可 以 构造 这 样 一 条 长 悄 好 为 x 一 1 的 道路 ， 这 说 明 >>0 和 
Ys>0. 

为 了 完成 证 明 ， 算 出 


Xn EN 1 Ys RY Xu Ys 
ee 

Xa NX; Y;, YY» Kol¥il Xo Ys 
因为 在 后 一 个 表示 式 中 的 祥子 块 的 每 一 行 至 少 合 有 一 个 非 零 元 ， 久 因为 在 后 一 个 表示 式 中 的 
每 个 了 子 块 都 是 正 的 ， 所 以 整个 分 热 矩阵 是 正 的 ， 旧 A" “(A)”1>>0. 口 


(8. 5. 82 的 一 个 推论 是 H， Wielandt 的 著名 结果 ， 它 给 册子 一 般 的 素 算 阵 的 本 原 指标 的 淮 
确 上 界 . 


8. 5.9 推论 如 果 AEM, 是 非 负 矩阵 ， 则 4 是 素 矩 阵 ， 当 且 仅 当 4” ?tt>>0， 

证 骨 : 如 果 4 的 任意 宕 是正 的 ， 则 A 是 素 矩阵 ， 所 以 ， 我 们 只 竟 考 韦 道 命题 ， 如 果 na- 1， 
结论 是 显然 的 ， 因 此 假定 x>>1。 如 果 和 是 素 矩阵 ， 则 A 是 不 可 约 的 ， 且 在 P(4) 中 有 若 于 条 
回路 。 如果 PC4) 中 最 短 的 同 路 有 长 ">， 则 PC4) 中 的 每 条 回路 的 长 是 = 的 倍数 ， 因 而 由 定理 
(8 5. 2) 可知， 入 不 能 是 素 第 阵 ， 十 是 A) 中 最 短 回路 的 长 是 ?一 1 或 者 更 小 ， 因 此 报 据 定理 
{8.5. 8) 有 


(Ar 一 | 


F(A 2) Dn) = pn 二 2. 口 
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Wiclandt 给 出 的 一 个 例子 ( 木 节 束 习题 1) 说明， 界 7404) 委 于 一 2 十 2 是 所 有 对 角 元 全 为 0 
的 年 阵 的 最 佳 界 ， 我 们 知道 ， 姑 果 所 有 主 对 角 元 是 正 的 ， 则 六 是 素 和 矩阵 ， 当 生 仅 当 A* >>0. 
如 果 某 些 主 对 第 元 为 直 ， 可 能 不 是 全 部 主 对 角 郊 为 焉 ， 则 Holiaday 和 Varga 的 下 述 结果 利用 
定理 (8. 5.8) 中 所 采用 的 证 明 思 想 给 出 了 关于 本 麻 指 标的 一 个 界 . 


8.5. 10 定理 没 AAE M, 是 不 可 约 非 贡 和 个 阵 ， 且 假定 起 有 #4 个 正 主 对 角 元 ,1 之 4d 这 nn， 则 
A 0 扼 YAIE2n—d 1. 

证 明 : 在 所 述 假设 下 ，A4 一 定 是 素 矩 隆 ， 月 在 P(A) 中 极 小 长 回路 有 长 1， 实 际 上 有 a 条 
这 翌 的 回路 ， 通 过 置换 ， 可 以 假定 Pl，…，Ps 是 P(A) 中 的 具有 图 的 结 点 ， 考 虑 A”…* :一 
A” (A)*!， 特 记 

TR Xl: Yi Ye 
4 x A | yj 

其 中 ，Xn， YEM， 而 ,YE Ms， 采用 在 定理 (8.5.8) 证 明 中 的 相同 证 法 来 处 理 4" ， 
和 (人 44 六 “的 对 应 位 置 的 子 块 便 可 证 明 ， 子 块 Xu 和 Xo 的 每 一 行 至 少 含有 一 个 非 零 元 ， 旧 子 块 
z 和 Y 是 下 的， 出 定理 (8. 5. 8) 中 所 运 州 的 相同 推理 可 知 ， 莱 积 A*“A"! 是正 给 阵 . 口 


) 1 
练习 ”证 明年 阵 4 一 | ， ,| 是 素 乱 阵 ， 它 的 特征 全 是 什么 ? 计算 由 (8.5.9) 和 (8.5.10) 给 


出 的 关于 XA) 的 界 .X 4) 的 精确 倩 是 什么 ? 

作为 最 后 一 个 附注 ， 我 们 指出 ， 如 呀 杷 证 明 一 个 给 定 的 非 负 和 矩阵 是 家 的 ， 则 可 以 验证 该 师 
阵 是 不 可 约 的 且 满 足 Wielandt 条 件 (8. 5.9)， 在 实际 中 出 现 的 矩阵 常常 有 特殊 的 结构 ， 使 我 们 
容易 看 出 机 应 的 有 向 图 是 不 是 强 连 接 的 ， 另外， 如果 任 一 主 对 前 元 是 正 的 ， 则 该 矩阵 一 定 是 素 
的 ， 但 是 ， 如 果 和 矩阵 很 大 ， 且 设 有 特殊 的 结构 或 者 其 元 素 没 有 什么 对 称 性 ， 或 者 如 果 折 有 主 对 
角 抱 是 霉 ， 则 可 能 需要 利用 定理 (8. 4.1) 或 排 论 48, 5, 9 来 验证 不 可 约 性 或 素性 ， 在 这 两 种 情形 
下 ， 刻 景 将 记述 征 阵 反 复 平 方 若干 次 直到 所 得 到 的 得 超过 临界 值 ( 分 别 为 一 1 或 下 一 28 十 2 为 
止 ， 则 年 阵 乘 法 所 需要 的 次 数 将 大 天 缩小 、 例如， 如 昌 二 10， 则 计算 (十 A (1 二 A)'， (I 
十 4 种 (二 及) 是 以 验证 不 可 约 性 ; 这 是 4 次 矩阵 乘法 而 不 是 直接 应 用 引 理 (8.4, 1) 所 需要 
的 8 次 乘法 ， 类似 的 ， 如 果 入 是 非 负 的 ， 则 计算 A ，44， 妈 ，4，42 ，A2 和 42 足以 验证 
素性 ; 这 是 7 次 矩阵 乘法 历 不 是 81 次 乘法 ， 注 意 在 这 些 讨论 中 我 们 未 指明 利用 了 习题 3. 
习题 

1. 写 出 定理 (8.5, 1) 的 证 明 . 

2 若 AE M. 是非 负 素 矩阵 ， 证 明 对 所 有 站 j 一 1，…，x 有 lim[as” "二 p(A)， 试 把 这 
个 结果 与 推论 (5. 6. 14) 作 一 比较 可 以 省 略 掉 有 关 索 忻 候 设 的 那 一 部 分 吗 ? 

3. 证 明 ， 如 果 4 关 0 和 A>>0， 则 A* 汗 0 对 所 有 关注 成 立 ， 如果 向 是 素 矩 阵 ， 则 对 任意 
正 整数 上 ，A' 是 素 算 阵 ， 但 是 ， 如 果 A 和 BB 都 是 素 托 阵 ， 则 可 能 4B 不 是 素 和 矩阵， 提示 ， 考 


1 11 ro 1 
EE 
s,m 1} 


4. 试用 了 4 证明， 对 53，Wielandt 矩阵 
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-0 1 - 
0 1 0 

各 一 EM 
0 0 1 
L1 1 0 0 


是 不 可 约 素 矩阵 ， 热 后 证 明 A” "1! 的 {1]，1) 元 是 零 而 A"-” :>0， 提 示 : 把 和 A 看 成 作用 在 标 
沦 基 {e ，，…，e,}) 上 的 线性 本 换 那么 六 ee 一 ?AT er? A Ui, er 

5. 没 AEM, 是 不 可 约 非 负 第 阵 ， 证明 ， 旭 果 至 少 有 一 个 主 对 第 元 是 正 的 ， 则 4 是 素 拢 
阵 。 证明 这 个 充分 条 件 对 w= 二 2 是 必要 条 伞 而 对 xn 宇 3 则 不 是 ， 

6. 设 让 =[a,jEM, 大 非 负 的 ， 且 假定 a 法 0 对 基 个 天王 1，2，…, nx 上 成 立 ， 证明 让 的 每 
个 宕 的 &， 二 元 也 是 正 的 ， 如果 aw 一 0 而 A* 的 不 元 是 正 的 ，A? 的 上 下 元 是 正 的 吗 ? 

7. 详细 验证 本 节 末 提出 的 简便 算法 . 

8 如 果 4 是 任意 早 等 所 阵 ， 则 A 一 limA*， 证 明 ， 如 果 4 是 非 负 的 ， 不 可 约 的 等 等 的 ， 
则 有 是 牧 1 的 正 短 阵 . 

9 给 出 例子 说 明 ， 基 使 4 不 是 素 矩 降 ，lim[e(4) !4]* 仍 可 能 存在 ， 实 际 上 ，A 可 
能 是 可 约 的 ， 还 可 能 有 极 大 模 重 特征 值 . 

10. 证 明定 理 (8. 5, 1) 的 卜 述 部 分 逆 命 题 : 如 果 AE IM 是 非 负 征 阵 各 林 可 药 拭 阵 ， 区 如 果 
limtef4) 4] 存在, 则 生 是 素 拖 阵 ， 担 示 : 如 果 141 =pCA)， pzptA)， 及 Az 一 jz， 2 关 


En 


站 则 Lp( A) A]"z—? 
9 |] 
11. 证 明 . A=-| 1 是 不 可 约 的 ， 但 As: 是 可 约 的 ， 这 与 (8. 5. 6) 巴 盾 困 ? 


12, 给 出 一 个 不 可 约 不 人 负 算 阵 AE M,， 使 得 limLe(A) 和 | 不 存在 . 

13， 如 果 es>0， 又 如 时 AE IM, 基 非 负 不 可 约 盾 阵 ， 证 明 4 一 ef 是 素 诈 阵 ， 

14, 非 负 矩阵 4 一 [au ] 称 为 组 会 对称 的 ， 是 指 e, 关 0 当 且 仅 当 as>0 对 所 有 i j= 二 1，…， 
? 成立， 证明， 如 果 4 是 组 侣 对称 的 泰和 矩阵 ， 则 A”* 汪 0， 提 示 : 考虑 A 日 利用 (8. 5. 6)》 和 
(8 5. 10)， 你 能 给 出 关于 P44) 的 回路 结构 的 更 多 的 信息 来 改进 7(4) 的 界 吗 ? 提示 : 利用 
(8, 5. 8), 

15. 证 明 。 如 果 AE IM 昆 非 负 的 ,不 可 约 的 和 非 奇 异 的 ， 旦 n 是 素数 ， 则 或 者 (a)A 是 素 
抢 阵 ， 或 者 (b)4 的 所 有 特征 值 有 极 大 模 且 A 相似 于 x” pLA)*=0 的 友和 矩阵 . 

16. 一 种 计算 非 负 和 矩阵 AE MM 的 Perron 问 量 和 谱 半 径 的 方法 是 军法 ， 


x 旺 性 意 正 向 量 ， pr” 一 1; 


yr 所 有 一 0.1,2, 下 成 这 : 
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rz 对 所 及 二 0,1,2,… 成 立 ， 


如 果 刀 是 素 算 阵 ， 证 明 ， 向 基 x 的 序列 收 化 于 和 的 ( 古 )Perron 向 量 ， 而 数 2 的 序列 
收 误 于 4 的 Perron 根 ， 其 收 伍 速度 如 何 ? 关于 素性 的 假设 是 必要 的 吗 ? 

17. 如 果 太 E M, 是 非 负 的 ， 证明 4 的 素性 只 与 零 元 的 位 置 有 关 而 与 非 零 元 的 大 小 无 关 . 

18, 如 果 4EM, 是 非 负 的 、 不 可 约 的 和 对 称 的 ， 证 明 4 是 素 和 矩阵 当 且 仅 当 4 十 p(4)T 是 
非 奇 异 矩 阵 ， 特别 旦 ， 如 果 A 十 半 正 定 矩 阵 ， 这 个 条 件 被 满足 ， 以 0 和 1 为 元 素 的 对 称 非 负 矩 
阵 常常 作为 无 向 图 的 邻接 和 矩阵 而 出 现 . 

19， 如果 六 EM 是 素 矩 阵 且 二 衬 XA)I， 证 明 AD 

20. 给 出 定 班 (8, 5. 10) 的 证 明细 节 . 

21. 计算 下 列 各 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 并 且 按 本 章 的 基本 概念 ( 非 负 化 阵 、 不 可 约 些 


sa 


0 
|， ,| 这 些 矩 阵 为 可 能 出 现 的 各 种 可 能 性 提供 了 好 的 实例 
22， 在 定理 (8.5.8) 的 证 明 中 ， 证明 X 和 Xie 的 每 一 列 至 少 含有 一 个 非 堆 元 证 明 Y， 
进一步 阅读 关于 (8.5,4) 中 提 到 的 Romanovsky 定理 的 证 明 可 参看 V，Romanovsky， 
“Kecherches sur les Chaines de Marko{f,”Acra Marth. 86{1936), 147-251. 
8.6 一 艇 极限 定理 
即使 非 负 和 抢 阵 4 是 不 可 约 的 ，A 的 标准 每 却 不 一 定 有 极限 ， 以 矩阵 
0 1 
4 二 | | 
为 例 就 不 难说 明 这 点， 尽管 如 此 ， 存 按 平 均值 计算 的 确切 意义 下 ， 这 个 极限 的 确 存 在 . 


8.6, 1 定理 设 AE ,不 可 约 非 负 和 矩阵 ， 设 Ar 一 p(A)z，A4ry=p(hA)y，xzry 一 1 和 工 = 
zy '。 则 


此 外 ， 存 在 有 限 正 常数 C=C(CA) 使 得 


~ 
LpA) "ATL 
NO 


< 
Ts 


C 
N 


对 所 有 N 一 1，2，… 成 立 . 
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证 明 : 如 果 令 A—=p(A), 及 选取 y， 和: 分别 为 A 的 左 和 夺 Perron 向 量 ， 则 引 理 (8. 2. 7) 的 
假定 人 1) 一 (5) 被 满足 ， 因 而 矩阵 
IT- [ae 和 4A 一 [一 ALoCaOT- (A plAL)] 
是 可 逆 给 阵 ， 利 用 引 理 58.2.7) 的 (e) 积 本 节 末 的 习题 ] 中 的 恒等式 可 算出 


aT 

= pA A 十 站) = AL 

一 工 十 六 tp(A 一 工人 一 [ah 一 人 一 [ao(A 生 一] 
=L+ Nip (A) A 1} {1 [oA) A +LIHI- To A A LL . 


在 后 一 个 表示 式 中 与 N 有 关 的 部 分 只 有 第 二 项 的 因子 17N 和 项 [p(A) 4 有， 但 是 根据 推论 
(8.1.33)， 当 Noo 时 ， 矩阵 [p(A) 'A]* 各 元 一 致 有 界 ， 因 此 ， 当 N 一 oo 时 ,第 二 项 的 数 醒 
级 为 1/N， 因 此 它 一 致 趋 于 零 . 口 

分 析 一 下 引 理 (8, 2. 7?) 和 (8. 1. 23) 所 需 很 设 条 件 可 知 ， 相 同 的 证 法 怡 好 证 明 下 述 更 一 般 的 
(但 叙述 起 来 并 不 简短 的 ?结果 ， 


8.6.2 定理 设 AEM, 是 非 负 的 ， 且 设 了 > 和 y 是 使 Az 二 ptA)7 和 和 Ay 二 ptA)y 的 非 负 向 量 . 
如 果 

《ay plA) 0: 

fby riy>0, 

《ec) 矩阵 

一 [ofA4) 4 一 (zy) zy 

是 可 道 的 ; 

《d) 当 mee 时 ，[p(A) 4] 一致 有 界 ; 
则 


N 
lim NDA A = (zy ey". 
另外 ， 存 在 有 限 正常 数 C 一 C(4)， 使 得 


所 


vy 
让 [o(4) 一 《Cry 
m=1 


Cc 
N 
对 所 有 N 一 1，2，… 成 立 . 
习 昨 

1. 如 果 BEM, 且 1 一 B 可 逆 ， 证 明 


[ar 
ED 
四 
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Sp 一 BCI -BC 3) 1. 
提示 : 乘 以 I 一 B， 

2, 证 明定 至 (8. 6. 2), 

3， 过 比较 定理 (8. 5. 1) 和 (38. 56. 1) 的 收 锚 速 度 ， 给 出 一 个 例 季 ， 说 明 (8. 人 1) 中 的 收 伍 速 庆 
不 可 能 改进 ， . 

4, 假定 A€ M 是 不 可 约 非 负 年 阵 ， 且 记 42 二 [eg |]，m 二 1，2，*…， 试 用 定理 (8.6.1) 证 
朋 ， 对 每 个 给 定 的 数 对 ,站 ，as” 守 0 对 m 的 无 限 多 个 值 成 立 . 这 个 结果 可 以 看 作 定 理 
8- 5.2) 的 推广 ， 给 出 一 个 倒 子 .说明 也 有 mx 的 无 限 多 个 值 使 得 2 二 0. 

5, 在 定理 (8. 6.2) 的 假设 条 件 下 ， 证明 ， 只 要 数 对 Gi， 说 使 x,y, 对 0， 则 对 nm 的 无 限 多 个 
值 有 24”>>0， 这 个 结果 为 什么 包括 习题 4. 

6， 当 4 是 素 矩阵 时 ， 直 接 证 明定 理 48.5,.1)? 列 芋 定 理 (8.6.1)， 提 示 : 这 里 所 需要 的 是 证 
明 从 分 析 中 得 来 的 下 述 结果 ， 如 果 序 列 收 钱 十 有限 极限 ， 则 它 Cesaro 一 可 和 于 同一 极限 . 


1 ro 1 和 
7. 很 定 4|， | 在 接 计算 


limN ' DIo(A)y AN. 
再 计算 用 定理 (8. 6. 1) 给 定 的 这 个 极限 值 ， 然 后 进行 比较 . 
3.7 随机 矩阵 和 双 随 机 矩阵 


如 虽 非 负 备 阵 4E M, 的 所 有 行 和 是 1， 则 具有 这 一 性 质 的 矩阵 称 为 ( 行 ) 随 机 眶 阵 ， 这 是 
内 为 每 一 行囊 以 看 成 有 个 点 的 样本 空间 鞋 的 离散 概率 分 布 ， 询 随机 抢 阵 是 行 随机 答 阵 的 转 
轩 ; 这 样 的 矩阵 常常 出 现在 (8.0) 节 中 所 讨 沦 的 城市 间 的 人 口 流 动 模型 中 ， 随 机 矩阵 还 出 现在 
Markov 链 的 研究 中 以 友 象 经 济 学 和 运 等 学 这 类 领域 的 各 种 各 样 的 数学 模型 问题 中 ， 

M, 中 的 随机 矩阵 的 集合 是 紧 凸 集 ， 并 且 具 有 简单 而 又 重要 的 性 质 ， 如 果 用 cE R" 表示 所 
有 分 量 为 十 1 的 向 其 ， 非 负 匈 阵 AE 1M 尾随 机 矩阵 ， 当 目 仅 当 Ae=e， 所 以 ，M, 中 的 随机 拓 
阵 构成 一 个 容易 识别 的 非 负 抑 阵 族 ， 计 它们 有 个 特殊 的 正 的 公共 特征 向 量 ， 有 下 特征 向 量 的 
古人 负 窍 阵 具 有 许多 特殊 性 质 [例如 ，(8. 1. 30)，(8, ]. 31) 和 (8. 1. 33)]， 国 此 所 有 随机 矩阵 具有 

如 果 随 机 移 阵 AE IM 的 转 普 47 也 是 随机 宛 阵 ， 就 称 4 是 双 随 机 答 阵 ;所 有 行 和 与 列 和 
都 嘴 十 1， 双 随机 矩阵 的 集合 也 是 M, 中 的 紧 止 集 ， 吕 然 ， 卡 负 秒 阵 AE M, 是 双 随 机 矩阵 ， 当 
且 仅 当 4Ae=e 且 ee4=e 在 (6.3.5) 中 已 经 遇 到 过 -种 双 随 机 矩 阵 形式 ， 邵 正 变 随 机 矩阵 
4s[ | ww 1 ,其 中 U=Twj€ M, 是 西 知 阵 ，A4 的 行 和 与 列 和 都 是 十 1 可 从 的 行 与 列 部 是 
Euclid 单位 身世 的 事 习 推出 . 

双 随 机 矩阵 的 另 一 个 例子 是 置换 矩阵 组 成 的 集合 ( 群 )， 由 Birkhoff 定理 可 知 ， 尾 一 双 随 机 
矩阵 是 有 限 多 个 蚀 换 第 阵 的 凸 组 合 ， 册 而 置换 矩阵 实际 上 是 基本 的 和 标准 的 双 随 宙 拭 阵 ， 我 们 


El 373 


给 出 的 关于 Birkhoff 定理 的 证 明 依 赖 于 以 下 事实 ( 见 附录 B): 紧 听 上 集 $ 中 的 每 个 点 是 S 的 诸 端 
点 的 同 组 合 ， 我 们 将 证 明 ， 双 随机 年 阵 的 集合 的 端点 恰好 是 置换 矩阵 . 


8.7.1 定理 (Birkhoff) 矩阵 AE AM, 是 双 随 机 抵 阵 ， 当 且 公 当 对 某 个 Nx ， 存 在 置换 算 阵 
Pr， Py 和 正 纯 量 a;，… as 马 R, 使 得 gi 十 1 as 二 1] 有 是 A=wPi4 :十 gyP 

证 明 : 条 侍 的 充分 性 是 显然 的 ; 我 们 只 需 证 明 其 必要 性 ， 设 A 一 [a, ]&€ MM, 是 给 定 的 双 随 
机 年 阵 ， 如 果 刀 是 置 毁 矩阵 ， 则 在 它 的 每 … 行 和 每 - 列 怡 好 有 一 个 元 素 十 1， 市 所 有 其 他 元 均 
为 0。 如果 可 忆 记 让 三 wa1B 十 asC， 其 中 ，0 之 qt qz 人 1,， a 十 wy 二 1， 且 B,C 是 双 随 机 乱 阵 ， 
则 因为 a; 和 was 都 是 非 堆 元 旦 名 、c, 是 非 负 元 ， 所 以 与 A 的 0 元 a; 二 0 相对 应 的 B 和 CC 的 每 个 
元 一 定 适 台 0=&, 一 Qu | zcs， 因 市 刀 王 c 一 0， 由 于 B 利 C 基 双 随机 矩阵， 所 以 它们 的 和 
个 行 和 是 十 1， 轩 而 各 非 零 元 一 定 都 是 十 1， 虽 与 4 的 各 非 零 元 处 在 相同 的 位 置 ; 即 4 一 了 B 一 心 
这 就 证 明了 每 个 置换 矩阵 是 双 随 机 矩阵 集合 的 端点 ， 

男 … 方 面 ， 如 果 4 不 是 置换 矩阵 ， 则 至 少 有 4 的 -- 行 ， 例 如 第 i 行 ， 它 至 少 会 两 个 非 零 
元 ,在 该 行 中 选 直 人 寿 一 非 等 元 4, ; ， 因 为 在 第 i 行 中 至 少 有 商 个 非 零 元 旦 该 行 中 的 所 有 { 非 负 ) 
元 之 和 是 十 ]， 所 以 a 一定 适合 0<a, 之 1， 由 于 0g, <1， 且 第 坟 多 的 所 有 ( 非 霉 ) 元 之 
人 是 十 !， 所 以 在 4, 所 在 的 同 - - 列 ， 一 定 有 另 一 个 非 零 元 ， 襄 隆 i ， 且 0 之 4s, 碾 ]， 根 据 
同样 的 推理 ， 存 e.。 所 在 的 同一 行 ， 另 有 一 个 非 零 元 wo ， 天 ， 且 0<a ,之 1， 和 如 果 把 这 个 
过 程 继续 下 去 ， 昌 对 用 这 种 方式 依次 选 册 的 各 元 加 上 标 导 ， 九 经 有 限 多 步 ， 原 米 选 定 的 元 素 
or 会 首次 再 被 选 到 .从 第 一 次 出 现 元 素 un 直到 第 二 次 由 上 出现 4, 的 过 程 中 ,， 诸 元 素 组 成 的 序列 
(包括 第 一 次 出 现 的 元 a,， 但 不 包括 第 二 次 出 现 的 元 a, } 是 A 的 元 素 的 有 限 有 序 序列 ， 且 其 中 
每 对 相 邻 元 在 同一 行 域 同 一 列 交 蔡 出 现 ， 设 ,是 这 个 序列 小 的 最 小 { 正 ) 元 ， 没 BE M, 是 这 样 
:个 定 阵 ， 在 二 中 ， 十 1 出 现存 与 序列 的 第 一 个 元 a 相对 应 的 位 弓 ， 一 1 出 现在 与 序列 的 第 二 
个 元 相对 应 的 位 置 ， 十 1 出 现在 与 序列 的 第 二 个 元 相对 上 庶 的 位 置 ， 依 此 类 推 ， 交 震 地 选 玻 土 1. 
8 的 所 有 其 他 元 是 0。 注 意 .B 的 所 有 行 和 与 列 和 基 0， 没入. 二 A 二 TawB 及 A .二 A 一 a,,B. 
注意 ，A 与 A 都 是 非 负 息 阵 (因为 a 的 极 小 件 )， 且 它 的 行 和 与 列 和 是 十 1( 因 为 B 的 行 和 与 


列 和 是 0)， 所 以 A+ 和 人 是 双 随 机 逢 阵 ， 由 丁 A 一 方 A1 十 二 4 ， 屋 A. 子 A， 我 们 得 出 A 不 


是 双 随 机 和 矩阵 集合 的 端点 ， 

刚才 给 出 的 证 明说 明 ， 一 个 给 定 的 矩阵 是 双 随 机 秆 阵 的 竖 目 集 的 端点 ， 当 生 仅 当 它 是 置换 
矩阵 ， 从 紧 凸 集 的 每 个 点 是 说 端点 的 凸 组 合 的 事实 可 知 定理 成 立 . 

网 为 在 Ad, 中 恰好 有 #1 个 互 不 相同 的 置换 短 阵 ，Birkhoff 定理 保证 .任意 双 随 机 和 矩阵 可 
以 表示 成 至 多 N= 二 n! 个 置换 答 阵 的 贞 组 合 . 更 细致 的 分 析 说 明 ， 所 需 针 换 掏 阵 不 超过 N 一 到 
一 2w 十 2 个 ， 
习题 

i. 设 AE M 是 非 零 非 负 矩阵 ， 且 有 下 特征 向 其 x 二 [x,j]， 义 设 DD 二 diag(x，…，xs}， 证 
明 p 二 ptA)>0， 由 (8.1.30) 可 知 Ax=px， 且 ADe=pDe， 其 中 e€R' 的 所 有 元 是 十 1， 由 此 得 
出 ，A% 经 具有 正 主 对 第 元 的 对 角 相 似 矩 阵 ) 相似 于 随 宙 矩阵 的 正 倍数 f 即 pt A)]， 这 个 论断 使 我 
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们 把 许多 有 关 具 有 正 特征 向 量 的 非 负 和 矩阵 的 问题 化 简 成 有 关 随 机 和 矩阵 的 问题 . 

2. 证 明 M, 中 的 随机 和 矩阵 的 集合 与 双 随 机 矩阵 的 集合 是 紧 凸 集 , 

3, 证 明 M, 中 随机 和 矩阵 的 集合 与 双 随 机 竹 阵 的 集合 各 自在 矩阵 乘法 下 枸 成 一 个 半 群 ， 即 如 
果 4，5E 1M, 是 ( 双 )? 随 机 矩阵 ， 则 AB 是 ( 双 ) 随 机 算 阵 , 

4. 证明， 非 负 和 矩阵 AE M, 是 随机 矩阵 ， 当 且 仅 当 4Ae=e， 

5. 证 明 2X2 双 隙 机 矩阵 是 有 相同 主 对 角 元 的 对 称 矩 阵 . 

6. (a) 试 用 8.7. 1) 的 证 明 中 所 来 用 的 想法 但 不 用 附录 8B 的 结果 ,给 出 (8. 7?. 1) 的 另 一 个 直 
接 证 明 ，(pb) 然 后 给 出 一 个 算法 ， 把 一 个 双 随 机 矩阵 分 解 为 置换 些 阵 的 一 个 凸 组 合 ， 提 示 : 如 
果 A 不 是 置换 矩阵 ， 利 用 证 明 中 所 表述 的 诸 元 素 组 成 的 订 列 作 一 个 置换 符 阵 ， 从 A 减 去 这 个 
置换 矩阵 的 正 数 倍 就 得 到 一 个 有 相同 行 和 与 列 和 的 非 负 和 矩阵， 且 它 至 少 有 一 个 非 零 元 。 于是， 
在 这 个 矩阵 上 重复 上 述 过 程 旦 继续 做 下 去 ， 

7. 证 明 (8.7. 1) 中 的 分 解 是 不 唯一 的 . 


上 4， 0 
8 如 果 双 随机 矩阵 A 是 可 约 的 ,证明 A 实际 上 置换 相似 于 形 如 | ， | 的 年 隆 关于 


A 和 A; 能 说 些 什么 ? 

进一步 阅读 定理 (8.7.1) 的 让 明 思 想 取 自 B. Saunders and H. Schneider, “Applications 
of the Gordon-Stiemke Theorem in Combinatorial Matrix Theory,” SIAM Rev, 21(1979), 
528 541， 从 中 可 找到 有 关 的 事实 ， 每 个 双 随 机 符 阵 AE Mi 至 少 是 n? 一 2n 十 2 置换 矩阵 的 一 个 
凸 组 会 ， 该 结果 的 讨论 可 央 看 M. Marcus and 民 ，Ree， “Diagonals of Doubly Stochastic 
Matricesy ”Quart. J Math Orford, Ser, 2, 10(1959), 295-302, 


附录 A 复 数 


一 个 复数 有 形式 
六 一 4 十 轨 ， 
其 中 ，& 和 站 是 实数 ， 而 i 是 满足 关系 玉 二 一 1 的 形式 符 导 ， 实数 az 称 为 zx 的 实 部 ， 记 作 Re xz; 
实数 产 称 为 > 的 虚 部 ， 记 作 Im z， 复 数 z= 二 a 十 证 的 复 共 辐 z 是 z 二 4 一 i185， 如 果 xi 三 ai 十 志和 
2 二 ds 十 示 是 复数 ， 则 其 加 法 和 乘法 的 二 元 运算 通过 实数 的 相应 运算 白 然 定义 为 如 下 形式 : 

a ze = de 二 i 二 hl gig = a Obita bb: + acby, 
因此 ， 加 法 是 实 部 和 姬 部 分 别 相 加 的 结 提 ， 而 乘法 是 代数 展开 及 关系 产 = 一 1 的 结果 ，z 二 4 十 
汉 的 加 法 道 是 一 z= 一 a 十 i{ 一 让， 而 当 z 关 0 二 0 十 i0 时 ，z 的 乘法 逆 是 


1 一 上 四 | 一 让 ) 
zx a a Tt 
复数 z 各 x 的 减法 和 除法 定义 为 
: 1 a 


所 有 复数 的 集合 记 作 C; 加 法 和 乘法 运算 是 可 交换 的 ， 并 且 C 在 这 些 运 算 下 构成 一 个 域 ， 以 实 
数 0 一 0 十 i0 为 加 法 单位 元 ， 以 实数 1 二 1 十 i0 为 乘法 单位 元 ， 实 数 域 R 构成 CC 的 一 个 于 域 ; > 
的 绝对 值 ( 或 模 ) ， 记 作 | x | ， 定义 为 | z | = 十 (zz)1?， 它 总 是 一 个 非 负 实数 ， 如 果 x 关 0， 
则 商 zi/z; 为 (1/ | z， | *)z, x，， 容 易 验证 ， 禾 法 运算 与 复 共 亏 是 可 交 挤 的 ,zixz 二 zl z;， 且 
复 共 轿 的 复 共 示 又 是 原来 的 复数 .因为 Re z= 二 (27(zx 二 zxz) 和 Tm z 二 (1/2i)(z- xz)， 所 以 实数 
就 是 使 In x 一 0 的 那样 一些 =EC， 或 等 价 也 有 z= =( 一 Re z)， 

几何 上 ， 复 数 域 C 可 以 看 作 一 个 具有 原点 0， 一 条 * 实 轴 ” 和 一 条 * 虚 轴 ” 的 平面 ， 因 此 、， 
x 二 4 十 站 可 等 同 十 有 序 侦 (a， 让 ， 实 轴 {z: Im z 一 0} 就 是 通常 的 实 线 ， 而 虚 轴 1z，Re zx 一 0} 就 
是 实 线 的 i 信 或 所 有 “ 纯 虚 " 数 ，zEC 到 实 畏 ( 十 轴 ) 的 投影 是 Re x(ilm *)， 复 共生 是 经 实 辖 的 
反射 且 | x | 是 复 平 面 中 原点 到 > 的 Euclid 距离 ，C 的 开 ( 闭 ) 志 站 平 面 是 {zEC， Re z> (全 ) 
0}， 而 CC 的 开 ( 闭 ] 上 半 平 面 是 1eEC，lm zx>>( 疡 )0). 人 的 单位 国 盘 是 {xzEC， fz| 达 1;， 而 
以 -为 半径 ， 以 aEcC 为 中 心 的 圆 盘 基 {zEC: | z 一 a | 过 站 

上 一 段 用 直角 坐标 描述 了 复 平面 C， 同 时 复 平面 也 亲 以 有 效 地 用 家 从 标 来 描述 ，zEC 在 
平面 的 位 置 由 x 和 #8 所 确定 ， 其 中 + 是 z 所 在 的 以 原点 为 中 心 的 图 的 半 称 ， 而 8 是 按 反 时 针 方 
向 从 实 线 正 向 转 到 = 所 在 的 从 原点 出 发 的 有 向 射线 的 角度 ， 十 是 z 的 极 坐标 为 (r， 的 ， 并 且 通 
常用 记号 z= 二 re* 来 表示 ， 其 中 二 cos 8 十 fsin 反 因此 ， 如 果 = 一 “十 大 为 直 闻 坐标 ， 旦 = 一 re 
为 极 坐 标 ， 则 从 极 坐 标 到 直角 坐标 的 变换 是 


d= 二 reosg, 下 一 rsing, 


了 76 附录 AA 


而 从 直角 坐标 到 极 坐 标的 变换 { 当 > 关 0 时 ) 是 
r=|z|— (athy?, 9 = arc sin = afg 艺 ， 


这 里 ， 我 们 一 般 取 0<b<<2r， 圆 形 对 象 常常 容易 用 极 坐 标 来 撒 述 .例如 ，C 中 的 单位 圆 盘 是 
1532) re? 0SrEl, 0&f2n), 


附录 B 巴 集 和 号 函数 


设 V 是 含有 实数 的 一 个 域 上 的 向 量 空间 . Y 的 一 组 选 定 的 元 素 v)，*…，wEVY 的 一 个 西 组 
合 是 其 系数 非 负 且 和 为 1 的 线性 组 合 : 


中 


od 十 十 0, 9 a, 一 外, 


+ 一 上 


克 的 子 集 开 称 为 凸 集 ， 旦 指 从 玫 中 任意 选 定 … 组 元 素 扬 作成 的 妊 一 四 组 合 仍 在 兵 中 ， 等 价 
地 ，K 是 凸 集 ， 是 指 基 中 各 个 点 慢 的 所 有 同 组 合 仍 在 玉 申 ， 几 何 上 ， 这 可 以 解释 为 连结 站 的 
任意 两 点 的 线段 必定 在 天 中 ; 即 没有 " 媚 " 或 " 洞 "， 一 个 凸 集 上 称 为 西 锥 ， 是 指 每 当 >0 
和 rEK， 就 有 axrEK( 等 价 地 ， 卡 中 元 素 的 正 线性 组 合 仍 在 天 中 )， 直 接 验 证 可 知 ， 两 个 凹 集 
(相应 地 ， 凸 锥 ) 的 集 和 及 交 仍 为 一 个 凸 集 ( 相 应 地 ， 目 锥 )， 

一 个 闭 凸 集 天 的 一 个 端点 是 这 样 一 个 点 z 全 KK， 它 只 能 用 一 种 平凡 的 方式 写成 玉 中 点 的 一 
个 凸 组 合 ， 也 就 是 说 ，x 二 ax 十 (1 一 gy， 0 之 a 之 1，x，y 苇 K， 蕴 涵 x 一 % 一 zx。 一 个 闭 凸 集 可 
能 有 有 限 个 端点 和 例 如， -个 多 面体 )， 也 可 能 有 无 限 多 个 端点 {例如 ， 一 个 闭 圆 盘 )， 还 可 能 无 
端点 :例如 ，R* 中 的 闭 上 半 平 面 )， 然 面 ， 一 个 紧 凸 集 总 有 端点 ，Y 中 点 的 一 个 集合 S 的 凸 外 ， 
记 作 CotS)， 就 是 选择 S 的 所 有 点 组 作成 的 所 有 出 组 合 的 集合 ， 或 等 价 地 ， 它 是 包 会 S$S 的 (所 
有 是 集 的 变 ) 最 小 凸 集 ， 长 reim-Milman 定理 是 说 ， 一 个 紧 凸 集 是 它 的 端点 的 凸 包 ， 我 们 说 一 个 
紧 凸 集 是 有 限 生 成 的 ， 是 指 它 有 有 限 多 个 端点 ， 这 些 端点 称 为 该 凸 集 的 生成 元 . 

现在 假定 VW 是 具有 一 个 给 定 范 数 的 实 或 复 向 量 空间 ， 分 离 超 平面 定理 是 说 ， 对 于 两 个 不 
相交 的 凸 集 K, 守 V 和 天 ;和 VY， 存 在 VY 中 的 一 个 超 平 面 电 ,使 得 玉 , 位 于 由 HH 确 定 的 两 个 闭 半 
室 间 中 的 一 个 内 ， 而 K; 位 于 另 一 个 内 ; 即 日 分 离 玉 ! 和 天;. 7 中 的 一 个 超 平 面 末 正好 是 了 
的 一 个 一 维 守 空间 的 正 交 补 的 一 个 平 称 ， 昌 =={7EV， ‘xp，9) 二 0}， 其 中 ，g EV 是 给 定 的 
向量 ,gq 了 0， 超 平面 上 确定 两 个 开 半 空间 ; H' 一 {rEV; (rp; D0),，H- ={xEV; (xr 
一 p， 之 0} 集会 Hi 二 HH!1UH 和 有 ,== 日 UH 是 由 HH 所 衫 定 的 两 个 闭 半 空间 ， 因 此 ， 分 
离 意 味 着 对 某 两 个 向 量 p,，g 有 天 所 有 和 不, 守 H,， 对 两 个 凸 集 附加 某 些 条 件 就 会 有 各 种 强 
化 的 分 离 结 论 ， 例 如 ， 如 果 KK， 和 下, 的 闭 包 不 相交 ， 那 么 分 离 可 以 取得 更 为 精确 ， 即 K, 忌 
玉 '，K, 导 HH .人 尾 一 有 界 集 SCY 的 西 包 的 闭 包 可 以 通过 取 包 含 S 的 所 有 闭 半空 间 的 交 面 
得 到 ， 

在 Y 是 其 有 复 内 积 4。. ，》* 的 向 时 空间 C 的 情形 ， 也 可 以 类 伏地 定义 超 平 面 和 半空 间 ， 
只 是 必须 把 C" 和 有 “等 同 起 来 ， 且 必须 用 下 述 实 内 积 Re(，，“，) 代 替 (，，，》， 将 xz 十 iyEC 


等 时]eR， 还 应 注意 到 ， 根 据 复 内 积 的 共 轩 e 线 性 性 质 ，Re Cz 十 iy， iD) tu， 


Ta 十 人， 加 )， 二 是 人 rl， 6) 十 人 y， ?是 | 器 | 的 ( 实 ) 内 各 而 且 Re 中 定义 的 超 平 . 


Tl Fu 
1 ds 


面 和 六 空间 在 C" 中 有 相应 的 儿 何 解释 , 


Lp | 
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我 们 说 定义 在 一 个 凸 集 KKV 上 的 实 值 丽 数 广 旦 西 函数 ， 指 的 是 对 所 有 0<a<1 和 所 在 
XiyEK，y 天 x， 有 
flarttl ow aftn t+ — a fty). (¥) 
如 果 上 述 不 等 式 总 是 严格 的 ， 那 么 f 称 为 严格 加 函数 . 如 果 对 所 有 0 过 a 之 ] 和 所 有 r，yE 下 ， 
y 隆 x， 上 述 不 等 式 是 皮 向 的 ， 那 么 f 称 为 名 隔 数 ( 或 严格 曰 元 数 ， 如 果 反 问 不 等 式 总 是 严格 
的 ). 等 价 地 ， 一 个 四 责 数 (相应 地 ， 严 格 凹 琐 数 ) 正 是 一 个 凸 前 数 5 相 应 地 ， 严 格 凸 蚌 数 ) 的 负 
值 ， 本 和 何 上 ， 连 结 任意 两 个 旺 数 值 的 弦 位 于 一 个 凸 下 数 (相应 地 ， 丫 前 数 ) 的 图 得 的 上 方 (相应 
地 ， 下方)， 一 个 线性 阴 数 既是 上 是 的 ， 也 是 四 的 ， 存 二 R" 入 是 开 集 的 情形 ，Hessian 算 
阵 为 


Hp = [让 和 co|， 


它 是 M, (RR) 中 的 对 称 奔 阵 ， 对 十 一 个 凸 函 数 f，HCr) 存 下 中 几乎 处 处 存在 ， 并 且 在 使 H(zx) 
存在 的 KK 中 的 各 个 点 ， 它 一 定 是 半 正 定 的 ， 在 严格 凸 的 情形 ， 它 是 正定 的 ， 反 过 来 ， 一 
数 ， 如 果 它 的 Hessian 矩阵 在 整个 凸 集 上 是 半 正 定 (相应 地 ， 正 定 ) 的 ， 到 该 咯 是 (相应 
地 ， 严 格 互 ) 的 ， 类 似 地 ， 贷 定性 对 应 四 性 ， 

此 顺 数 和 四 冰 数 的 最 忧 化 有 一 些 好 的 性 质 ， 在 紧 凸 集 上 ， 凸 函数 (相应 地 ， 了 丽 数 ) 的 极 大 
值 ( 相 应 地 ， 极 小 值 ) 在 一 个 端点 达到 ， 另 一 方面 ， 在 一 个 凸 集 上 ， 由 那些 达到 一 个 凸 函 数 5《 相 
应 地 ， 辐 上 吸 数 ) 的 概 小 值 5 相 庶 地 ， 极 大 值 ?的 点 组 成 的 集合 是 凸 的 ， 并 且 任 一 局 部 极 小 值 ( 相 应 
地 ， 极 大 值 ) 是 全 六 极 小 值 (相应 地 ， 极 大 值 ?， 例 如 ， 一 个 疡 格 凸 函数 至 多 在 凸 集 的 一 个 点 达 
到 极 小 值 ， 且 一 个 临界 点 一 定 是 极 小 值 点 . 

实数 的 凸 组 全 满足 某 些 简单 而 多 常用 的 不 等 式 ， 如 果 ri，…， 心 是 给 定 的 实数 ， 那 么 


此 
min TS Paz, EE max 
en 


对 任意 是 组 合 aj， fi 之 0 和 i 十 … “十 由 一 1 成 立 . 

研究 定义 在 -个 区 问 上 的 某 些 简单 的 单 变 基 凸 函 数 ft') 可 诱导 出 各 种 各 样 的 经 典 不 等 式 ， 
我 们 可 以 用 归纳 法 证 明 ， 定 义 在 区 间 上 的 关于 两 个 点 的 不 等 式 (* ) 可 以 推出 关 十 个 点 的 不 
等 式 


(Doar) exe PR 一 23 (Cx %) 


只 要 &w 守 9, gi 十 十 a 二 1， 且 所 有 都 在 区 间 内 ， 
应 用 (* * ) 于 区 间 40，x) 圭 的 严格 是 困 数 f(x) 二 一 log r+， 和 便 导 出 加 术 算 术 一 几何 平均 值 
不 等 式 


Deo, II*, 人 2, 宇 0， 
当 所 有 a 二 1/n 时 ， 它 就 是 算术 一 几 何平 均值 不 等 丈 
$s 2 (1e)", XT 站 0， 
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等 式 成 立 ， 当 且 仅 当 所 有 x, 都 相等 . 535] 
把 (* * } 应 用 于 定义 在 区 间 人 0，c=) 上 的 扰 科 二 ，p>>1， 便 导出 Holder 不 等 式 


Sy (D2) (D7) '， 
其 中 开 ，y%% 之 0，p 记 1， 且 L/p 十 1/9 一 1， 等 式 成 半 ， 当 且 仅 当 向 量 [x? ] 和 [yf 相关， 如 果 取 
pg 一 2， 我 们 便 得 到 Cauchy-Schwarz 不 等 式 的 另 一 种 形式 

Dry < (Px) “(PD ) . 
等 式 成 立 ， 当 且 仪 当 向 量 [x， ] 和 和 [y ] 是 相关 的 我 们 可 以 从 Hoelder 不 等 式 推出 Minkowski 不 
等 式 

[Dr (Da) t(D 

其 中 x,，y 计 0 且 p 宇 1。， 等 式 成 立 ， 当 避 充 当 向 量 [x,] 和 [yj 是 相关 的 . 


进一步 阅读 ”关于 凸 集 与 儿 何 的 其 他 资料 可 参看 LVal]. 关于 凸 函数 与 不 等 式 的 其 他 资料 
可 参看 [Boaj 和 [BB 上 536 
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附录 C 代数 基本 定理 


促使 入 们 去 建立 复数 域 己 的 一 个 历史 动机 是 实 系 数 多 项 式 可 能 有 非法 的 复 零 点 ， 例 如， 二 
次 公式 表明 ， 方程 xz 一 2x 十 2 二 0 有 根 ( 解 ) {1 十 i，1-- 让 ， 然 而 ， 任 一 实 系 数 包 项 式 的 所 有 零 
点 都 包含 在 C 中 .事实 上 ， 当 把 可 能 的 系数 域 扩 充 到 C 时 ， 所 有 复 系数 多 项 式 的 所 有 零点 仍 
然 包 含 在 C 中 ， 因 此, 人 是 代数 亲 域 的 一 个 例子 ， 也 就 是 ， 不 存在 以 CC 为 其 子 域 的 域 F， 使 得 
有 ~ 个 系数 取 自 性 的 儿 成 式 ， 它 的 根 在 让 中 而 不 在 忆 中 ， 

代数 基本 定理 是 说 ， 次数 至 少 是 1 的 任 一 复 系数 多项式 在 复数 中 至 少 有 一 个 零点 <[ 即 z 是 
方程 ptx} 二 0 的 一 个 根 ]， 运 用 综合 除法 可 知 ， 如 时 z 是 (x) 的 零点 ， 那么 了 一 z 就 除 总 
Ptr); 芭 ，p(x) 一 (x 一 xz)g(zx)， 其 中 ,g(x) 是 复 系数 多 项 式 ， 它 的 次 数 比 pi.x) 少 1， 于 是 
pt 了 ) 的 诸 零 点 是 qtr) 的 零点 及 z. 

下 述 定 埋 是 代数 基本 定 埋 的 一 个 推论 . 

定理 每 个 次 数 为 n 衬 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 怡 好 有 个 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 

PCT) 二 0 的 一 个 根 的 重 数 是 使 (xr 一 z)* 除 尽 pt.r) 的 最 太 整 数 ， 即 z 作为 p(x) = 二 0 的 根 出 
现 的 次 * 数 "， 如 果 …- 个 根 在 重 数 3， 那么 在 pCx} 一 0 的 1 个 根 中 ， 它 要 累计 3 次， 由 此 推出 ， 
每 个 复 系数 冤 项 式 在 复数 域 上 总 可 以 分 解 成 线性 因 式 的 乘积 . 

不 这 ， 如 果实 系数 多 项 式 六 xz) 有 某 些 非 宰 复 根 ， 那 么 它们 必须 成 共 夺 对 出 现 ， 因 为 ， 如 
果 0==ptz)， 则 0 一 0 二 plz) 二 p(x)， 由 于 

(rz)r— 2) = rr -2Re(tz)rtlz|’, 

由 此 得 出 ， 任 一 实 密 项 式 在 实数 域 上 可 分 解 成 线性 因 式 和 一 次 因 式 的 宕 的 乘积 ， 而 每 个 不 可 约 
一 次 内 式 对 应 “对 共 辑 复 根 ， 

进一步 阅读 关于 代数 基本 定理 的 一 个 初等 证 明 可 参看 [Chi1]. 


附录 D ”多项式 的 零点 对 其 系数 的 连续 依赖 性 


运用 复 分 析 不 难 证 明 一 个 重要 的 事实 ， 那 就 是 ， 一 个 次 数 为 ?之 1 的 复 系 数 多 项 式 的 nn 个 
零点 连续 地 依赖 于 它 的 系数 . 

对 十 xEC', 设 了 z=[ 记 C0 fr] 其中: CC 1 二 1，…， wp， 岳 数 广 
C" 一 C” 在 xz 连续 ， 是 指 每 个 f 在 z 连续 ， i 一 1 ，…，m， 图 数 请:C 一 C 在 z 点 连续 ， 是 指 
对 每 个 e>0， 都 存在 近 >0， 使 得 只 要 | y 一 x < 就 有 | Cy) 一 了 (zx) | 之 e， 其 中 小 上 是 它 
上 的 向 量 范 数 . 

可 以 用 下 面 的 说 法 来 直观 地 叙述 连续 依赖 的 结论 : 把 首 系 数 为 1 的 次 多 项 式 的 n 个 系数 
( 首 系 数 ] 除外 ) 与 该 多 项 的 个 零点 对 应 起 来 的 消 数 站 C" 一 C" 是 连续 的 ， 订 是 这 里 有 个 难以 
解决 的 问题 ， 不 存在 定义 这 个 郴 数 的 简单 方式 ， 这 是 国 为 ， 在 # 个 零点 中 间 不 存在 定 必 一 个 顺 
序 的 月 然 方式 ， 我 们 提出 下 面 的 定理 ， 作为 多 项 式 的 零点 对 其 系数 的 连续 依赖 的 一 个 精确 
叙述 ， 

定理 ” 设 4 笠 1， 朋 设 

plr)} = a Far tarta AO 
是 一 个 复 系数 多 项 式 ， 那 么 ， 对 什 给 s*>0， 存 在 人 >0， 使 得 对 任 一 适合 斑 关 0 的 多 项 式 
g(x) 二 和 rr 十 B45" 十 十 缸 十 可 
和 
max | a,—b, |< , 
我 们 有 
minmax ia pn | se 

其 中 ,1 一， 4 是 (C7) 的 零 各 ， 而 pw， *…，ps 是 按 某 个 顺序 排 到 的 g(r) 的 零点 ， 且 ( 极 小 } 
min 取 遍 1，2，…， nn 的 所 有 排列 工 . 

内 此 ,一 个 多 项 式 的 各 个 系数 的 足够 小 的 变化 只 会 引起 任 一 零点 的 一 个 小 的 变化 ， 这 一 原 
埋 在 妹 阵 分 析 中 有 非常 重要 的 意义 ， 这 是 因为 ,矩阵 AEM 的 特征 多 项 式 p,(1) 的 语系 数 是 A 
的 各 元 的 连续 函数 (实际 上 是 多 项 式 )(1.2.11)， 日 au (的 零点 是 4 的 特征 值 ， 因 为 连续 函数 
的 复合 是 连续 的 ，A 的 各 元 的 足够 小 的 变化 只 会 引起 pa (1) 的 系数 的 一 个 小 的 变化 ， 而 它 只 会 
导致 特征 值 的 -个 小 变化 ， 因 此 ， 实 的 或 复 的 方 阵 的 特征 值 连续 地 依赖 于 它 的 各 个 元 . 

进一步 阅读 关于 p(x) 和 glxr) 的 各 零点 间 之 差 e 的 显 式 界 可 用 其 系数 分 离 f 及 其 系数 的 
大 小 来 表示 的 问题 可 参看 LElsner,“On the Variation of the Spectra of Matrices,” Linear 
Aipgepra Appl, 47(1982), 127-138. 
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附录 E ”Weierstrass 定理 


设 V 是 具有 范 数 ,| 的 有 限 维 实 或 复 向 量 空 间 ， 关 于 中 心 为 TEV， 半径 为 6 的 球 是 
B,C7) 二 {yEV， | y 一 x | 所 e}。 我 们 称 子 集 SCY 是 开 集 ， 是 指 对 每 个 zxES， 都 存在 一 个 * 
0， 使 得 有 Br)ES， 子 集 TCV 称 闭 集 ， 是 指 了 在 立 中 的 补 集 是 开 集 ， 子 集 SCV 称 为 有 界 
的 ， 是 指 存在 r>>0， 使 得 SS 吾 50)， 等 价 地 ， 工 是 闭 的 ， 当 且 仅 当 工 的 任 一 收 化 序列 (关于 
| ?的 极限 都 在 工 中 ， 而 SS 是 有 界 的 ， 是 指 S 包 含 在 具有 有 限 半径 的 尾 一 球 中 ， 子 集 SEV 
是 紧 集 ， 是 指 它 奴 是 闭 和 的， 又 是 有 界 的 ， 

对 于 SCY， 一 个 函数 f: SR 在 SS 上 可 以 达到 或 者 不 可 以 达到 一 个 (全 局 ) 极 大 值 或 极 小 
值 ， 但 是 ， 在 革 些 常见 的 情形 ， 我 们 可 以 确信 ，7 在 5 土 达 到 -- 个 极 大 值 . 

定理 (Weierstrass) 设 S 是 有 限 维 实 或 复 向 基 空 间 站 的 紧 子 集 ， 如 果 六 SR 是 连续 函 
数 ， 那 么 存在 点 rm ES， 使 得 对 所 有 rE 有 

Fn) fr) 
且 存 在 点 xm 和 ES， 使 得 对 所 有 rE 有 

fx) 过 rs) 
即 了 在 S 上 达到 它 的 极 小 值 和 极 大 值 ， 当 然 ， 可 能 不 止 在 5 的 一 个 点 上 达到 值 max f(z) 和 minf (zx), 
如 果 Weierstrass 定理 的 两 个 主要 假定 ( 紧 的 S$ 和 连续 的 站 不 成 立 ， 结 论 可 能 不 真 . 但 是 ，S 
基 一 个 有 有限 维 实 或 复 向 量 空间 的 子 集 不 是 本 质 的 ， 对 子 紧 集 的 一 个 适当 的 定义 ，Weierstrass 
定理 对 定 广 在 一 般 拓扑 空间 的 一 个 紧 子 集 上 的 连续 实 值 函数 成 立 . 
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